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1. Ubung zu Banachriumen - Lisungsvorschlag

1.
i) Es is bekannt, dass die Funktion || - ||, eine Norm ist. Bemerkung: zj € (R%, | - ||co) ist genau dann
eine konvergente bzw. Cauchyfolge ist, wenn Koordinatenfolgen z* () (i =1,...,d) auch konvergent
bzw. Cauchy sind. Dies zeigt die Vollstdndigkeit der Rdume.

ifi) [1,00) 3 7+ ||z||~ ist eine stetige Funktion, daher folgt die Behauptung fiir p < co. Fiir p = oo setze
m = max;=1,. q|T:|. Es gilt
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iv) Seien z,y € B(0,1) und X € [0,1]. So gilt
[Az + (1 = Nyll < Allzfl + (1 = Nyl < 1.

6.
a) e o C 0 Klar.
e (P C co: Falls > 07 | o, konvergent ist, so folgt , — 0. Fiir z,, := m gilt « € co \ £P fiir alle
pE [17 OO)

e Fiir z, := + gilt z € £7\ ¢" fiir alle p € (1,00).
b) e Seixz 3¢ C /. Fiir 0 <e <1 gibt es N € N mit > 2N Tl <e. Esgilt

N oo 1r N oo 1r
lolle = (Xl + 32 ") < (X laslm+ X0 Jal) < Nl + 22,

j=1 j=N+1 j=1 j=N+1
fir » — 1 < 6 mit § geniigend klein. Dies gilt wegen der Stetigkeit der Funktionen, die hier
auftauchen. Anderseits

N » 1/r
ol = < (3 lal") " < lallr,
j=1

fiir r — 1 < § mit 0 gentigend klein.
e Seix € P so gilt x € £" fiir jedes r > p. Es gilt ferner ||z||c < ||z||-. Da x € co, es gibt ein n € N
mit [zn| = [|z[|e. Sei N > n so grok, dass 3°72 v\, [z;]" < |zn|" fiir jedes r > p gilt. So gilt
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¢) Siehe Skript.
d) Der fehlende Schritt war: der Kandidat y liegt in £*. Sei N € N beliebig. Es gilt

DO X 1wG) = @Gl + 3 lee () < D1y () = @) + M,

j=1
denn |||l < M fiir jedes k € N (eine Cauchy-Folge ist beschrankt). Jetzt wihle k geniigend grof um
den ersten Term < 1 zu machen. Daher Zj.vzl ly(5)| < 1+ M fiir jedes N, also y € £*.

e) Ceht genau so wie fiir £'.

2. Einfach die Definition von Vollstdndigkeit hinschreiben!

3.

a) pi ist eine Norm auf C([a, b]). X ist ein Unterraum dessen, also ist auch p; eine Norm auf X. Betrachte
eine konstante Funktion f # 0. Dann ist f' = 0, p2(f) = 0, also kann ps keine Norm sein.
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b)
)

b)

X ist bezliglich p2 nicht abgeschlossen in C([a, b]), also auch kein Banachraum.

Offensichtlich ist ps eine Norm. Sei (f») C (X, ps) eine Cauchyfolge, d.h., dass (f;,) € C([a, b]) auch eine
Cauchyfolge ist. Daher f;, — g in C([a,b]). Setze hn(z) := [ f,. Dann sind h, stetig differenzierbar
mit by, = f;, und fro(z) — hn(x) = fo(a). [hm(x) — he(x)] < fab |fn — frl, also ist (hy) C C([a,b]) eine
Cauchyfolge, deshalb ist (fn) C C([a,b]) auch eine Cauchyfolge, folglich gilt f,, — f. Aus Analysis I
wissen wir, dass ¢ differenzierbar ist und ¢’ = f. Dies zeigt f, 2 f.

Welche Eigenschaften einer Norm sind, ohne dass Bedingungen an w gestellt sind, immer erfiillt? Pos-
itivitdt, Homogenitdt und die Dreieckungleichung sind klar, d.h. p, ist immer eine Halbnorm. Zu
Untersuchen ist, wann die Implikation ,p,(f) = 0 = f = 0“ gilt. Betrachte w™'(0). Ist das In-
nere von w~'(0) nicht leer, findet man eine positive, stetige Funktion f # 0 so, dass f(s) = 0 fiir
s € [a,b] \ w™'(0). Daher |f(s)|w(s) = O fiir alle s € [a,b] aber f # 0, also ist p, keine Norm.
Umgekehrt, nehmen wir an, dass p., keine Norm ist. Daraus folgt die Existenz einer stetigen Funktion
f # 0 mit w(s)f(s) = 0. Deshalb gilt [a,b] \ f~'(0) C w™'(0). Dies zeigt, dass das Innere von w™'(0)
nicht leer ist. Zusammenfassend: p,, ist eine Norm genau dann, wenn w™'(0) leeres Inneres hat.

Nach Aufgabe a) ist p,, eine Norm. Sei (fn) C C([a,b]) eine Cauchyfolge beziiglich p,,. Da |fn(s) —
Fm(8)] = |w(s)fn(s) — w(8)fm(s)|/w(s) < pu(fn — fm)/e, erhalten wir, dass (f,) eine Cauchyfolge
beziiglich der Supremumsnorm ist. Deswegen konvergiert sie auch in (C([a,b]), || - ||oo) gegen ein f.
Aus der Beschranktheit von w folgt po(fn — f) < supw- || fn — f|loc, und wir erhalten die Behauptung:
Pw(fn — f) — 0. Bemerkung: was wir eigentlich bewiesen haben, ist die Aquivalenz der zwei Normen.



