§ 9 L, Raume beziiglich des Lebesgue-Mafles

Im Folgenden sei p stets das Lebesgue-Mafl und M die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.
9.1. Sarz.

(a) Sei f,g € L'(R?). Dann existiert fiir fast alle 2 € R? das Integral

(f+ 9)(a /fx—

Es gilt ferner || f « glly <[]l - [lg]l1-

(b) Ist f € LP(R?) und g € LI(R?), so existiert

/f r—1y)g(y)dy fiir jedes = € R,

Desweiteren gilt [ x g € Loo(Rd) und || f * glloc < || fllp - 119llq-

(c) Sei f € LP(R?), g € LY (R?). Dann existiert fiir fast alle z € R? das Integral

(f+ 9)(a /fm—

Es gilt ferner || f « glly <[]l - [lg]l1-

Beweis. (a) Fiir f,g € L'(R%) gilt mit der Verwendung des Satzes von Fubini-Tonelli:
YA |dydx—/g !/If vy |dxdy—/rg 71 dy = 11 - lglh.
R4 R

Dies impliziert alle Aussagen.

(b): Ist f € LP(R?) und g € L9(R?) so erhilt man nach der Holder-Unleichung;

£rg@) < [ [156 =)l o) dydo < £l -l
Re R4

Dies zeigt die Existenz von f x g(x) fiir jedes x, und die iibrigen Aussagen folgen auch.

¢): Verwende z.B. den Satz von Riesz—Thorin, oder siehe unter Haudorff-Young-Ungleichung (unten). L]

Bemerkung: Man kann leicht zeigen, dass die Banachalgebra L'(R?) kein Einselement besitzt.

Satz [Hausdorff-Young-Ungleichung]: Sei f € LP(RY) und g € L'(R?). So definiert Tyf := f * g einen
stetigen linearen Operator auf LP mit |Ty|| < ||g||1, d.b., [[f*gllp < [fllp - [lg]l1-

Beweis. Sei h € LI(R%) mit % + % = 1. Nach dem Satz von Fubini und Satz 9.1(b)

[ @) [ - )al dydx)</rg !/Ifw— o) dedy < gl 171 [l
R4 R4

Daraus folgt die Behauptung (siche Korollar (c) von 8.6) (Linearitét ist klar). "
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9.2. SATZ. Der Raum L'(R?) versehen mit der Multiplikation f * g (Faltung) ist eine kommutative Ba-

nachalgebra. D.h. fxg = g*f, fx(gxh) = (fxg)xh, (f = Ag)*h = fxh+A(g*h), und ||f*g|1 < [|f[l1-]lg]lx
gilt.

Beweis. Secien f, g, h € L'(R?%). Man rechnet leicht nach, dass (f+Ag)xh = fxf+X(gxh), f*(gxh) = (f*g)*h
und f x g = g x f gelten. Die Submultiplikativitdt der Norm wurde im Satz 9.1 (a) bewiesen. [

9.3. SATZ. Sei f € C.(R%) und g € L} (RY).

loc

a) Es existiert f* g und f x g € C(R?).

b) Gilt ferber g = 0 auferhalb einer kompakten Menge K, so ist f * g € C.(R%). Genauer:

supp(f * g) Csupp f + K =supp f + K.

Beweis. a): Sei x,, — = mit |z, — x| < 1. Es gilt

1 * 9)(an) — (f * 9)(@)] s/|f<xn—y>—f<z—y>|-|g<y>|dy
Rd

= /If(:vn—y)—f(w—y)l-Ig(y)ldyée /Ig(y)ldy,
z—(supp f+B(0,1)) z—(supp f+B(0,1))

fiir n > ng(z) (dies folgt aus der gleichméssigen Stetigkeit von f auf der kompakten Menge x — (supp f +

B(0,1)).

b): Nach Satz 9.1 (f x g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy existiert fiir alle x € RZ. Also
(Fra)e /fx— - [ te-vewdn
(z—supp f)NK
Falls z ¢ supp f + K, gilt (x —supp f) N K = 0 und (f * g)(z) = 0. .

9.4. SATz [Faltung und die Ableltung] Seien f € C¥(RY), g € L} _(R?). Dann f * g € C¥(R?), und
De(f * g) = D*f  g. Insbesondere f € C®, g € L} (RY) = f x g € C°(R?).

Beweis. Wie immer (f *g)(x) existiert fiir alle z. Sei e; € R? ein Standardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze
K :=supp f + B(0, 1), dies ist auch kompakt. Dann
K g)(a -+ hes) = (£ 9)a) = [ F(G -+ hey = 0)g(w) — £o — 1)gw) dy =
R4

_ / 5 (f(@+he; —y)g(y) — f(x —y))g(y) dy,

K-z
wo das Integrand konvergiert gegen D, f(z — y)g(y) fiir alle y. Aukerdem gilt
|5 (f(@ +hej —y)g(y) = Fl@ = y)gW)] < ID; fllsclg(w)].

Nach dem Satz von Lebesgue bekommen wir D;(f * g)(x) = ((D;f) * g)(z), und so die Behauptung. "

=

9.5. DEFINITION. Eine Folge (p,,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften
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i) pr € C=(RY) iii) supp pr € B(0,1/n)
ii) pp >0 iv) Jgapn =1
heifst Mollifier.
Beispiel: Betrachte p € C2°(RY), supp(p) C B(0,1), p >0, [ p =1, und definiere p,(z) := 1/n%p(nz).

Lemma [1]: Sei f € C(RY) und (p,)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert p, * f — f gleichmifig auf
kompakten Teilmengen von R€.

Beweis. Sei K C R? kompakt. Dann fiir alle ¢ > 0 existiert § > 0 mit |f(z —y) — f(z)| < ¢ falls |y| < 4.
Also
(oot @)~ @) = [0~ f@pds= [ (=)~ f@)oule) do

Rd B(0.1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)| < e [ pp =€ fir z € K. u

Lemma [2 — Urysohn, C®-Version]: Sei ) # Q C R? offen, K C QK kompakt. Es existiert dann
p € CX(2) mit 0 < pl und p(z) =1, falls x € K.

Beweis. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze Uz := {y € Q : dist(y, K) < ¢} C Q und uxy..
Dann gilt ¢ := p,, xu € C*®(R?) und supp ¢ C B(0,1/n)+U. C Q, also supp ¢ C Q ist compact. Sei z € K,
dann () = [, <1/, w(@ = Y)en(y) dy = [, <1/, Pn(y) dy = 1. Ferner [lo[lo < [[pnll1 - ulloc = 1. Da ¢ >0
folgt auch 0 < ¢ < 1. n

9.6. SATZ. Sei 1 < p < oo. Dann ist C.(RY) dicht in LP(RY).

Beweis. Sei f € LP(RY) und ¢ > 0. Es gibt ein R > 0, so dass |f — xB(o,r) fllp < €. Ferner existiert
eine Treppenfunktion ¢ mit ||xp(o,r)f — XB(0,r)?llp < € (siche Lemma 8.5). Die Funktion x (o r)» hat die
Form Zf\il aixa, mit A; C R? beschrankt. Wir zeigen, dass jede einzelne x4, durch Funktionen in Cc(Rd)
approximierbar ist. Wahle eine beschriankte, offene Menge G und eine kompakte Menge K mit K C A; C G
und A\g(G \ K) < ¢ (Existenz: Maftheorie). Dann existiert nach Lemma von Urysohn ein ¢ € C.(G) mit
p =1 auf K. Es gilt:

/ A, — P dAg = / A, — P dAg = / A, — P ddg + / o, — G dhg < MG\ K) < 27%.
R4 G G\K K

=0

9.7. KOROLLAR. Sei () # Q C R? offen und 1 < p < co. Dann ist C2°(2) dicht in LP(£2).

Beweis. Sei f € LP(2), e > 0 und g € C.(Q2) mit ||f — gl|zr(q) < €. Definiere ¢'(x) := g(x) fiir 2 € Q und
g (z) =0z € R\ Q. Dann ¢’ € LP(R?) und ||p, * g’ — ¢'|| L»(0) — 0 nach Satz 9.8. Ferner

supp(pn * g') € B(0,1/n) +suppg’ C Q fiir n geeignet grofs.
Setze up 1= (pn * ¢') . Fiir n gentigend grok gilt u, € Ce(Q) undv |lun — gl ) — 0. Schlieflich

lun = fllze@) < llun — gllze@) + 119 — fllze) < 26



9.8. SATZ. Sei (pn)n>1 ein Mollifier.
a) Sei 1 <p < oo und f € LP(R?). Dann ||p, * f — fll, — 0.

b) Sei f € BUC(R?). Dann [|p, * f = flloc — 0

Beweis. a) Sei ¢ > 0 und g € C.(R?) so, dass ||f — g|| < e. Nach Lemma 1 gilt p, * g — g gleichmissig auf
jedem kompakten K C R% Anderseits ergibt Satz 9.3

supp(pn * g) € B(0,1/n) +suppg C K, wobei K kompakt.
Daraus folgt ||pn * g — g||, — 0. Schlieklich
lon* f=Fllp < llon*(f=Dllp+llon*xg—gllp+lg— fllp < Nf —gllp+ lonxg—gllp +llg— fllp < e+e+e,

falls n grofs genug ist.

b) Wiederhole den Beweis von Lemma 1. L]
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