8 4 Lineare Operatoren
Im Folgenden seien X, Y, Z stets normierte Riumen iiber dem selben Korper K = C oder K = R.
4.1. DEFINITION.

(a) Eine Abbildung T': X — Y heift linear, falls

T(azx + py) = aTx + Ty Vz,ye X, o, 8 € K.

(b) Ist T linear, so heifst

kerT:={z € X : Tx =0} der Kern von T
imT:={yeY:3dzeX, y="Tz} das Bild von T

(c) Lineare Abbildungen heifen (lineare) Operatoren.

4.2. SATZ. Sei T: X — Y ein linearer Operator. Aquivalent sind

(a) T ist stetig;

(b) T ist stetig in 0;

(¢) T ist beschriankt, d.h. A M > 0 mit | Tz| < M||z| fir alle z € X;
)

(d) T ist gleichméfig stetig.

Beweis. Die Implikationen (a) = (b) und (d) = (a) sind trivial.

(b) = (c): Stetigkeit heifst insbesondere, dass ein § > 0 existiert mit TBx (0,d) C By (0, 1), also gilt || Tz||y <
1 fiir jedes 2 € Bx(0,d). Aus der Homogenitét folgt | Tz|ly < #||z|x fiir alle z € X

(¢) = (d): Sei x € X. Nach Voraussetzung gilt ||Tz — Ty|ly < M|z — y|lx. Ist ||z — y||lx < /M, folgt
|Tx — Ty|ly < e, also die gleichméfige Stetigkeit. ]

Definition: Sei T': X — Y beschrinkt (also stetig). Setze

IT| :=inf{M > 0: | Tz| < M||z| Vz € X}.

Bemerkung: Die folgende Aussagen sind aus den Definitionen leicht nachweisbar.

(a) I Tz| < [IT]| - |l

T
) 17 = sup 122 — g 70 = sup 1Tl
e20 1zl z=1 llll<1

(¢) Bezeichnung: Z(X,Y) := {T: X — Y, linear und stetig}, Z(X) := Z(X, X).
Mit den Operationen (S + T')z := Sz + Tz und (aT)z := o - Tz ist Z(X,Y) ein Vektorraum.

Beispiel:
(a) Ein isometrischer Isomorphismus J : X — Y ist stetig, und es gelten ker J = {0}, imJ =Y gelten.
(b) Sei X normierter Vektorraum, £ C X abgeschlossener Unterraum. Dann ist ¢ : X — X/FE stetig mit
kerqg = F und imq = X/E.
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§ 4. LINEARE OPERATOREN 15
(c) Falls X endlich-dimensional und T': X — Y linear ist, folgt sofort T € Z(X,Y).

4.3. BEISPIEL |[|Operatoren auf Riumen stetiger Funktionen].
(a) Essei X =C([0,1]), T : f— f(0), T: X — K. Dann ist T stetig mit ||| = 1.
(b) X =CY[0,1]), T: X = K, Tf := f(0) + f'(1). Dann gilt ||T|| = 1.
(c) X = C'([0,1]), versehen mit Aquivalenter Norm
FI = max{ oo, 17" lloo
T:X > K Tf:=f(0)+ f(1). Dann gilt: ||T] = 2.
(d) X =C([0,1]), T: X - K

Dann ||T|| = 1.
(e) Allgemeiner: X = C([0,1]), T: X —» K, g € C([0,1])

Tf = / F()g(t) dt.

1
Daun 7] = [ lg(®)] a.
0

Beweis. (a) Es gilt:

ITf] =1£(0)] < sup [f(z)] = IIflloc = 1T <1
z€[0,1]

Betrachte f =1: f(z) =1, 2 € [0,1], gilt ||1]| =1=T1 = ||T|| = 1.
(b) Es gilt:
ITf|=1£0)+ W) < FO)+ [F D] < flloe + 1 loe = IIfllcr,
d.h ||T|| < 1. Andererseits gilt ||1]|c: = 1 und T'1 = 1, also folgt || T = 1.
(c) Es gilt
ITf| = 1£0)+ /(W < FO)+ 1 D] < flloe + 1f oo < 20II£]II,
d.h. ||T|| < 2. Andererseits betrachte f(x) := (z — 1/2)2 +3/4, dann || f]|| =1 und |T'f| = 2
(d) siehe (e)

1 1
(e) Esgilt |Tf| = /f(t)g(t) dt < || flleo /|g(t) dt. Andererseits gilt fiir
0 0

o) =signg() = { _} 4020

|Tf| = fol lg(t)| dt. Tm Allgemeinen gilt aber f ¢ C([0,1]), also approximiere f mit (f,) C C([0,1]),
Ifalloe = 1 und [1[f, — f| = 0 fiir n — co. (Achtung: f, "5° f ist nicht moglich!)
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4.4. BEISPIEL [Integraloperatoren]. Sei I = [a,b] und k: 1 x I — K stetig. Fiir f € C(I) definiere

b

(Tf)(x) == / ko) fy) dy,  xel.

a

Dann gilt T € £(C(I)) und ||T|| = sup,e; [ [k(z,y)| dy.
Folgerung: die Fredholmsche Integralgleichung

b

f(z) - / ko)) dy = gla),  wel

a

ist 16sbar in C'(I), falls g € im(Id—T), und es existiert hochstens eine Losung in C'(I), falls ker(Id—T) = {0}.

Beweis. Wegen der Stetigkeit existiert das Integral, es ist sogar T'f € C(I), denn

zel

b
[(TF)(z) = (TF)y)] < /Ik(w,Z) —k(y,2)| - [f(2)] dz < || flloo (b — a) sup |k(z, 2) — k(y, 2)]

Auferdem gilt
b b b
(Tf)()| < / k(2. 9)] - 1£ ()] dz < [1Flloo / k(z,y)| dy = |IT] < sup / k(2. y)| dy.
p y vel

Die Gleichheit ||T'|| = sup,¢; f; |k(z,y)| dy folgt wie in Bspl. 4.3(e). L]

4.5. BEISPIEL [Differenzialoperatoren].

(a) Sei X = C'([0,1]) und

Dann

(©) T+ (CH([0,1]), | lloo) — (C([0,1]), ]| - lloo) ist nicht stetig.
(i) T+ (CH([0.1]), 1 lor) = (C([0,1]), [l - lloo) ist stetig.

(b) Tm Allgemeinen: Ist () # Q C R? offen und beschrinkt. Fiir jede Mutiindex a € N” setze Do f :=
0%1...0%n

mf. Ferner sei |O[‘ =a1+---+ Qq, die L'Einge von <.

Tf := Z ao - Do f, f e Ck( ), mit a, € C(Q).
lal<k
Dann ist T ein stetiger Operator von C*(2) nach C(2). Wobei der Raum
CF(Q) :={f : Q = K: Dyf exisitiert auf Q und Do f € C(Q) fiir jedes |a| < k}

versehen mit || fllox := Y [ Daflloc
|| <k

ein Banachraum ist.

Spezielles Beispiel: Laplace Operator: A= 53—; + -+ %.
1 n
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Beweis.
(a) (i) Fiir fo(t) := 1" gilt || fulloc = 1, aber ||Tfylloc = n.
(ii) Es gilt: |[Tf[loc <I[fllc1-

(b)
ITflloe =11 Y @aDaflle < 3 laalloolDaslloc < 37 Naalloollf ey < M - 1 llon o,

laf<k laf<k laf<k

4.6. SATZ.
(a) ||T| ist eine Norm auf -Z(X,Y), die so genannte Operatornorm.
(b) Ist Y ein Banachraum, dann ist -Z(X,Y) auch ein Banachraum.

(¢) Sind T € Z(X,Y), S € L(Y, Z), so gilt ST € Z(X, Z) und ||ST|| < |IS| - |IT|-

Beweis. (a) Die Homogenitéit und die Dreiecksungleichung sind klar. Sei ||T'|| = 0. Dann ||Tz|| < 0]|z||, also

|[Tz| =0 und T = 0.

(b) Sei (T,,) € Z(X,Y) eine Cauchyfolge. Sei z € X. Es gilt dann || T,z — Tzl < [T, — Twallllz]] < €]z
falls n,m > N, wobei N € N unabhéngig von z ist. Dies zeigt, dass (T,z) C Y eine Cauchyfolge ist, also
nach Voraussetzung auch konvergent gegen ein T'(z). Es ist leicht zu zeigen, dass x — T'(x) linear ist.

Zu € > () existiert ein ng € N mit

Tz — Tzl <ellz|| fiir alle m > ny.

Damit folgt ||T' — T),|| — 0. Da | Tz|| < ||[Tz — Tzl + || Tzl < (14 ||Tnl)||z] fiir m grok genug, gilt
Te Z(X,)Y).

(c) Sei z € X. Es gilt [|STz| < ||S]|- [Tl < [[S]| - [|T]] - |- =

Bemerkung:

(a) Z(X) ist eine normierte Algebra, d.h. T\, S € Z(X) impliziert ST € Z(X) und ||ST| < ||S] - ||T
(submultiplikative Norm). Ist X vollstandig, dann ist .Z(X) eine Banachalgebra.

(b) Tm obigen Beweis vom Satz 4.6 haben wir auch das Folgende gesehen. Ist | T, — T'|| — 0, so gilt auch
T, — T stark, d.h., T,z — Tz fiir jedes x € X.

(c) Die Umkehrung ist nicht wahr! Sei X = ¢p, und L : X — X der Links-Shift: (Lz)(n) = z,1. Dann ist
||IL™|| =1 fiir jedes n € N, und L™ — 0 stark.

4.7. SATZ. Seien X,Y normierte Vektorrdume und Y vollstdndig, I C X ein dichter Unterraum und
T :D — Y ein beschrinkter linearer Operator. Dann gilt: T' hat eine eindeutige stetige Fortsetzung auf X.

Beweis. Ubung. ]
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Konvergenz linearer Operatoren

4.8. DEFINITION. Seien T.,T), € Z(X,Y) fiir n € N.
(a) T, konvergiert gegen T' stark, falls T,,x — Tx fiir jedes x € X und fiir n — ooc.

(b) T, konvergiert gegen T' gleichmdafig, falls ||T,, — T'|| — 0 fiir n — oo.

Satz: Sei X Banachraum, 7,7, € .Z(X) mit | T, ||T,|| < M fiir jedes n € N. Aquivalent sind:
(a) Tpx — Tz fir alle z € X.
(b) Thz — Tx fiir alle x € D mit D C X ein dichter Unterraum.

(¢) Thx — Tx gleichméssig auf kompakten Mengen K C X.

Beweis. Die Implikationen (¢) = (a) = (b) sind trivial.
(b) = (a): Sei z € X. Wir zeigen, dass T,z eine Cauchy-Folge ist:

1Thz—Tmz| < [[Thz—Toyll+1Thy —Tmyll+ Ty —Tmzll < |Tulllz—yll+1Tny —Tnyll+ 1 Tmlllz—ylle+e+e,

denn wahle y € D mit ||z — y|| < e/M, und dann n,m geniigend grof (verwende die Konvergenz von T,y).
Dies zeigt, dass T,z konvergiert gegen ein S(z). Es is leicht zu zeigen, dass S € Z(X). Der Operator S
stimmt mit 7" auf D iiberein, also eigentlich T'= S.

(a) = (c): Sei K C X kompakt. Fiir jedes 2 € K betrachte B(xz,e/M). Wegen Kompaktheit gibt es eine
endliche Uberdeckung:
K C B(z1,e/M) U B(z9,e/M) U ---U B(zk,e/M).

Sei ng € N so grok, dass ||Tz; — Tzl < e fiiri=1,...k und n > ng. Sei z € K beliebig. Es gilt
[Tz — Ta|| < |[Thx — Toxill + | Toxi — Txi|| + 1T — Txf| < Mz — x| + eMljz — z;]| < 3e,
fiir n > ng und falls ||z; — z|| < e. ]

Kriterien fiir starke Konvergenz sind sehr wichtig! Ein Beispiel:

4.9. Satz |[Korovkin|. Seien L, : C[0,1] — C[0,1] stetige, lineare Operatoren, die auch positiv sind,
d.h. fiir f > 0 gilt L,f > 0. Nehmen wir an, dass L,1 — 1, L,id — id und L,id®> — id? gleichmiRig auf
[0,1]. Dann gilt L, f — f fiir jedes f € C]0,1].

Beweis. Bemerke zunichst, dass f,g € C[0,1] und f < g die Ungleichung L, f < Lng, |Ln,f| < Lyul|f]
impliziert. Daraus folgt || Ly flloc < ||fllool|Lnl|l < M| f|co-

Sei f € C[0,1], dann ist f auf [0,1] gleichm&Rig stetig. Sei e > 0 beliebig und § > 0 so, dass |z — y| < § die
Ungleichung |f(z) — f(y)| impliziert. Fiir beliebiges z,y € [0,1] gilt |f(z) — f(y)| < 2||f|loc. Daher kénnen
wir

|z —y|?

. id — y1|?
£(&) ~ 7)1 < e+ 20 flloo . oder was gleich ist, [ — £(5)] < e1 + 2l Lo YA

52
schreiben. Daraus kénnen wir das Folgende schliessen:

2[|f lloo
92

2[|flloc
52

Lulf — f(y)1] < eL,1 + Ly(id —y1)? = eL,1 + (Lpid? — 2yLyid + y*Ly,1).
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Dies gilt fiir alle y € [0, 1]. Jetzt konnen wir die Funktionen in der obigen Ungleichung an einer festen Stelle
y € [0, 1] auswerten

(Lalf — )LD ) < (L)) + 2212 (L,i02) ) — 2(Luid) () + 92 (La1) )

— Me + ”f”‘”@? —2yid(y) +y*1(y)) = Me,

:0

wobei die gleichméfige Konvergenz aus den Vorausstezungen folgt.
Nun schreiben wir

(L f)(y) = FW)] < [ Lnf) () = Lo f ()] + [f (9) (Lo 1) (y) — F(y)L(y)] < Me + [ (y)(Lan1)(y) — f(y)1(y)].

Hierbei konvergiert der zweite Term wieder nach Voraussetzung gegen 0, also (L, f)(y) — f(y)| < (M + 1)e
fiir grokes n € N und fiir alle y € [0, 1].

4.10. DEFINITION. Sei B := Bx(0,1). Ein Operator T' : X — Y heilit kompakt, falls T(B) relativ
kompakt, d.h. T(B) kompakt ist. Ferner setze

H(X,)Y):={T € Z(X,Y) : T kompakt}, und ' (X) = # (X, X).

Bemerkung:
(a) Z(X,Y) CZ(X,)Y)
(b) dimX < oo = T € L(X,Y) ist kompakt.

)
)
(¢) Te Z(X,Y), dimim(T) < oc = T ist kompakt

)

(d) Id ist kompakt <= dim X < oc

Beweis. (a) Klar.

(b) Sei (y,) C T(B). Dann existiert (z,,) C B mit Tz, = y,,. Da B im Endlichdimensionalen kompakt ist,
existiert eine Teilfolge (7, ) C () mit limg_,oo 75, = = fiir ein z € B. Wegen der Stetigkeit von T
erhalten wir

kli)rgo Yn), = klggoTa:nk =Tz € T(B).

(c) T(B) ist abgeschlossen und beschrankt, also kompakt (dim7'(B) < o).

(d) Folgt aus Korollar §2.

4.11. SATZ. Sei X ein normierter Vektorraum, Y Banachraum. Dann ist JZ(X,Y’) ein abgeschlossener
Unterraum von .Z(X,Y’); insbesondere ist JZ(X,Y’) ein Banachraum.

Beweis. Sei (T),) € Z(X,Y) und T,, — T. Es ist T € J#(X,Y) zu zeigen. Sei (zx) C Bx(0,1). Nach
Voraussetzung besitzt (T xy) eine konvergente Teilfolge (T1SU;£)- Rekursiv erhalten wir konvergente Teilfolgen
(Tox}) (fiir k& — oo) mit (z}t) C (2}). Dann ist y, := 27 eine Teilfolge von z,. Wir zeigen nun dass



(T'y,) eine Cauchyfolge ist. Zu ¢ > 0 existiert m € N, so dass |1, — T| < € und ein N € N, so dass
| Tmyn — Tmykll < e, n,k > N. Daher folgt

I Tyn — Tyell < 1Tyn — Tiynll + 1 Tmyn — Tiyell + [ Tonyr — Tygl|
<|T — Twllllynll + | Tmyn — Tkl + 1T — Tl ||kl
<2+4+e, n k>N

Korollar: Seien X,Y Banachriume, T' € Z(X,Y) und (7,,) C Z(X,Y) mit dimim(7},) < oc fiir alle
n € Nund ||T — T,|| - 0 = T ist kompakt.

Bemerkung: Gilt die Umkehrung? P. Enflo, 1973: Nein, im Allgemeinen.
Also es gibt einen Banachraum X und einen kompakten Operator T : X — X, so dass T nicht durch
Operatoren mit endlichdimensionalem Bild approximiert werden kann.

4.12. SATz. Seien X,Y,Z Banachraume, T € Z(X,Y), S € Z(Y,Z). T oder S kompakt = ST kom-
pakt. Insbesondere ist 2 (X) in .Z(X) ein Ideal.

Beweis. Sei (z,) C Bx(0,1). Es ist zu zeigen, dass (STz,) eine konvergente Teilfolge hat. Im Fall, dass
T kompakt ist, erhalten wir eine konvergente Teilfolge (T'z,, ), also ist auch (STz,,) konvergent. Sei S
kompakt, dann besitzt (ST'z,) eine konvergente Teilfolge, da (T'z,) beschriankt ist. [
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