§ 3 Fixpunktsatze

3.1. Sarz |[Banachscher Fixpunktsatz]. Sei (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und 7' : X — X
eine strikte Kontraktion, d.h. es existiert ein 0 < g < 1 so, dass d(Tx,Ty) < qd(z,y) fiir alle z,y € X. Dann
besitzt T' einen eindeutigen Fixpunkt.

Beweis. Beh.: Es existiert ein Fixpunkt.
Es gilt:

d(x,y) x,Tx) +d(Tx, Ty) + d(Ty,y)

< d(
< d(x, Tx) + qd(z,y) + d(Ty,y), x,y€X.

Damit folgt d(z,y) < 1/(1—¢q)(d(x,Tz) +d(y,Ty)), z,y € X. Setze nun x,, ;== T"z firein x € X. Zue >0
wihle ng € N so, dass ¢" /(1 — q) < £/2d(x, Tz). Dann gilt:

1
d(Tn, Tm) < li—q (d(@n, Tnt1) + d(Tm, Tmy1))
1
S 17 (qnd(ﬂj,Tﬂj‘) + qmd($’ TJ?)) S &, n,m Z no,
—dq

d.h. (x,) ist eine Cauchyfolge. Da X vollstindig ist, existiert # € X mit d(z,z,) "— 0. Auferdem gilt nach
Definition von (zy,)

d(z,Tz) = lim d(z,,T7) = lim d(Tz,,T7) <q hm d(xn,z) =0.

n—oo n—oo

Beh.: Der Fixpunkt ist eindeutig.
Sei z,y € X mit Tx = z und Ty = y. Dann folgt:

d(z,y) = d(Tz,Ty) < qd(z,y),

d.h. d(z,y) = 0. "

3.2. SATZ [Brouwerscher Fixpunktsatz]. Betrachte die Kugel
B:=B(0,1) C R4
und eine stetige Funktion F': B — B. Dann besitzt F' einen Fixpunkt.

Beweis. Wir zeigen erstmal das folgende Lemma:

Lemma: Sei ¢ : R? — RY stetig differenzierbar und ¢(x) = z fiir alle # € R? mit |z| > 1. Dann ist ¢
surjektiv.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass ein gy nicht im Bild von ¢ liegt. Dann muss aber yg in B(0, 1) liegen.
Da ¢(B(0,1)) kompakt, also abgeschlossen ist, gibt es eine kleine Kugel B = B(yo,¢) mit im o N B’ = (). Sei
[ eine Funktion mit supp f € B" und [ f # 0. Die Transformationsformel liefert

/f ))| det ' (z |da:—/f )dy # 0.

Ein Widerspruch, denn im¢ Nsupp f = 0 = [ f(¢(x))| det ¢'(z)| dz = 0. Das Lemma ist so bewiesen.

Wir zeigen jetzt, dass eine stetige Funktion ¢ : B(0, 1) — B(0,1), welche auf {z : |x| = 1} die Identitét ist,
surjektiv auf B(0, 1) sein muss. Erst betrachte den Fall, dass ¢ differenzierbar ist. Setze ¢ durch die Identitét
auferhalb der Einheitskugel fort. Das obige Lemma liefert die Surjektivitdt von . Nun approximiere ¢ mit
differenzierbaren Funktionen, um den allgemeinen Fall zu erhalten.
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Sei jetzt F' : B — B stetig. Nehmen wir an, dass F' kei-
nen Fixpunkt besitzt. Dann fiir jedes x € B existiert eine
Halbgerade durch F(z), die den Kreis in einem Punkt ¢(x)
trifft. Natiirlich ist die Abbildung ¢ stetig, ferner ist sie die
Identitét auf S = {z : |z| = 1} und bildet B auf S. Ein
Widerspruch.

Lemma: Sei K C R? eine kompakte konvexe Menge. Dann gibt es eine stetige Funktion R : R — K mit
R(z)==xfirz € K.

Beweis. Fiir jedes 79 € R, existiert ein eindeutig bestimmtes Element yo € K mit ||z —yol|2 = dist(zq, K).
Damit definieren wir die Abbildung

R:R? = K, R(xo) := yo.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von R. Sei x,, — x. Da R(zy,) in der kompakten Menge K liegt, existiert eine
Teilfolge (R(zy,)) mit R(zy, ) kg y. Es gilt

|z -yl = klirgo |n, — R(xn,)|l = kli_)n;o dist(zy, , K) = dist(z, K),

d.h. R(x) = y. "

3.3. SATZ. Sei ) # K eine kompakte konvexe Menge in einem endlichdimensionalen normierten Raum,
und sei F': K — K stetig. Dann besitzt F' einen Fixpunkt.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir K € R? annehmen. Dann liegt K in einer
Kugel B(0,7). Sei R die Funktion aus dem obigen Lemma. Betrachte G := F o R, und wende auf G den
Brouwersche Fixpunktsatz an. Sei x der Fixpunkt von G. Dann x = G(z) = F(R(z)), d.h. z € K und

deswegen R(z) = z, also auch F(x) = x. "

3.4. SArz |Fixpunktsatz von Schauder|. Sei X ein normierter Vektorraum und () # K C X kompakt
und konvex. Sei F': K — K stetig. Dann besitzt F' ein Fixpunkt.

Beweis. Wir verwenden den endlichdimensionalen Fall. Wegen Kompaktheit konnen wir K mit endlich
vielen B(z;,¢),e > 0,x; € K,i=1,...,n Kugeln iberdecken. Definiere stetige Funktionen f; : K — R durch
fi(z) = max{0,e— ||z — x|}, und setze f(x) = 1, f;(z). Wegen der Uberdeckungseigenschaft gilt f(x) > 0
auf K, deshalb sind g; := f;/f auch stetige Funktionen mit Werten in [0, 1]. Es sei Y :=lin{z1,...,2,} und
K':= KNY. Fiir jedes z € K liegt G(z) := >, gi(x)z; in K’ (Konvexitét). Deshalb bildet die stetige
Funktion G o F' die Menge K’ in K’ und besitzt nach Satz 3.3 einen Fixpunkt z.. Es gilt dann

n n n
1G@) — all = ||> @)z = 3 gilwe| <D i@l — ol <=
i=1 i=1 i=1
Daraus folgt ||z. — F(z¢)|| < e. Betrachte x/, und Wahle eine Teilfolge, fiir die F(z;/,,) konvergiert fiir

n — 00, etwa gegen r (Kompaktheit). Nach Voraussetzung konvergiert x,,, auch gegen z. Wegen der
Stetigkeit erhalten wir F'(x) = x. "



