§ 1 Normierte Vektorraume

Im Folgenden sei stets K = R oder K = C.

1.1. DEFINITION. Sei X ein Vektorraum tber K.

a) Eine Abbildung p : X — R heikt Halbnorm auf X falls

(N1) p(x +y) < p(x) +p(y) fir z,y € X (Dreiecksungleichung)
(N2) p(ax) = |ajp(z) firz € X, a €K (Homogenitdt)
gelten.

b) Eine Halbnorm || - || — R heift Norm auf X, falls zusétzlich
(N3) [Jz]| =0=2=0 (Definitheit)

gilt.

1.2. BEISPIEL.

a) K¢ ist ein Vektorraum iiber K, x = (21, ..., 2q)

ol = (ke
=1

(N3) und (N2) sind klar. Zum Beweis von (N1) im Falle K = R betrachte die Funktion

d

d
pA) =Y (@i — i)’ fo—%Zx,yz—l—/\QZyl—c+b)\—|—a)\2
=1

Dann ist p > 0 ein Polynom zweiten Grades. Daher kann es die z-Achse in hochstens einem Punkt
beriihren, d.h. die Diskriminante (b> — 4ac) ist negativ oder 0:

(Zixiyi>2 — 4§:$?§:y3 < (2Zd:%‘yz‘>2 <0
— szyz < (Z )”2(2%) ~ Jizlalyle

i=1

Die letzte Ungleichung heiftt Cauchy—Bunyakovsky—Schwartzsche Ungleichung. Ferner gilt
d d d
Sz ul* <Dl il + > |z + villyil
i=1 i=1 i=1
d d d d
1/2 1/2
:<Z i + il Z |x,~]2) + (Z i+ vyl \%’\2)
i j i=1 i=1
(Z s+ 31l?) el + o)

also folgt die Dreiecksungleichung.

b) Sei 1 < p < oo und setze
d 1/p
ol = (D laal?)
=1

So ist || - ||, eine Norm auf K.
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¢) Seip: K4 — K, p(x) = |z1|. So ist p eine Halbnorm aber keine Norm. Zum Beweis: Hélder Ungleichung,
siehe spéater in dem allgemeineren Fall.

Bemerkung:

a) Sei p Halbnorm auf X. Dann gelten

(i) p(x) > 0 fiir alle z € X und p(0) = 0.
(ii) [p(z) —p(y)| < p(a —y) fir alle 2,y € X.

b) Sei || - || Norm auf X. Dann definiert d(z,y) := ||z — y|| (z,y € X) eine Metrik auf X.

1.3. DEFINITION. Sei X Vektorraum.
a) Ist || - || eine Norm auf X, so heift das Paar (X, | -||) (oder manchmal auch X') normierter Vektorraum.

b) Sei (X, ||-]|) ein normierter Raum (oder (X, d) ein metrischer Raum). Eine Folge (z,,) C X heift Cauchy-
folge, falls fiir alle € > 0 es ein N € N existiert, so dass ||z, — || < € (oder d(z,,x,) < ) fir alle
n,m > N gilt.

c¢) Eine Folge (z,,) C X heiflt konvergent gegen x, falls || — x,|| — 0 (oder d(z,x,) — 0).

d) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heifit vollstindig. Ein vollstandiger normierter
Raum heifst Banachraum.

Bemerkung [Eigenschaften normierter Ridume]: Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:
a) (xn), (yn) C X mit x, > 2, yp >y = Tp+yp — T +y
b) (z,) C X, (o) C K mit z,, — 2z, ay » @ = apx,, — ax

¢) (zn) C X mit z,, —» x = ||z,]| — ||z]|

Bemerkung:

d) Sei (X, -||) ein Banachraum und E C X ein Unterraum. Der Raum F ist genau dann vollstdndig, wenn
FE abgeschlossen ist.

e) Eine Cauchyfolge ist immer beschrinkt.

f) Eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

1.4. BEISPIEL.

a) R? versehen mit

d
1/p
Jaly == (D i) " oder |z := max [z:]
=1 1<i<d

ist ein Banachraum.

Beweis. UA. n
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b)

R&aume beschrankter Folgen
£%°: Raum aller beschriankten Folgen:

= {x e KN sup|z,| < —i—oo}.
neN

c: Raum aller konvergenten Folgen:

c:= {ac e KN : z, ist konvergent}7
co: Raum aller Nullfolgen:

co = {:L‘EKN: :En—>0}

Dann gilt ¢g C ¢ C £*°. Versehen mit ||z]|« := sup,ey |Zn| sind alle Banachraume.

Beweis. (*°: Sei z,, € {*° eine Cauchy-Folge und 0 < ¢ < 1. So ist z,,(k) € K auch eine Cauchy-Folge,
denn
|20 (k) — 2 (B)| < ||@n — Zm|leo < e fiir n,m geniigend grok.

Daher konvergier z,, (k) gegen ein z(k) € K fiir jedes feste k € N. Die obige Abschitzung zeigt sogar, dass
|zn, — z||oo < € fiir n > N, also x, — x bzgl. || - |lco. Es gilt

|z(k)| = |x(k) — zn (k)| + |zn(k)| <1+ M firn> N,

denn x,, ist eine Cauchy-Folge also beschrankt, d.h. ||z, | < M.
Die Vektorrdume c und cq sind abgeschlossen in £*°. Wir zeigen nur den Fall ¢g. Sei (a,)* € g, so dass
(an)* — (bp) € £ fiir k — co. Zu € > 0 existiert ein ng € N mit

[bn] < [bn — ag| + lag| < [1(bn) = (an)*lloc + laz]
<e+la¥], k>mng, neN,

Fiir festes & > ng und hinreichend groRes n € N gilt |ak| < e. Also |b,| < 2¢ fiir n > ny. Wir haben also
(bn) € co gezeigt.

Raume stetiger Funktionen
Sei () # K eine kompakte Menge in R?. Betrachte

C(K):={f: K — Kstetig} versehen mit || f||cc := sup |f(z)].
zeK

Dann ist (C(K), || - ||c) ein Banachraum.

Analog definiert man C(K,K%), der Raum von K% wertigen, stetigen Funktionen. Die Konvergenz beziig-
lich der Supremumsnorm heifst gleichmdfsige Konvergenz.

Beweis. Klar: || - || ist eine Norm.
Vollstandigkeit: Sei f, € C(K) eine Cauchy-Folge. Sei € > 0 gegeben, dann existiert N € N mit

|fr(x) = fin(@)| < || fr = finlloo <€ firn,m > N und z € K.

Das heifst f,,(z) € K ist eine Cauchy-Folge also konvergent gegen ein g(x). Es gilt ferner |f,(x) —g(z)| < e
fir n > N (NN unabhéngig von z!), also f, — ¢ bzgl. || - || Es bleibt noch g € C(K) zu zeigen. Sei
x € Kund € > 0. Es gibt n € N mit ||f, — g]|c < €. Die Funktion f,, ist aber stetig, also ex gint ein
d >0 mit f,(y) € B(fn(z),¢) fir y € B(z, ). Daher gilt

l9(z) —9(y)| < lg(x) = fu(@)] + | fu(x) = fuly)| + [fuly) — 9(y)| < 3¢ fiir y € B(x, ).
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d)

f)

RiAume beschrinkter/stetiger Funktionen
Sei ) # ©Q C R? eine offene oder abgeschlossene Menge. Betrachte die folgende Vektorrdume

Fp(Q) :={f : Q@ — K beschrénkt},
My(22) :=={f : Q — K beschrankt und Borel messbar},
C’b(Q) = {f :  — K beschriankt und stetig},
UC () :={f : Q — K beschrankt und gleichmékig stetig},
Ce(R2) :={f : Q — K stetig und supp f C Q ist kompakt}.
Es gilt C.(2) € BUC(Q2) C Cp(2) C Mp(Q2) C F(92). Versehen mit der Supremumsnorm

1flloc := sup [ f(z)],
€

sind BUC(Q2), Cp(2), Mp(Q2) und Fp(§2) Banachraume. C.(2) ist vollstdndig bzgl. || - || genau dann
wenn ) kompakt ist. Die Vervollstindigung (Abschluss) von C.(€2) wird mit Cp(€2) bezeichnet und ist
natiirlich in BUC(Q) enthalten.

Beweis. Siehe c). "

Holomorphe Funktionen
Sei () # Q C C offen und betrachte den Raum

H>(Q) :={f : Q@ — C beschrankt und holomorph}.

Versehen mit der Supremumsnorm ist H°°(2) ein Banachraum, denn er ist ein abgeschlossener Unterraum
von Cy(2).

Beweis. Siehe Funktionentheorie. n

Summierbare Folgen
Sei 1 < p < co. Betrachte den Raum

- {(an) : (ap) € KY, i lan|P < +oo},

n=1
lan)lh i= (3 lanP) "
n=1

und die Norm

Dann ist (¢7,] - ||p) ein Banachraum.

Beweis. Beweis im Falle p =1 (der Fall p # 1 kommt spéter):

Beh.: || - ||; ist eine Norm.
Es gilt:
o0 [e.e] [e.e]
(an) + )l <D an +bnl <D lan] + > [bn
n=1 n=1 n=1
= l[(an)llr + [[(bn)]]1-

Die anderen Eigenschaften einer Norm sind auch klar.

Beh.: (/1] - ||1) ist vollstéindig.

Sei a,, € £* eine Cauchyfolge. Es gilt |a, (k) — am (k)| < ||(an — aml|1, d.h. a,(k) € K ist eine Cauchyfolge
in K fiir jedes k € N. Daher ist sie auch konvergent: a, (k) — b(k) fiir n — 0o0. Sei € > 0 und N € N so,
dass

lan — amll1 = Z |an ()

—an(j)| <e fiir alle n,m > N.
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Da a, € ¢! eine Cauchy-Folge ist, existiert ein K € R mit |la,|1 < M, n € N. Sei I € N beliebig und
wahle m grof genug, so dass

l l

l
Z Z 6(j) — am(J H‘me Z ) = am ()| + llamll1

7j=1

!
<D b)) = am(G) + M < e+ M.
n=1
Also (by,) € (L.
Zu & > 0 wahle n € N mit ||a, — am||1 < €/2, m > n. Dann gilt fiir [ € N grof genug (abhéngig von n,
das aber jetz fest gewéhlt ist):

o oo
Z‘am(j)’§2|am(j)—an |+Z‘an ) <e, m>n.
J=l j=l

Sei nun [ € N noch grofer, damit auch ZJ °,16(j)| < e. Dann gilt

o0 -1
Z|b(])_am(1)|zz‘b(])_am ‘+Z|b — am(J)]
=1 =1
-1
<> 1b() — am(5)| + Z [b(7)] + Z ()] < Z 16(7) — am ()] + 2¢.
j=1 =l n=l

Da ap,(1),am(2),...,am(l —1) — b(1),b(2)...,b(l — 1), folgt [|b — am|[1 — 0 fir m — oo.

Bemerkung: Es gilt: /! C ¢, (1| -||1) und(co, || - ||oo) sind beide Banachriume, aber (¢!, || - [ls) is nicht
vollstandig.

1.5. SATz. Sei (X, ||-||) normierter Vektorraum. Dann ist X vollstédndig <= jede absolut konvergente Reihe
konvergiert, d.h. fiir alle z, € X mit 7, ||z, | < 400 existiert ein z € X mit limmaooHE;”:l Ty — iL‘H =0.

Beweis. “=": Da (2?21 xn)m eine Cauchyfolge ist, folgt die Behauptung.

“<" Sei (x,) C X eine Cauchyfolge. Zu &, := 2% wihle Ny € N mit ||z, — 2,,|| < 27F falls n,m > Ny.
Dann existiert es eine Teilfolge (2, ) mit ||z, ., — 2y, || < 27 fiir alle k € N. Sei yx := 2y, ,, — Tp,. Dann
> req llykll < +oo. Nach Voraussetzung existiert es y € X mit

m
o= >k = Iy = G = 2l 0l m o,
k=1

Eine Teilfolge von (z,) konvergiert und (x,) ist Cauchyfolge, also konvergiert auch (z,,). "

Elementare Konstruktionen — Summen und Quotienten

1.6. DEFINITION.
a) X und Y heifen isomorph, falls eine lineare Bijektion J : X — Y existiert.

b) Seien (X, - |]), (Y,]]| - |l|) isometrisch isomorphe normierte Vektorraume, d.h. es existiert ein linearer
(algebraischer) Isomorphismus J zwischen X und Y, welcher auch eine Isometrie ist: |||[Jz|| = ||z
Notation: X ~ Y.
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Bemerkung:

a) Seien X und Y isomterisch isomorph. Dann ist X vollstdndig genau dann, wenn Y vollstandig ist.

b) Es gilt (2, |- 1) = (R, | - [loc), aber (RY | - [[1) 2 (RY, | - o) fiir d > 3!

1.7. DEFINITION. Zwei Normen || -|| und ||| - ||| auf einem Vektorraum X heifsen dquivalent, falls ¢,C > 0
existieren mit
clz|| < Jl|lz]]] < Clz| fur alle z € X.

Bemerkung:
a) Seien || - || und ||| - ||| zwei Normen auf X. Dann sind dquivalent
(1) || - || und ||| - ||| sind dquivalente Normen
(ii) Eine Folge (z,,) C X konvergiert gegen = beziiglich || - || <= (x,) konvergiert gegen x beziiglich

-1

(iii) Eine Folge (z,,) C X ist Nullfolge beziiglich || - | <= (z,,) ist Nullfolge beziiglich ||| - ||

Beweis. (i) = (ii) = (iii) sind klar.

(iii) = (i): Annahme: es existiert kein C' > 0 mit |[|z||| < C||z|| fiir alle z € X, d.h. fiir alle n € N existiert

Ty € X mit |||zy]|| > nl|z,||. Sel y, = Dann konvergiert y, — 0, aber ||yy||| > 1: ein Widerspruch.

Tn
CE
Die Existenz von ¢ beweist man analog. [
b) Geometrische Bedeutung vom Definition 1.7:

freX i full <& C{reX: loll <1} C{we Xs ol < 1},

Topologische Bedeutung: die zwei Normen bestimmen dieselbe Topolo-
gie, d.h., die offenen Mengen sind die selben fiir beide Normen.

c) Auf X := C([0,1]) sind || - ||; und || - || nicht dquivalent.

Beweis. Sei f,,(z) = 2". Dann gilt

1
1
xn+ 1 1
/ " dx
0

T n+llo n+1

d.h limy, o0 || fn]l1 = 0, aber || fn]loo = 1. ]
d) Ist (|| - ||) vollstéindig und || - || mit ||| - ||| &quivalent, so ist (X, ||| - |||) auch vollstandig.
Beweis. UA. L]

e) Sei a > 0 und
[ flla = sup [f(®)le™" f e C([0,1]).
t€(0,1]

Auf C(]0,1]) sind || - oo und || - ||o dquivalent.

Beweis. UA. ]

Satz: Auf einem endlichdimensionalen Raum sind je zwei Normen dquivalent.
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Beweis. Betrachte eine Norm || - || auf K%, und sei ey, ..., eq die Standardbasis in K¢. Wir zeigen, dass || - ||
und || - ||2 dquivalent sind. Fiir 2 € R? gilt z = z1e1 + - - - + 24e4, und damit
[zl = llzrer + - - + zaeall < [lzrenll + - + lzaeall = |z1] - leal] + - - + [aal - [|eal]
C.S.-Ungl.

< (len® + -+ lleal) 2 (a1 + - + |zal*) V2 = M|z,

mit M := (er||> + - + [leq]|?)/2. D.h. ||z|| < M||z||2. Dies zeigt insbesondere, dass = +— ||z|| eine stetige
Funktion auf (dem euklidischen) K¢ ist. Die Einheitspire S C K¢ ist kompakt (siche Analysis I-I1.), und || - ||
ist eine stetige positive Funktion darauf. D.h. || - || hat ein positives Minimum m auf S. Sei z € K¢ beliebig,
, d.h. m|z|l2 < [z "

_x ; < |z
dann BB € S und damit m < H Tl

1.8. DEFINITION [Produktraum)].
Seien X,Y normierte Vektorrdume und 1 < p < oo. Dann definiert

1/p
(el + llglP) ™ 1 <p< o0
max{llz, [lyl}  p=oo.
eine Norm auf X x Y. Das Paar (X x Y, |(-,-)|p) wird mit X x Y bezeichnet.
P

1z, y)llp =

Bemerkung:
a) Die Normen ||(-, )]/, sind alle dquivalent auf X x Y.

b) Sind X, Y vollstindig, folgt die Vollstédndigkeit von X @& Y auch.
P

Beweis. UA. n

Beispiel:
a) (R - [lp) O R™ |- [lp) = R [lp).

b) €([0,1]) & C([0,1]) = C([0, 1], K?)

1.9. DEFINITION UND SATZ [Quotientenraum)].
a) Sei X normierter Vektorraum und A C X. Der Abstand von einem z € X zu A ist definiert durch
dist(z, A) :=inf{||lz — y| : y € A}.
Es gilt: dist(z, A) = 0 <= z € A.
b) Sei X normierter Vektorraum, £ C X abgeschlossener Unterraum. Betrachte den Quotientenraum X/E.
Sei  :=x + E € X/E. Dann definiert ||Z|| := dist(z, E) eine Norm auf X/FE.
Beweis. Die Funktion x +— ||Z|| ist wohldefiniert: Sei #; = Z9, also 1 = x2 + y mit y € E. Dann gilt
diSt(CCl, E) = diSt(CL‘Q, E)

Definitheit: ||2|| = 0 <= dist(z, E) =0 <=2 € E=E = % = 0.
Homogenitét: klar. Dreiecksungleichung;:

T, o o
&+ = inf o+ y+ 2l = int flaty+atal < int flatal+ly+
= inf Jlo+ 21l + inf lly+ 2] = 2]+ 3]



Beispiel: Es sei a < o < f < bund E := {f € C(la,b]) : f(s) = 0furallese [a,f]}. E ist ein
abgeschlossener Unterraum von C/([a, b]). Der Quotient C([a, b])/E ist isometrisch isomorph zu C([a, 3]).

Satz: Sei X Banachraum und E abgeschlossener Unterraum. Dann ist X/FE ein Banachraum.

Beweis. Sei 2, € X mit > >, ||Zn]| < +00. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen
lzn|l < ||Zn]|+27" fir allen € N. Also gilt > | ||ay|| < 400 und nach Voraussetzung existiert x = Y 7 | zp,.
Daher

m /T)’L\ m
Hi’—Zaﬁn :Hx—an SHx—Z:):n — 0 fir m — oo.
n=1 n=1 n=1
Die Behauptung folgt aus Satz 1.5. [

1.10. DEFINITION. Ein metrischer Raum X heifst separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge A
besitzt. Hierbei heifit A dicht in X, falls fiir alle € > 0 und alle x € X ein a € A existiert mit d(a,z) <.

Beispiel:

a) (R -,) ist separabel fiir 1 < p < oo.

b) X = C([0,1]) versehen mit | - ||o ist separabel.

c) Sei 1 < p < oo, dann ist P ist separabel, £*° ist nicht separabel.

Beweis. Approximationssatz von Weierstrafs: die Polynome sind dicht in C(]0,1]). Wéahle Polynome mit
rationalen Koeffizienten, um eine abzéhlbare Menge zu erhalten.b) Der Unterraum

coo = {xERN:xnzofﬁrnZN, fiireinN}
und somit auch QN N cgg sind dicht in P fiir 1 < p < co. Sei D = {x1,22,...,%,...,} in £ eine abzihlbare
Teilmenge. Wéhle y € £°°, so dass |yx| < 1 und |y — xx(k)| > 1. Dies zeigt, dass D nicht dicht sein kann. m
Satz: Ist X ein separabler metrischer Raum, so ist jede Teilmenge A C X auch separabel.

Beweis. Sei {x1,z2,...,2, ...} eine abzdhlbare dichte Teilmenge. Betrachte die abzdhlbare Familie von
Mengen B(zy,ry) fiir n,k € N wobei Q4 = {r1,r2,...}. Fiir jedes n,k € N wéhle y,, 1, € AN B(xy, 1), falls
diese Menge nicht leer ist. So ist {y,x : n,k € N} dicht in A. n

1.11. SATZ [Stone—WeierstraR]. Sei ) # K C R? kompakt. Betrachte die Banachalgebra C(K) sowie
eine Teilalgebra &/ C C(K), so dass

a) 1 € o/; 1 ist die Konstante 1-Funktion.

b) Fiir alle z,y € K = # y existiert f € o/ mit f(z) # f(y);

c) fe o = fec o (imFalle K = C).

Dann ist </ dicht in C(K).

Definition: Sei X ein normierter Vektorraum, welcher auch eine Algebra iiber K ist, d.h. es ist eine asso-
ziative Multiplikation zwischen den Elementen a,b € X definiert, so dass

a) a,be€ X, A€ K = (Aa)b = A(ab) = a()b)
b) a,b,ce X = (a+b)c =ac+be, c(a+b) =ca+cb

Ist [Jab|| < ||a||||b] fur alle a,b € X, dann heift X normierte Algebra. Ist ferner X vollsténdig, nennt man X
Banachalgebra.

Beispiel: Sei ) # K C R? kompakt. Dann ist X = C(K) mit iiblicher Multiplikation eine (kommutative)
Banachalgebra.



