PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I:
FUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN

BALINT FARKAS, MATTHIAS GEISSERT

INHALTSVERZEICHNIS

0. Einleitung 1
1. Einfithrung in die Problematik 1
1.1. Physikalische Motivation 1
1.2. Mathematische Problemstellung 2
2. Normierte Vektorrdume 6
2.1. Elementare Konstruktionen — Summen und Quotienten 12
3. Kompaktheit 14
3.1. Fixpunktsétze 17
4. Lineare Operatoren 19
5. Lineare Funktionale — Hahn—Banach Theorem 26
5.1.  Hausdorff Momentenproblem 26
6. Schwache Konvergenz 31
7. L, Réaume L. 37
8. L, Raume II. 42
9. Sobolev Rédume I. 48
10. Sobolev Rdume II. — Einbettungssétze 52
11.  Sobolev Rdume III. 58
12. Hilbertrdume 63
13. Elliptische Randwertprobleme 66
13.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet

Randbedingungen 67
13.2. Klassische Losungen sind auch schwache Lésungen 68
13.3. Existenz von schwachen Losungen 68
13.4. Regularitét der Losung 69
13.5. Riickkehr zur klassischen Losung 69
14. L?-Regularitiitstheorie 73
15. Hauptsiitze fiir lineare Operatoren 78
16. Spektrum und Resolvente 81
17. Spektrum kompakter Operatoren 86
18. Selbstadjungierte Operatoren 90
19. Fouriertransformation 95
Anhang A. Mafitheorie 102
Anhang B. Errata 103



PDG ILFUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN 1

0. EINLEITUNG

ToDO

Wir mochten uns recht herzlich bei allen Stundenten bedanken, die mitge-
holfen haben, dieses Skript zu erstellen. Insbesondere méchten wir uns bei
Tobias Hansel und Bettina Schieche fiir das Korrekturlesen des Skripts und
zahlreiche Verbesserungsvorschldge bedanken.

1. EINFUHRUNG IN DIE PROBLEMATIK

1.1. Physikalische Motivation. Betrachte einen Stab aus Metall mit ge-

gebener Temperaturverteilung. Nun wollen wir untersuchen wie die Wérme

geleitet wird.

Annahmen: Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1],
u(t, z) =Temperatur in z zum Zeitpunkt ¢.

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Warme
f:10,1] = R Wérmequelle
Energie in Segment [z1, x3]: E(xa,x1,t) = cp(xe — z1)u(t, z1)

Wirmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Wirme
durch Punkt x zum Zeit ¢

t — Q(t 0
QA 2’? tQ( 1,7) ~ —Koa—u(tl,m) Ko Thermale Konduktivitat
2— 1 T

Energieerhaltung:

cp(xe — 1) (u(te, z1) — u(ty, x1))
= (tQ — 751)(1‘2 — .’El)f(:El) — Ko(tz — tﬂ(%u(tl,xl) — %u(tl,xg)) .
Daraus folgt

’U,(tg,xl) — u(tl,xl) . f(a:l) n ﬁ %u(tl,xg) — a%u(tl,xl)

to — 1 cp cp T2 —T1

und damit

d _fl@) &
Eu(t,m) = + nwu(t,m),

wobei kK = Ic(_;? die thermische Diffusivitit (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

(1) 0= %u(t,x) = u(t,z) = v(x)0 = f(2)+Av(r) = Au(z) = - f(z).
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1.2. Mathematische Problemstellung. Es sei Q C R¢ offen und be-
schrankt.

Gegeben: stetige Funktion g auf dem Rand 92 von €.

Gesucht: stetige Funktion v : Q — R, in Q zweimal differenzierbar mit

{ Au(z) =YL Lou(z) = fo) Vz € Q

A

@) u(z) = g(z) Va € 0.

Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.

u stationdre Temperaturverteilung

Bemerkung 1.1. (a) A st ein linearer Operator A(u + v) = Au +
Av. Sei X := {h : h € C*(Q), hlog = 0}, Die Menge X bildet
einen Vektorraum. Finde Ldsung von Au = f wie fir Matrizen —
“Diagonalisierung”.

(b) Um die Wirmeleitungsgleichung (1) zu lésen definiere “u(t,x) =
eAtv'

Stationdres Problem:

Umformulierung in ein dquivalentes Problem, welches (funktional)analy-
tischer Behandlung zugénglich ist. Einfachheitshalber sei n = 1 und 2 =
[a, b].

Sei u eine Losung von (2) und ¢ € C§() = {¢ € C'(Q), g an = 0}.

0= / (f - u")p da = / (fo+ ') dz — (' p)(b) — (u'g)(a)

n'g

Q Q =0

Die Gleichung

(SF) / (W + fo)de=0 VoeCL@)
Q

nennt man die schwache Formulierung des (2).

Umgekehrt: sei u € C%(Q) Losung der schwachen Formulierung:

/(f—Au)wdx:O

Q
= Au= fin Q.
Lemma 1.2. Firu € C?(Q) ist (2) dquivalent zu (SF).

Wie erhalte ich die Losung?
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Seien u,v € CY(Q). Definiere

a(u,v) = /u'v' dz
Q
) :Q/fudx

J(u) == a(u,u) + b(u) “Energiefunktional”
Setze M := {u € C*(Q) : uaq = g}
Lemma 1.3. u € M list (SF) <= u Minimalstelle des Funktionals j :
M — R ist.

Proof. “=": Sei u € M schwache Lésung von (2). Daher a(u, ) +b(¢) =0
fiir alle ¢ € C¢(Q). Sei v € M und setze ¢ := v — u.
J(v) = 5a(u+ @, u+¢) +b(u+¢)
= ga(u,u) + za(p, ) + a(u, @) + b(u) + b(y)
§(u) + 3ale, ) +alu, ) + ble) > j(u).
>0 =0

“<”: Sei v Minimalstelle von j : M — R. Fiir alle ¢ € C3(Q), ¢ € R gilt
u+ep € M. So folgt

jlutep) > j(u) furallee e R.
Daher

d .
0= E](u—i—ego)‘ezo

d 2
= 220w u) +ealu, @) + Falp, ¢) + b(u) +b() ]| =0
(u; ) +b(g)-
U
Man nennt 0 = L j(u + £p) e=0 = a(u, ) + b(y) die Variationsgleichung
von j.

Wie zeigt man, dass das Energiefunktional j : M — R ein Minimalstelle
hat?
Historie: Riemann (1851): Existenz ist evident.

Weierstrafl (1869): Beispiel von Minimumproblem ohne Losung
vernichtende Kritik

— Suche nach alternative Methoden

(Integralgleichungen, Methoden von Poincare usw.)

Hilbert (1900): “rettet” das in Grundidee so einfache Dirichlet-
sche Prinzip
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Existenz einer Minimumstelle?

Sei M C R j: M — R, j nimmt Zum Beispiel ist (iii’) erfiillt, wenn
Infimum an, falls
(i) j stetig
(ii) M abgeschlossen '}
i)

(iii”) j(z) > c1|x|P —x9, z € R

kompakt
durch

(iii) M beschrankt
ersetze obige Bedingung (i
(iii") lim j(z) = +oo.

z|—00

Wir versuchen nun die Bedingungen (i), (ii), (iii”) auf (2) zu iibertragen.
C1(Q) ist ein Funktionraum (Vektorraum).

Problem 1.4. Finde Norm || - || beziiglich derer (i), (ii), und (iii”) gilt,
dh. || -] : CHQ) — Ry mit

(@) [+ 0] < u + o] w.v € C'(@)
() lloull = |l ull, w € CL@), a € R
(¢) llul =0 < u=0

1. Versuch: C1-Norm

[uller == sup [u(z)[ + sup [u'(2)]
z€) €N

Dann ist M abgeschlossen in C'(Q), j ist stetig beziiglich || - |1 = i) und
ii).
Aber iii”) ist unmdglich! Eine iii”) erfiillende Norm miisste Energiefunktional

“Ghnlich” sein. Betrachte zum Beispiel [a, b] = [0, 1] und eine differenzierbare
Funktion 0 < f, max|f(z)| = 1, welche auf [1/2,4+00) verschwindet. Defi-

niere uy,(x) := ¢, f(nz)/n, wobei ¢, eine Konstante ist, so dass fol lul|? = 1.
Dann ¢, — oo und max |u,| < K, max |u),| = ¢, max |f'| — co.

2. Versuch: (Sei jetzt einfachheitshalber g = 0.) Integralnorm

1/2
ul| = (/u2 dx+/|u’|2dx> /
Q

Q
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Jetzt kann man j(u) abschétzen

u’2d:c—|—/fudx2%/u/2dx—/|fu|dx
Q Q Q

Q
Z%/U/Qdm—e/u?dx—é/ﬂdx.
Q

Q Q

i) = 3

Ferner gilt

/ lul? dz < C/ |u/|? dz,
Q Q

denn
b b
ut) —u(@) = [ "5 )| < [ ]
b b
— @< ([ W) <=0 [1uF
b b
:>/|u(a:)]2d:c§ (b—a)Q(/ |u’|)2
Also

j(u) > Cllull® &,

d.h. es gilt iii”).

Aber: C'(Q) versehen mit Integralnorm ist nicht vollstéindig! Vollstéindig-
keit ist aber unverzichtbar!

Ausweg: Ubergang zu “groBerem” Funktionraum: Vervollstindigung von
C1(Q) beziiglich || - ||.

— Sobolev Riume.

Dann lésst sich (2) 16sen.



PDG ILFUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN

Stichwoérter

Unendlichdimensionale Vektorrdume
Kompaktheit

Stetigkeit

Lineare Operatoren
“Diagonalisierung”

2. NORMIERTE VEKTORRAUME
Im folgenden sei stets K = R oder K = C.

Definition 2.1. Sei X ein Vektorraum dber K.
(a) Eine Abbildung p: X — R heiffit Halbnorm auf X falls
[(N1)]

(i) p(z+y) < p(x)+p(y) fir x,y € X (Dreiecksungleichung)
(i1) p(az) = |a|p(z) fir x € X, a € K (Homogenitit)

gelten.
(b) Eine Halbnorm || - || — R heifst Norm auf X, falls zusditzlich
[(N1)]
(i) ||z|| = 0 = x = 0 (Definitheit)
gilt.
Beispiel 2.2. R? ist ein Vektorraum dber R, x = (x1,...,24)

d

el o= (3 fe?)

=1
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(N3) und (N2) sind klar. Zum Beweis von (N1) betrachte die Funktion

d d d d

p(A) = Z(nvZ — )\yi)Q = Zmz — QAinyi + A2 ny

i=1 i=1 i=1 i=1
Dann ist p > 0 eine Polynom zweiten Grades. Daher kann es die x-Achse
in héchstens einem Punkt beriihren, d.h. die Diskriminante (b* — 4ac) ist
negativ oder 0:

d d

d d
2 2
(221'1‘%) —4) 2P i < (22%‘%‘) <0
=1 i=1 =1 i=1
d d d
1/2 1/2
— S e < (Ya) (X w) T = lallalll
=1 ] =1

=1 1=
Die letzte Ungleichung heifft Cauchy—Bunyakovsky—Schwartzsche Unglei-
chung. Ferner gilt
d d d
S iyl <l il + ) i+ il

i=1 =1 i=1

: 2 & 2\ /2 & 2 & 2\ /2
:<Z\$i+yz‘\ Z\%" > + (Z\%‘erz" Z\yz‘\ >
=1 =1 =1 =1

d N\ 1/2
(3l + l?) (el + o).
=1

also folgt die Dreiecksungleichung.

Bemerkung 2.3.  (a) Seip Halbnorm auf X. Dann gelten
(i) p(x) >0 fir alle v € X und p(0) = 0.
(i) |p(x) = py)| < p(x —y) fir alle v,y € X.
(b) Sei ||-|| Norm auf X. Dann definiert d(z,y) := ||z —y| (x,y € X)
eine Metrik auf X.

Bemerkung 2.4 (Eigenschaften normierter Rdume). Sei X ein normierter
Raum. Dann gilt:
(@) [zl = llyll| < llz—yl, 2.y € X
(b) (z0), (Yyn) C X mit xy > T, Yo =y = Tp+Yp > +Y
(c) (xzn) C X, (o) CK mit x,y — x, yy > @ = apTy, — ax
(d) (xn) C X mit z, — x = ||z,] — ||z
Definition 2.5.
(a) Sei X ein Vektorraum iber K und ||-|| eine Norm auf X. Dann heifst
das Paar (X, || - ||) normierter Raum.
(b) Sei (X, |||l) ein normierter Raum (oder (X,d) ein metrischer Raum,).
Eine Folge (x,) C X heifit Cauchyfolge, falls fiir alle € > 0 es ein
N € N existiert, so dass |xn, — x| < e (oder d(zy,xm) <€) gilt fir
alle n,m > N.
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(c) Eine Folge (x,) C X heifst konvergent gegen z, falls ||x — x,|| — 0
(oder d(z,z,) — 0).

(d) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert heifit,
vollstéindig. Ein vollstédndiger normierter Raum heifit Banachraum.

Bemerkung 2.6. (a) Sei (X,|| -||) ein Banachraum und E C X ein
Unterraum. Der Raum FE ist vollstindig genau dann wenn E abge-
schlossen ist.

(b) Eine Cauchyfolge ist immer beschrdnkt.
(¢) FEine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge besitzt ist konver-
gent.

Beispiel 2.7. (a) R? versehen mit

d d 1/2
el =3, el = (o lesf?) ™ oder oo = ma o
1= 1=

ist ein Banachraum.
(b) Ridume beschrinkter Folgen
£°°: Raum aller beschrinkten Folgen:

(> :={z e KN : sup|z,| < +oo}.
neN

c: Raum aller konvergenten Folgen:
c:={z e K" : x, ist konvergent},
co: Raum aller Nullfolgen:
co:={zek": z, -0}

Dann gilt co C ¢ C €. Versehen mit ||x||oc = sup, ey |Zn| sind alle
Banachriume.

(c¢) Riume stetiger Funktionen
Sei ) # K eine kompakte Menge in R®. Betrachte

C(K):={f: K — K stetig} wobei | f|oo := sup |f(x)].
zeK

Dann ist (C(K),| - |ls) €in Banachraum. Wir definieren C(K,K%),
den Raum von K*-wertigen, stetigen Funktionen.

(d) Rdume beschrinkter/stetiger Funktionen Sei () # Q C R? eine
beliebige Borelmenge. Betrachte die folgende Vektorrdume

F,(Q : Q — K beschrdankt},

) =A{f
My(Q2) :=={f : Q — K beschrinkt und Borel messbar},
Cy(Q) :={f : Q@ — K beschrinkt und stetig},
BUC(Q2) :=A{f : Q — K beschrinkt und gleichmdfsig stetig},
Co(Q) :={f : Q — K stetig und supp f ist kompakt}.



(¢)

(f)

Proof.
(b)
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Es gilt C.(Q) C BUC(Q2) C Cy(R2) C My(R2) C Fp(Q2). Versehen mit
der Supremumsnorm

[1flloo := sup | f ()],
z€Q

sind BUC(Q), Cy(2), Mp(Q2) und Fp(Q2) Banachriume. C.(Q) ist
vollstindig bzgl. || - ||cc genau dann wenn @ kompakt ist. Die Ver-
vollstindigung (Abschluss) von Cc(€2) wird mit Cy(S2) bezeichnet und
ist natirlich in BUC(Q2) enthalten.

Holomorphe Funktionen

Sei ) £ Q C C offen und betrachte den Raum

H>(Q) :={f : Q@ — C beschrinkt und holomorph}.

Versehen mit der Supremumsnorm ist H*°(Q) ein Banachraum, denn
er ist ein abgeschlossener Unterraum von Cp(2).

Summierbare Folgen

Sei 1 < p < 00. Betrachte den Raum

P = {(an) . (an) € KN, i lan, [P < —|—oo},
n=1

und die Norm ||(ay)|p == (i |an|p) 1/p.

n=1

Dann ist (€°,] - ||,) ein Banachraum.

(a) UA.
Der Fall £ ist ein UA.

Die Vektorrdume ¢ und ¢y sind abgeschlossen in £°°. Wir zeigen
nur den Fall cg. Sei (a,)* € cg, so dass (a,)* — (by) € £ fiir k — oo.
Zu ¢ > 0 existiert ein ng € N mit

[bal < (b — ag| + lag] < [[(bn) = (an)* |0 + laf]
<e+la*|, n>ny, keN.

Fiir festes n > ng und hinreichend grofies k € N gilt |a¥| < . Also
|br| < 2¢ fiir n > ny.

Klar: || - || ist eine Norm.

Beh.: (C(K),| - |loo) ist vollsténdig.

Sei (fn) € C(K) eine Cauchyfolge. Da | fn(x) = fim ()| < [[fn = fmlloo,
ist (fn(x)) € K eine Cauchyfolge, und daher ist die Folge (f,(x))
konvergent. Bezeichne den Limes mit g(x).

Beh.: g € C(K) und || fr, — glloc — 0.

Sei € > 0. Dann existiert N € N so, dass fiir alle n,m € N und
fir alle x € K |fo(x) — fm(z)| < e. Lasse nun n — oo, und so

lg(z) — fm(z)| < e fiir alle x € K und n > N. Dies zeigt f, I g, und

daher muss auch g stetig auf K sein, denn der gleichméfige Limes
stetiger Funktionen ist stetig.
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(d) ohne Beweis.

(e) siehe Funktionentheorie.

(f) Beweis im Falle p = 1 (der Fall p # 1 ist eine UA):
Beh.: || - ||; ist eine Norm.
Es gilt:

[(an) + (bn)llr < Z |an + bn| < Z |an| + Z |bn |
n=1 n=1 n=1

= [I(an) [l + 1) }1-

Die anderen Eigenschaften einer Norm sind auch klar.

Beh.: (7, || - ||,) ist vollsténdig.

Sei (a,)* C ¢! eine Cauchyfolge. Es gilt |a* —a™| < ||(an)* — (an)™ |1,
d.h. (a¥) € K ist eine Cauchyfolge in K fiir jedes n € N. Daher ist sie
auch konvergent: a® — b, fiir K — co. Sei ¢ > 0 und N € N so, dass

o
[(an)® = (an)™lh =) laf —ap| <e  fiir alle k,m > N.
n=1

Da (ay) eine CF ist, existiert ein K € R mit [|(a,)|1 < K, n € N.
Sei | € N beliebig und wahle m grof§ genug, so dass

l l l l
S olbal < lbn —al+ > lap | <> (b — ay| + [[(an)
n=1 n=1 n=1 n=1

l
<Y p—al|+ K <e+ K.

n=1

Also (b,) € %
Zu e > 0 wahle k € N mit [|(an) — (ar)|1 <¢€/2, n > k. Dann gilt
fiir [ € N grof} genug (abhéngig von k)

oo oo oo
Sl <Y lak —ap|+> laf| <e, m>k.
n=l n=l n=l

Sei nun ! € N noch gréfer, damit auch >~>°, |b,| < e. Dann gilt
00 -1 00
Z’bn—a?‘ =Z\bn—am+2\bn—a?!
n=1 n=1 n=l
-1 9] 9]
< lbn —ap |+ lbal + > lap]
n=1 n=l n=l

-1
< Z|bn —apy'| + 2e.
n=1

Da al,a3",...,a"; — bi,by... b folgt ||(bn) — (an)™|1 — O fiir
m — 0.
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U
Definition 2.8. Zwei Normen || - || und ||| - ||| auf einem Vektorraum X
heiffen dquivalent, falls ¢, C' > 0 existieren mit
el < llell < Clell - for ait v € X,
Bemerkung 2.9.
(a) Seien || - || und ||| - ||| zwei Normen auf X. Dann sind dquivalent
(i) || - |l und ||| - ||| sind dquivalent
(ii) Eine Folge (x,) C X konvergiert gegen x beziiglich || - | <

() konvergiert gegen x beziglich ||| - |||
(i1i) Eine Folge (z,,) C X ist Nullfolge beziiglich || - || <= (x,,) ist
Nullfolge beziiglich ||| - |||
(b) Geometrische Bedeutung vom Definition 2.8:

freX: ol <3} Cloex: |2l <1} C{reX: o <1}

Topologische Bedeutung: die zwei Normen bestimmen dieselbe Topo-
logre.

(c) Auf X := C([0,1]) sind || - |1 und || - ||co nicht dquivalent.

(d) Sei o> 0 und

[flla = sup [f(t)le™*" feC([0,1]).
t€0,1]
Auf C((0,1]) sind || - ||oo und || - ||o dquivalent.
Proof. (a) (i) = (ii) = (iii) sind klar.

(iii) = (i): Annahme: es existiert kein C' > 0 mit |||z]|| < C||z|| fir
alle z € X, d.h. fiir alle n € N existiert a,, € X mit |||x,]|] > n|z,]|.

Sei y, = m Dann konvergiert y, — 0, aber |||y,|| > 1: ein
Widerspruch. Die Existenz von ¢ beweist man analog.
(b) Klar.

(c) Sei fn(z) = z™. Dann gilt
1

n+1 1
/l“"dx:x |(1]: )
n+1

0

d.h limy, o || full1 = 0, aber || fnlloo = 1.
(d) Klar.

O

Satz 2.10. Auf einem endlichdimensionalen Raum sind je zwei Normen
dquivalent.

Proof. Ohne Beweis. O

Satz 2.11. Sei (X,|| - ||) normierter Vektorraum. Dann ist X wvollstindig
<= jede absolut konvergente Reihe konvergiert, d.h. fir alle (z,) C X mit
Soody l|lznll < +oo ezistiert ein @ € X mit limy, oo ||>omey 2 — x| = 0.
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Proof. “=": Da (Z?:l xn)m eine Cauchyfolge ist, folgt die Behauptung.

“<": Sei (z,) € X eine Cauchyfolge. Zu &, := 27% wihle N € N mit
|zn — 2| < 27F falls n,m > Nj. Dann existiert es eine Teilfolge (z,,)
mit [|zn,,, — @n, | < 27F fiir alle & € N. Sei y, := xy,,, — @p,. Dann
Y peq llykll < +o00. Nach Voraussetzung existiert es y € X mit

m
Hy_zyk‘u = ||y_(xnm+1 _-’Enl)H — 0 alsm— oco.
k=1

Eine Teilfolge von (z,) konvergiert und (x,,) ist Cauchy Folge, also konver-
giert auch (x,,). O

2.1. Elementare Konstruktionen — Summen und Quotienten.

Definition und Satz 2.12.

(a) Seien (X,| - |), (Y,]|| - |ll) isometrisch isomorphe normierte Vek-
torrdaume, d.h. es existiert ein linearer (algebraischer) Isomorphismus
J zwischen X und Y, welcher auch eine Isometrie ist: |||Jz|| = ||z]|.
Dann ist X vollstindig genau wenn Y wvollstindig ist.

(b) Seien X,Y normierte Vektorrdiume und 1 < p < co. Dann definiert

1/p
(et + i) ™ 1< p <00
max{|lall, [y} p=oo.

1z Y)llp =

eine Norm auf X x Y. Das Paar (X x Y, |(-,-)|lp) wird mit X &Y
P

bezeichnet.
(i) Die Normen ||(-,-)|l, sind alle dquivalent auf X x Y.
(it) Sind X, Y wollstindig, folgt die Vollstindigkeit von X @&, Y
auch.
(c) Sei X normierter Vektorraum und A C X. Der Abstand von einem
x € X zu A ist definiert durch

dist(z, A) :== inf{||lz — y| : y € A}.

dist(z,4) =0 <= v € A

(d) Sei X normierter Vektorraum, E C X abgeschlossener Unterraum.
Sei & :=x+ E € X/E. Dann definiert ||z| := dist(z, E) eine Norm
auf X/E.

Proof. (a), (b) UA.
(d) Wohldefiniert: Sei #; = &9, also 1 = x9 + y mit y € E. Dann gilt
dist(x1, F) = dist(z2, E).
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Definitheit: ||£|| = 0 <= dist(z, E) =0 <=z € E=F = % = 0.
Homogenitét: klar. Dreiecksungleichung:
12+ 9]l = inf [lo +y+ 2= inf [lo+y+2+ 2]
zeE 21,22€F

< inf |z + 21| + |ly + 22]]

21,226 F
= inf |lz+ z1([ + inf [ly + 2of = [|Z[| + [|]].
zn€el z€E

Beispiel 2.13.
(a) R || - Ilp) O R™ - llp) = (R - 1)
(¢) C([0,1]) @ €([0,1)) = C([0,1], K?)
(c) Es seia<a<f<bund
E:={fe€C(a,b]): f(s) =0 fir alle s € [, 3]}

E st ein abgeschlossener Unterraum von C([a,b]). Der Quotient
C(la,b))/E ist isometrisch isomorph zu C([c, 3]).

Satz 2.14. Sei X Banachraum und E abgeschlossener Unterraum. Dann
ist X/E ein Banachraum.

Proof. Sei x, € X mit > >, ||#,] < +oo. Ohne Einschréinkung der Allge-
meinheit kénnen wir annehmen ||z, || < ||&,|| + 27" fiir alle n € N. Also gilt
Y2y |lzn]] < 400 und nach Voraussetzung existiert = » 2 | x,,. Daher

n=1
—_—
m m m
‘i—g Tn, :Hx—g Tn, ng—E Tn,
1

n= n= n=1

Die Behauptung folgt aus Satz 2.11. U

— 0 fir m — oo.

Definition 2.15. FEin metrischer Raum X heifst separabel, wenn er eine
abzihlbare dichte Teilmenge A besitzt. Hierbei heifit A dicht in X, falls fir
alle e > 0 und alle x € X ein a € A existiert mit d(a,x) < e.

Satz 2.16. Ist X separabel, dann ist jede Teilmenge A C X auch separabel.

Beispiel 2.17.

(a) X = C([0,1]) ist separabel.

(b) Seil <p < oo, dann ist ¢P ist separabel. £>° ist nicht separabel.
Proof.

(a) Approximationssatz von Weierstrafl: Polynome sind dicht in C([0, 1]).
Wiéhle Polynome mit rationellen Koeffizienten um eine abzéhlbare

Menge zu erhalten.
(b) UA.
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Definition 2.18. Sei X ein normierter Vektorraum, welcher auch eine Al-
gebra auf K ist, d.h. es ist eine assoziative Multiplikation zwischen den Ele-
menten a,b € X definiert, so dass

[(a)]

(a) a,b e X, A€ K = (Aa)b = A(ab) = a(\b)

(b) a,b,c € X = (a+b)c=ac+bc, c(a+b)=ca+cb
Ist ||ab|| < |la||||b]| fiir alle a,b € X, dann heifit dann X normierter Algebra.
Ist ferner X wollstindig, nennt man X Banachalgebra.

Beispiel 2.19. Sei () # K C R? kompakt. Dann ist X = C(K) mit iblicher
Multiplikation eine (kommutative) Banachalgebra.

Satz 2.20 (Stone-WeierstraBl). Sei ) # K C R? kompakt. Betrachte die
Banachalgebra C(K) sowie eine Teilalgebra o/ C C(K), so dass

(a) 1 € o;
(b) Fir alle x,y € K x #y = emistiert f € o mit f(z) # f(y);
(c) f€ o = fe (imFalle K=C).

Dann ist o7 dicht in C(K).

3. KOMPAKTHEIT

Definition 3.1. Sei X ein metrischer Raum.
[a)]
(a) Bine Menge K C X heifit kompakt, falls man fiir jede offene Uberde-
ckung (Ua)acr, K C Uqyer Ua eine endliche Teiliiberdeckung findet,
d.h. es existiert eine endliche Menge J C I mit K C UaeJ U,.
(b) Ist der Abschluss K kompakt, dann heifit K relativ kompakt.
(c) Besitzt jede Folge (x,,) C K eine konvergente Teilfolge mit Limes in
K, dann heifst K folgenkompakt.

Lemma 3.2. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und X D Fy D
Fy D .- D F, D --- abgeschlossene Teilmengen. Dann gilt (\,—, F, # 0.
Konvergiert diam F,, := sup{d(z,y) : =,y € F,,} gegen 0, dann enthdlt der
Durchschnitt nur einen Punkt.

Proof. Wihle x,, € F,,. Dann besitzt (z,) C X eine konvergente Teilfolge
(@, ) mit limg_,oo zp, =  fiir ein 2 € X.

Beh.:z € F,,neN

Sei n € N. Dann gilt z,, € F, fiir np > n. Da F,, abgeschlossen ist, gilt
x € F,.

Der Zusatz ist klar. O

Satz 3.3. Ein folgenkompakter metrischer Raum (X, d) ist immer separabel.
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Proof. Fiir jedes k € N definieren wir rekursiv eine endliche Folge. Ange-
nommen z¥ (i < n) ist bestimmt, dann betrachte die Menge

n

B:=|J B(af,1/2%).

i=1
Falls B = X, wir setzen ni := n, und die Rekursion ist beendet. Wére
B C X, wihle 2%, € X \ B. Wir behaupten, dass die Rekursion immer
in endlich vielen Schritten endet. Wéire dies nicht so, dann wiére (fﬁf)keN
eine (unendliche) Folge, welche keine konvergente Teilfolge besitzen wiirde
(denn d(zf, ¥ ;) > 1/2%) : ein Widerspruch. Fiir jedes k € N betrachte
die endliche Uberdeckung X = (JI*, B(x¥,1/2%). Die abziihlbare Menge
{x¥ . 1 <i <y, k€ N}ist dicht in X. Denn sei z € X und ¢ > 0 beliebig.
Sei k so groB, dass 1/2% < e. Dann existiert ein 2% mit a € B(z¥,1/2*), also
folgt die Behauptung. O

Satz 3.4. Sei X ein metrischer Raum. Dann sind die Begriffe folgenkompakt
und kompakt dquivalent.

Proof. Sei K C X folgenkompakt, (Uy)acs eine offene Uberdeckung, und
setze U := (J,c; Ua - Erstmal zeigen wir die Existenz einer abzéhlbaren
Teiliiberdeckung. Sei A C K eine abzihlbare, dichte Menge in K. Betrachte
die Menge

J={(z,r): x€ A, reQ4, B(x,r) CU, fur ein o € I},

welche immer noch abzihlbar ist. Fiir (z,r) € J wihle eine Menge Uy, )
mit B(z,7) C Uy(zr)-

Beh.: K C U(x,r)e] Ua(:r,r)-

Sei y € K, dann gilt y € U, fiir ein a € I, also existiert r > 0, 7 € Q mit
B(y,r) C U,. Wegen der Dichtheit gibt es x € A mit = € B(y,r/4), und so
gilt y € B(z,7/2) C B(y,r) C Uy Dies zeigt y € Uy(z,r/2)-

Wir kénnen jetzt annehmen, dass I = N. Nehmen wir an, dass keine endliche
Teilitberdeckung existiert. Das heifit fiir jedes n € N existiert =, € K \
U1 Us. Nach Voraussetzung hat (z,,) eine konvergente Teilfolge (x},), 2], —
xz € K. Aber dann kann z nicht in |J;- | Uy liegen: ein Widerspruch.

Umgekehrt: Sei K kompakt und (z,) C K eine Folge. Fiir jedes y € K be-
trachte die Kugel B(y, 1), so ist [J,cx B(y, 1) eine offene Uberdeckung. Nach

Voraussetzung existiert eine endliche Teiliiberdeckung K C Ui-c:l B(y;, 1).
Dann sind fiir ein 1 < i < k unendlich viele z} in B(y;, 1), setze y' := y;.
Betrachte nun diese Teilfolge und wiederhole die ganze Prozedur rekursiv
mit B(y,1/2™) um eine Teilfolge () sowie y™ € K zu erhalten (m € N).

n

Dann ist (z]) eine Teilfolge von (z,,). Betrachte F,, := ()L, B(y*, 1/2F).
Fiir F, gelten die Bedingungen von Lemma 3.2, also (,,cy Fin = {2} Es
ist leicht z]" — x zu zeigen.

O
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Satz 3.5. Sei K C R?. K ist kompakt genau dann, wenn K beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Proof. Sei K kompakt und K 3 z,, — z. Es ist # € K zu zeigen. Da K
folgenkompakt ist, hat (z,) eine konvergente Teilfolge z,, — y € K aber
dann muss y = z sein. Also gilt x € K. Wire K unbeschrankt, existiert fiir
jedes n € N ein z,, € K mit |z,| > n, also wiirde (x,) keine konvergente
Teilfolge besitzen, ein Widerspruch.

Umgekehrt: Sei K beschrinkt und abgeschlossen. Sei (z,) € K eine Folge.
Dann sind die Koordinatenfolgen (z%) € R (i = 1,...,d) auch beschrinkt.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf findet man eine Teilfolge (xy, ) so,
dass z}, — 2, falls k — oo (i = 1,...,d). Dass heift aber auch z,, — z,
und wegen der Abgeschlossenheit gilt z € K. O

Satz 3.6. Sei K C X, wobei X ein normierter Vektorraum ist. Ist K kom-
pakt, so auch beschrdinkt und abgeschlossen.

Proof. Siehe Beweis von Satz 3.5. U

Lemma 3.7 (Rieszsches Lemma). Sei X ein normierter Vektorraum und
Y ein abgeschlossener Unterraum, Y # X. Ferner sei 0 < § < 1. Dann
existiert ein x5 € X mit ||zs]| =1 und

les —yll >1—-6 fir alley €Y.

Proof. Sei x ¢ Y und setze d := dist(x,Y). Dann d > 0, denn Y ist ab-
geschlossen. Es gilt natiirlich d < d/(1 — ¢), also existiert ys € Y mit
|z —ys|| < d/(1 —6). Nun setze x5 := (z — ys)/||z — ys||. Dann ||zs]| = 1,
und fiir alle y € Y gilt

|lzs —yll = ‘ ||x_zy5|| - ||wg(;5|| - ?/H = m lz — (ys + ll= — ysly)ll

d 16 g_1_
2 ool > 77 d=1-0.

Korollar 3.8. Sei X ein normierter Vektorraum. Aquivalent sind:
[1)]
(a) dim X < oo
(b) Bx(0,1) ist kompakt
(c) Jede beschrinkte Folge (x,) C X besitzt eine konvergente Teilfolge.
Proof. 1) = ii): Trivial.
ii) = iii): Siehe Satz 3.4.
iii) = i): Folgt aus Rieszschem Lemma. O

Deswegen ist es interessant Charakterisierungen der Kompaktheit in ver-
schiedenen Rdumen zu untersuchen.
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Theorem 3.9 (Arzela—Ascoli). Sei (K,d) ein nicht leerer, kompakter me-
trischer Raum. Eine Menge F C C(K) ist kompakt in C(K) genau dann,
wenn Ste

(a) abgeschlossen,

(b) beschrdinkt und

(¢) gleichmdflig gleichgradig stetig ist, d.h. fir jedes € > 0 existiert ein
0 > 0 mit: Fir alle z,y € K mit d(z,y) < 0 gilt |f(z) — f(y)| < e
fir alle f € F.

Proof. Notwendigkeit: (a) und (b) folgen aus Satz 3.6.

Sei e >0 und |J rer B (f,€) eine offene Uberdeckung. Wegen der Kompakt-
heit erhalten wir f1, fa,..., fn, mit F C |J;_, B(fi,¢). Da K kompakt ist,
sind f;, i = 1,...,n gleichméfig gleichgradig stetig, d.h.,

30 >0:|fi(z) — fily)| <e, i=1,...,n, dz,y) <.
Nun sei f € F beliebig. Dann ist f € B(f;,¢) fiir ein 1 < i < n, und
[f(@) = fW)| < |f(x) = fla)| + | fi(z) = fily)| + 1 fily) = f(y)] < 3e.

Die Bedingung ist hinreichend: Wir zeigen nun, dass F folgenkompakt ist.
Sei {x,, : n € N} eine dichte Teilmenge in K und (f,) C F eine beliebige Fol-
ge. Da F beschrinkt ist, existiert (f1) C (f,) so, dass (f}(x1)) konvergiert.
Wiihle aus dieser Folge (f2) C (f!) so, dass (f2(x2)) konvergiert, u.s.w..
Setze gp, := f. Dann ist (g,,) eine Teilfolge von f, und g, (zx) konvergiert
fiir jedes k € N.

Beh.: (g) ist eine Cauchyfolge

Zu € > 0 wihle 6 > 0 nach (c). Dann existieren z;,, k = 1,...,n mit K C
Ur_,B(z;,,0). Fir € K existiert daher k € {1,...,n} mit d(z;,z) < 0.
Da (gm(z;,)) eine Cauchyfolge fiir £ = 1,...,n ist, existiert ein ng € N,
unabhéngig von x, so dass fiir m,n > ng

|9m (@) = gn (2)] < |gm (%) = g (20)] +19m (2i) = gn (22) |+ |gn (2i) — gn (2)] < 3e,
d.h (g,,) ist eine Cauchyfolge in C'(K). Wegen der Vollstiandigkeit existiert
ein g € C(K) mit lim, .~ g, = g, d.h F ist folgenkompakt. O

3.1. Fixpunktsitze.

Satz 3.10 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und T : X — X eine strikte Kontraktion, d.h. es existiert ein
0 <gq<1so, dass d(Tx,Ty) < qd(x,y) fir alle x,y € X. Dann besitzt T
etnen eindeutigen Fixpunkt.

Proof. Beh.: Es existiert ein Fixpunkt.
Es gilt:

d(z,y) < d(z,Tz) + d(Tz,Ty) + d(Ty,y)
x, T

<d
<d(x,Tx) + qd(z,y) +d(Ty,y), =,y€cX.
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Damit folgt d(z,y) < 1/(1 — q)(d(z,Tz) + d(y,Ty)), x,y € X. Setze nun
Ty = T"x fir ein x € X. Zu ¢ > 0 wihle ng € N so, dass ¢"/(1 — ¢) <
e/2d(x,Tx). Dann gilt:

1

T—¢ (d(zn,; Tns1) + d(Tm; Tma1))

1
< T4 (¢"d(x,Tx) + q"d(x,Tx)) <&, mn,m > ng,
—q

d.h. (z,) ist eine Cauchyfolge. Da X vollsténdig ist, existiert T € X mit

IN

d(xp, Tm)

d(T, x,) "= 0. AuBerdem gilt nach Definition von (z,,)
d(z,Tz) = lim d(z,,T7) = lim d(Tz,,T7) < q lim d(z,,z) =0.
n—oo n—oo n—oo
Beh.: Der Fixpunkt ist eindeutig.
Sei z,y € X mit Tx = x und Ty = y. Dann folgt:
d(z,y) = d(Tz,Ty) < qd(,y),
d.h. d(z,y) = 0. O
Satz 3.11 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Betrachte die Kugel
B:=B(0,1) C R4
und eine stetige Funktion F : B — B. Dann besitzt F einen Fizpunkt.
Proof. Elementar, aber lang. O

Lemma 3.12. Sei K C R? eine kompakte konvexe Menge. Dann gibt es
eine stetige Punktion R : RY — K mit R(x) = firx € K.

Proof. Fiir jedes o € RY, existiert ein eindeutig bestimmtes Element yo € K
mit ||zg — yoll2 = dist(zg, K). Damit definieren wir die Abbildung
R:RY— K, R(zo) := yo.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von R. Sei x,, — x. Da R(z,,) in der kompakten
Menge K liegt, existiert eine Teilfolge (R(zy,)) mit R(zy, ) g y. Es gilt
|z —y|| = lim ||z, — R(zy,)| = lim dist(z,,, K) = dist(z, K),

k—oo k—o0

d.h. R(z) =y. O

Lemma 3.13. Sei ) # K eine kompakte konvere Menge in einem endlich-
dimensionalen normierten Raum, und sei F': K — K stetig. Dann besitzt
F einen Fizpunkt.

Proof. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen wir X € R% anneh-
men. Dann liegt K in einer Kugel B(0,7). Sei R die Funktion aus Lemma
3.12. Betrachte G := Fo R, und wende auf G den Brouwersche Fixpunktsatz
an. Sei x der Fixpunkt von G. Dann z = G(x) = F(R(x)), d.h. z € K und
deswegen R(z) = z, also auch F(z) = z. O
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Satz 3.14 (Fixpunktsatz von Schauder). Sei X ein normierter Vektorraum
und ) # K C X kompakt und konvex. Sei F' : K — K stetig. Dann besitzt
F' ein Fixpunkt.

Proof. Wir verwenden den endlichdimensionalen Fall. Wegen Kompaktheit
konnen wir K mit endlich vielen B(z;,¢e), ¢ > 0, z; € K, i = 1,...,n
Kugeln iiberdecken. Definiere stetige Funktionen f; : K — R durch f;(z) =
max{0,e—||z—a;||}, und setze f(z) = >_"_, fj(z). Wegen der Uberdeckungs-
eigenschaft gilt f(x) > 0 auf K, deshalb sind g; := f;/f auch stetige Funk-
tionen mit Werten in [0, 1]. Es sei Y := lin{z1,...,2,} und K’ := KNY. Fiir
jedes z € K liegt G(z) := >, gi(x)x; in K’ (Konvexitéit). Deshalb bildet
die stetige Funktion G o F' die Menge K’ in K’ und besitzt nach Lemma
3.13 einen Fixpunkt x.. Es gilt dann

166) — ol = [ aiodes S sole]| < 3wl — ) < =

Daraus folgt ||z. — F(z.)| < e. Betrachte x,/, und Wihle eine Teilfolge,
fiir die F'(v,,) konvergiert fiir ny — oo, etwa gegen z (Kompaktheit).
Nach Voraussetzung konvergiert zy,, auch gegen x. Wegen der Stetigkeit
erhalten wir F(z) = x. O

4. LINEARE OPERATOREN

Im Folgenden seien X, Y, Z stets normierte Rdumen iiber dem selben Korper
K = C oder K=R.

Definition 4.1. (a) Eine Abbildung T : X — Y heifit linear, falls
T(ax + PBy) = oTx + Ty Ve,y e X, a,0 € K.
(b) Ist T linear, so heifit
kerT:={z e X: Tx=0} der Kern von T
im7T:={yeY:xreXy=Tz} das Bild von T
(¢) Lineare Abbildungen heiffen (lineare) Operatoren.
Satz 4.2. Sei T : X — Y ein linearer Operator. Aquivalent sind
(a) T ist stetig;
(b) T ist stetig in O;
(c) T ist beschriankt, d.h. 3 M >0 mit ||Tz| < M||z|;
(d) T ist gleichmdfig stetig.
Proof. Die Implikationen (a) = (b) und (d) = (a) sind trivial.
(b) = (c): Stetigkeit heiit insbesondere, dass ein ¢ > 0 mit TBx(0,d) C

By (0,1) existiert, also gilt ||Tz|ly < 1 fiir jedes + € Bx(0,6). Aus der
Homogenitét folgt || Tz|ly < §|z|x fiir alle z € X.

(¢) = (d): Sei z € X. Nach Voraussetzung gilt [|[Tz—Ty|ly < M|z—yl|/x. Ist
lz—yllx <e/M,folgt | Tx—Ty|y < ¢, also die gleichméfige Stetigkeit. O
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Definition 4.3. Sei T : X — Y beschrdankt. Setze
|7 :=1inf{M > 0: || Tz| < M|z||Vx € X}.

Bemerkung 4.4. (a) |Tz|| < ||T| - [|z||-
|7z
(b) |T|| = sup —= = sup [[Tz| = sup ||Tz|.
w0 12l ja=1 Izl <1
Proof. Die Ungleichung sup,, % < ||T|| ist klar. Aber “<” kann
nicht gelten, denn das wire ein Widerspruch zu der Definition von

|IT||. Die anderen Aussagen sind trivial. O
(c) Bezeichnung: £ (X,Y):={T : X =Y, linear und stetig}, L (X) :=
Z(X,X).

Mit den Operationen (S + T)z := Sz + Tx und (aT)x := - Tx ist
Z(X,Y) ein Vektorraum.

Satz 4.5. (a) ||T| ist eine Norm auf Z(X,Y), die so genannte Opera-
tornorm.
(b) IstY ein Banachraum, dann ist £(X,Y) auch ein Banachraum.

Proof. (a) Die Homogenitdt und die Dreiecksungleichung sind klar. Sei also
|T|| = 0. Dann ||Tx| < 0|z, also [|[Tz|| =0 und T' = 0.

(b) Sei (T,,) € Z(X,Y) eine Cauchyfolge. Wéhle x € X. Es gilt dann
T — Tzl < [T, — Twllllz]] < ellz| falls n,m > N, wobei N € N
unabhéingig von x ist. Dies zeigt, dass (T,,z) C Y eine Cauchyfolge ist, also
nach Voraussetzung auch konvergent gegen ein T'(x). Es ist leicht zu zeigen,
dass x — T'(z) linear ist.

Zu £ > 0 exisitert ein ng € N mit

|ITx — Tzl <elz| fir alle m > ng.
Damit folgt |T—T,,|| — 0. Da | Tx| < |Tz—Tnx||+||Tmxl < (14+]|Twl) |||
fiir m groB genug, gilt T € £ (X,Y). O
Satz 4.6. Sind T € Z(X.,Y), S € Z(Y,Z), so gilt ST € L(X,Z) und
ST < ST - Tl
Proof. Sei x € X. Es gilt [|STz|| < [|S]| - |T=[| < [[S] - [IT]] - |l O
Bemerkung 4.7. (a) L(X) ist eine normierte Algebra, d.h. T,S €
Z(X) impliziert ST € Z(X) und ||ST| < ||S||-|T]| (submultiplika-
tive Norm). Ist X wollstindig, dann ist £ (X) eine Banachalgebra.

(b) Sei X ein Banachraum und (a,) C K mit v := limsup,,_,._ |an|"/™.
Fir T € Z(X) mit |T|| < 1/r konvergiert die Reihe

o0
E a,T".
n=0

Ist f : C — C eine holomorphe Funktion, so definert man f(T') durch
die Potenzreihe von f.
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Beispiel 4.8 (Operatoren auf Ridumen stetiger Funktionen). (a) Es sei
X =0C(0,1]), T : f— f(0), T: X — K. Dann ist T stetig mit
T = 1.

() X =CY[0,1]), T: X — K, Tf := f(0)+ f'(1). Dann gilt |T| = 1.
(c) X = CY([0,1]), versehen mit dquivalenter Norm

A1l = max{ || flloos [1flloc}

T:X —K,Tf:=f(0)+ f(1). Dann gilt: |T| = 2.
(d) X=C(0,1]), T: X - K

Dann |T|| = 1.
(e) Allgemeiner: X = C([0,1]), T : X — K, g € C([0,1])

1
Dann. | T|| = / 9(t)] dt.
0

Proof. (a) Es gilt:
T =1fO)] < suw [f(o)=[fle = [T[<1

z€[0,1]
Betrachte f =1: f(z) =1,z € [0,1],gilt |1| =1=T1=||T|| = 1.
(b) Es gilt:

ITF=1£0) + W1 < IF O]+ [ W] < [ flloo + 1 lloe = 1 fllcr

d.h ||T]] < 1. Andererseits gilt ||1]|c1 = 1 und 71 = 1, also folgt
T = 1.
(c) Es gilt

T£=1£0) + I < IF O]+ [F W] < [ flloo + 11 lloe < 201£1I,

d.h. ||T|| < 2. Andererseits betrachte f(x) := (z —1/2)? + 3/4, dann
LIl =1 und |Tf] =2

(d) s. (e)

(e) Es gilt

1 1
7| = / F(Dg() dt < 1]l / lg(t) dt.
0 0
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Andererseits gilt fiir

o= s = {1 901

ITF| = fol lg(t) dt. 1. A. gilt aber f ¢ C([0,1]), also approximiere

£ it (fn) € C(0,1]), [fullo = 1. (Achtung: f "5 £ ist nicht

moglich! Wir benétigen nur f, I-llx 1),

O

Beispiel 4.9 (Operatoren auf Folgenrdumen). (o)) T : ¢ — K, Tx =
limy, 00 . Dann ||T|| = 1.
(b) Sei cop = {x € KN : x, # 0 fiir hochstens endlich viele n}. Sei
(aij) € KNVN eine unendliche Matriz. Setze

00
(Tx)i = Z ;5T 5, 1 €N, x € cyp.
j=1

Fiir Anwendungen interessant: Matrizen, welche £1, 02, 0% invariant
lassen.
(i) T € L) < SUp;>1 o2y lai| < o0

/

/ ,
(i) S (552 lagl?)” " < oo = T € 2(0,07) (1/p+1/q =
1

Beispiel 4.10 (Integraloperatoren). Sei I = [a,b] und k : I x I — K stetig.
Fiir f € C(I) definiere

b

(TF)(x) = / ke f@) dy,  zel

a

Dann gilt T € Z(C(I)) und ||T|| = supges f(f |k(z,y)| dy.
Folgerung: die Fredholmsche Integralgleichung

ist losbar in C(I), falls g € im(Id —T'), und héchstens eine Lisung in C(I)
existiert falls ker(Id — T') = {0}.
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Proof. Wegen der Stetigkeit existiert das Integral, es ist sogar T'f € C(I),
denn

b
((Tf) (@) = (TF)y)l S/Ik(%Z)—k(y,Z)l'If(Z)IdZ

< flloo(b— a) sup |k (x, 2) = k(y, 2)|

Auflerdem gilt
b b
(Th) (@) < / k(9] 1£ )] dz < [1Fllc / k(z, )| dy

a

b
— Tl 5w [ k)l dy.
zel
a
Die Gleichheit ||T'|| = sup,e;r f; |k(x,y)| dy folgt wie in Bspl. 4.8(e). O

Beispiel 4.11 (Differenzialoperatoren).
(a) Sei X = C*([0,1]) und

Dann
(i) T = (CH([0,1]), ]| - o) — (C([0,1]), || - low) st micht stetig.
(it) T (CH([0,1]), | - ler) — (C([0,1]), ]| - o) st stetig.
(b) Im Allgemeinen: Ist ) # Q C R? offen und beschrinkt, so definiere
Tf:= Z ag - Do f, feckQ), mita, € C(Q).
o<k

Dann ist T ein stetiger Operator von C*(Q) nach C(Q).
Spezielles Beispiel

0? 0?
Laplace Operator: A= pE + -+ prr
Proof.
(a) (1) Fir fro(t) :==t" gilt || fulloo = 1, aber | T fp]lco = n.
(i) Es gilt: [T flloc < [Ifllcn-

(b)
ITflee = I Y @aDaflle < Y llaaDafll
laf<k o<k
< Y laalslDaflloo < Y Naallsollflleney
laf<k laf <k
<

M- | fll o -
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O

Beispiel 4.12. Fulls X endlich dimensional und T : X — 'Y linear ist, folgt
sofort T € Z(X,Y).

Definition 4.13. Sei B := Bx(0,1). Ein Operator T : X — Y heif§t kom-

pakt, falls T(B) relativ kompakt, d.h. T(B) kompakt ist. Ferner
H(X,)Y):={T € L(X,Y) : T kompakt}, und K (X):= (X, X).

Bemerkung 4.14.
(a) #(X,Y)C Z(X,Y)
(b) dimX < oo = T € L(X,Y) ist kompakt.
(c) T e Z(X,Y), dimim(T) < co = T ist kompakt
(d) Id ist kompakt <= dim X < oo

Proof.

(a) Klar.

(b) Sei (y,) C T(B). Dann existiert (z,,) C B mit Tz, = y,. Da B im
Endlichdimensionalen kompakt ist, existiert eine Teilfolge (z,,) C
(z,) mit limy_ oo ¥y, = 7 fiir ein © € B. Wegen der Stetigkeit von T
erhalten wir

lim y,, = lim Tz, =Tz e T(B).
k—oo k—o0
(c) T(B) ist abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt (dim7T'(B) <
00).
(d) Folgt aus Korollar 3.8.
U

Satz 4.15. Sei X ein normierter Vektorraum, Y Banachraum. Dann ist
H(X,Y) ein abgeschlossener Unterraum von £(X,Y); insbesondere ist
H(X,Y) ein Banachraum.

Proof. Sei (T,,) € #(X,Y)und T,, — T. Es ist T € #(X,Y) zu zeigen.
Sei (zr) € Bx(0,1). Nach Voraussetzung besitzt (Tixy) eine konvergente
Teilfolge (Thz}). Rekursiv erhalten wir konvergente Teilfolgen (T,x7) (fiir
k — 00) mit (xZH) C («}). Dann ist y, := z}. eine Teilfolge von z,. Wir
zeigen nun dass (T'y,) eine Cauchyfolge ist. Zu ¢ > 0 existiert m € N, so
dass || T, — T|| < e und ein N € N, so dass ||Tinyn — Tnykl| < e, n,k > N.
Daher folgt

1Tyn — Tyell < N1TYn — Tonynll + 1 Tmyn — Tyl + | Tonyr — Tyl
<NT — Tullllynll + 1 Tmyn — Tnyrll + 1| T — Tyl
<2+e n,k>N
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Korollar 4.16. Seien X,Y Banachriume, T € £ (X,Y) und

(T,,) € Z(X,Y)
mit dimim(7,,) < oo fir allen € N und ||T' — T, || — 0 = T ist kompakt.
Bemerkung 4.17. Gilt die Umkehrung? P. Enflo, 1973: Nein, im Allge-

meinen.

Satz 4.18. Seien X,Y,Z Banachriume, T € Z(X,Y), S € Z(Y,Z2). T
oder S kompakt = ST kompakt.

Proof. Sei (x,) C Bx(0,1). Es ist zu zeigen, dass (STz,) eine konvergente
Teilfolge hat. Im Fall, dass T" kompakt ist, erhalten wir eine konvergente
Teilfolge (T'xy, ), also ist auch (STz,,) konvergent. Sei S kompakt, dann
besitzt (STx,) eine konvergente Teilfolge, da (T'z,) beschrénkt ist. O

Definition 4.19. Sei X ein Vektorraum.

(a) Ein (linearer) Operator T : X — K heifit (lineares) Funktional.
(b) Ist X normiert, so heify t der Raum £ (X,K) aller stetigen Funktio-
nale auf X der Dualraum von X und wird mit X' bezeichnet.

Korollar 4.20. Sei X ein normierter Vektorraum. Dann ist X' versehen
mit
P ——r
[lz]| <1

ein Banachraum.

Bemerkung 4.21. Die Ezxistenz von nichttrivialen Funktionalen (d.h. nicht
0) ist nicht trivial!

Satz 4.22.
(a) Sei 1 <p < oo und%+%:1. Dann ist

[e.e]
J 00— (7Y, (Jo)(y) = anyn, xell yelr?
n=1
ein isometrischer Isomorphismus.
(b) J ist auferdem ein isometrischer Isomorphismus zwischen £* und c.

Proof.
(a) UA.
(b) Sei z = (x,) € ! und y = (y,) € co. Dann gilt
@) W) <Y leayal < Iylloe D l2al = lyllosliller
n=1 n=1

Weiter ist J(z) : ¢g — K natiirlich linear, also J(x) € . Die obige
Ungleichung zeigt ||Jx| < ||z||. Sei

oN — signz, , n<N,
no 0 , n>N.
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Dann gilt o'V € cgo, [|a™V||o = 1 und

m m

@@ = Joagal = S Janl.

n=1 n=1
Dies zeigt [|z||p < ||J(z)||, also ist J eine Isometrie (und deswegen
auch injektiv). Wir zeigen nun die Surjektivitét von J. Sei ¢ € .
Setze x; := p(9;), wobei §; € ¢y die Folge mit 1 in der Koordinate 4
und Null sonst ist. Dann ist (x,) C £}, da

N N
D lznl =D waay = (@) < ol
n=1 n=1

Ferner gilt J(x,) = ¢, denn aus der Definition folgt J(x,)(y) = ¢(y)
fiir alle y € cgo. Da J stetig und cqp dicht in ¢ ist, folgt J(x,)(y) =
o(y) fir alle y € Cy, also die Surjektivitit von J.

O

Bemerkung 4.23.
(a) Sei 1 < p < oo und 1—17 + é = 1. Dann gilt (¢?)" = (1. Insbesondere ist
firp>1 dann (£7)" = (P,
(b) cfy=0' und (€°) # ¢*
Proof. UA. O

5. LINEARE FUNKTIONALE — HAHN-BANACH THEOREM

Motivation:
1]
(a) Momentprobleme.
(b) Prinzip: Untersuche Eigenschaften von Banachraum X via Eigen-
schaften von X’.

5.1. Hausdorff Momentenproblem.
Gegeben (a,) C R, finde Borel Mafl p auf [0, 1]mit

/x” dp(z) = an.
Verallgemeinerung;:

Problem 5.1 (Allgemeines Momentenproblem).

Sei X normierter Vektorraum und seien (x,) C X linear unabhdngig und
(an) C K gegeben. Finde ¢ € X' mit o(x,,) = ap.

Idee: Definiere @' (xy,) := a,, auflin{z1,xa,...} und setze ¢’ fort.

Theorem 5.2 (Hahn-Banach, algebraische Version).

Sei X ein Vektorraum tber R, Y Unterraum von X und p : X — R eine

Abbildung, die
(a) plaz) = ap(z), a >0, z € X,
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(b) p(x +y) < p(z) +py), 2,y € X,
erfillt. Sei ferner f :Y — R linear mit f(x) < p(x) fir alle x € Y. Dann
existiert eine lineare Abbildung F : X — R mit F(x) = f(x) fir allex € Y
und F(z) < p(x) fir alle x € X.

Lemma 5.3 (Zorn). Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge, so dass jede
total geordnete Teilmenge N eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt M
ein mazimales Element in M.

Beweis vom Theorem 5.2. Betrachte
M:={(Z,g9):Y C Z C X Unterraum, g : Z — R linear,
g=faufY, g <pauf Z}.
Sei (Z,9) € M, Z # X und zyp € X \ Z. Setze Zy := lin{Z,z9} und
go(z+axy) := g(z)+ca, wobei ¢ noch so zu bestimmen ist, dass (Zg, gg) € M
gilt. Es ist nur zu zeigen, dass gy < p auf Zy fiir ein ¢ gilt, d.h. g(z) + ca <

p(z + axp) fir alle z € Z und o € R. Der Fall o = 0 ist trivial, also nehmen
wir a # 0 an. Die Konstante ¢ muss folgendes erfiillen:

p(z + amo) — g(2)

c< =p(z/a+x9) —g(z/a), fallsa >0
o'

c> p(z +azo) = 9(2) =g(—z/a) —p(—z/a —xg), falls a<O.
o'

Es ist also ¢ zu finden mit

Sug(g(Z) —p(z — ) < ¢ < inf (p(2 + z0) — g(2)).

f
zE z2€Z
Dies ist moglich, da fiir alle z,2' € Z
9(z") +9(2) = 9(z' + 2) < p(z' + 2) = p(z' — w0 + 20 + 2)
< p(2" — @) + p(zo + 2)
gilt. Das heifit, wir konnen jedes (7, g) € M, Z # X fortsetzen. Die Menge
M ist geordnet durch die Relation (Z',¢') < (Z,g) falls Z/ C Z und ¢’ = g

auf Z’. Fiir ein maximales Element (Z, g) muss Z = X gelten. Sei N C M
total geordnet. Setze Z' = 5 gep Z und ¢'(z) = g(z) falls 2 € Z und
(Z,g9) € N. Die Abbildung ¢’ ist wohldefiniert und (Z’,¢') € M ist ein
obere Schranke von N. Die Anwendung des Zornschen Lemmas vollendet
den Beweis. O

Bemerkung 5.4. Parameter c ist nicht eindeutig, also ist F' auch nicht
eindeutig.

Satz 5.5 (Hahn-Banach, Fortsetzungsversion). Sei X ein normierter Vek-
torraum tber K, Y Unterraum. Dann existiert zu jedem stetigen Funktional
y €Y' ein stetiges Funktional ' € X' mit

o' =y aufY und |2’ x <[l |ly.
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Proof. Der Fall K = R: Setze p(z) := ||y|ly/||z||x fiir z € X. Dann gilt
p(y) > v/ (y) fiir jedes y € Y. Nach dem algebraische Hahn-Banach Theorem
existiert ein Funktional 2’ : X — R mit 2/ < p und 2/ = ¢/ auf Y. Daraus
folgt ||2'|| = ||| (und somit ist 2’ auch stetig).

Der Fall K = C: Wir fassen X, Y auf als Vektorrdume iiber R (Bezeichnung:
Xg, Yr). Dann ist y.. := Re 3 R-linear und ||y, || < [|¥/||. AuBerdem gilt
y(iz) = iy(z), d.h. Re y(iz) = —Im y(x). Somit erhalten wir:

Y(z) =Rey/(z) +1Im y'(2) = ypo(z) — e (12).
Sei z, eine Fortsetzung von y.., auf Xg mit ||2)..|| = ||y} Setze z'(z) :=
xl, — 12l (1x). Dann 2/ = ¢y’ auf Y, und 2’ ist C-linear. Sei x € X und

a'(x) =1\, wobei A € Cund |A\| =1, r > 0. Es gilt
|2’ (z)| = r = Re (\2/(2)) = Re 2’ (Ax) = a7, (Ax) < ||| - |z
= lyrell - N1zl < lY/[] - [J]]-
Daraus folgt ||z|| = ||¢/]|- O

Korollar 5.6. Sei X normierter Vektorraum.
(a) v € X = es existiert ¢ € X' mit ||¢|| =1 und p(z) = ||z
(b) |z = sup |e(x)| fir alle x € X.
PEXPS1

(c) Sei Y ein abgeschlossener Unterraum von X, x € X \Y = es
existiert ¢ € X' mit gy =0 und () # 0.

(d) SeiY C X Unterraum. Dann ist Y dicht in X <= Fiir p € X' mit
(p‘y =0 qilt p = 0.

Proof. (a) Setze Y =lin{z}, v'(Az) = \||z|| und wende Satz 5.5 an.

(b) Folgt aus (a).

(c) Sei g : X — X/Y die Quotientenabbildung, dann gilt ¢(y) = 0 fiir
y € Y und g(x) # 0. Nach (b) existiert ¥ € (X/Y)" mit ¥(q(z)) # 0.
Setze p = Y ogq.

(d) <: Folgt aus (c).
=: Sei ¢ € X' mit ply = 0. Zu x € X existiert (z,) C Y mit
lim z, = x. Da ¢ stetig ist, folgt

n—oo
o(x) = lim ¢(z,)= lim 0=0.
n—oo n—oo
(]

Satz 5.7 (Helley). Sei X normierter Vektorraum, x, € X (n € N) linear
unabhingig und a,, € K. Es existiert ¢ € X' mit p(x,) = a, genau dann,
wenn,

m
fir alle aq, ..., am ‘ E a;
i=1

m
< CHZ ;T
i=1

mit nur von a; abhdngiger Konstante c.
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Proof. Notweindigkeit: Sei ¢ € X’ mit den gewiinschten Eigenschaften.

m m m
‘Zazﬂi = “P(Zai%‘) < el - Hzaz‘xi .
i=1 i=1 i=1

Die Bedingung ist hinreichend: Folge der Idee vom Anfang. Setze Y :=
lin{xy,xq, ...}, definiere ¢'(z,) := a, und linear auf Y. Dann ist ¢ stetig
auf Y nach Voraussetzung. Verwende Hahn-Banach. O

Die Definitionen von A,Ring, u, p—, ||i||, werden noch nachgeliefert.

Theorem 5.8 (Daniell-Stone). Sei X # () und F ein Vektorraum reellwer-
tiger Funktionen auf X, so dass fir f,g € F auch fAge F und fA1 € F.
Bezeichne mit Rp dem von den Mengen {x € X : f(x) > 1}, f € F ge-
nerierten o-Ring. Sei ® : F' — R ein positives (d.h. ®f > 0 falls f > 0),
lineares Funktional mit der Eigenschaft ®f, — 0 fir f, | 0. Es existiert ein
Maf p auf Rp so, dass @f = fod,u.

Zum Beweis bendtigen wir zwei, aus der Mafitheorie wohl bekannte Lemmata
(siche Konstruktion des Lebesgue-Mafies).

Lemma 5.9. Es seien ay, b, € R und a,, < by, so, dass |[ay,by)N[ag,br) =0,
falls n # k, und [a,b) = J,eyl@n,bn). Dann b —a =377 (b, — ay).

Lemma 5.10. Alle o-additiven, positiven, finiten Funktionen auf einem
Halbring & kénnen (eindeutig) zu dem von & generierten o-Ring fortgesetzt
werden.

Proof. 1. Schritt: Definiere das Intervall [f, g) := {(z,t) € X x Y : f(x) <
t < g(x)}. Setze S :={[f,g) : f,g € F, f < g}. Dann ist & ein Halbring,
denn:

Sei A,B € &. Esist AN B € & zu zeigen; wenn A = [f1,91), B = [f2,92),
dann ist AN B = [f1 V fa,91 A g2) (fi V fo € F wegen Linearitdt und
Voraussetzung). Ist A C B, dann gilt B\ A = [faV g1,92)U[f2,92 A f1). Wir
haben jetzt gezeigt, dass & ein Halbring ist.

2. Schritt: Setze v: & — R, v([f,g)) := ¥(g9 — f). Wir zeigen, dass v wohl-
definiert (ist trivial) und o-additiv ist. Es seien [f,, g,) paarweise disjunkt
und [f,g) = U, [fn, gn). Dann gilt auch fiir jedes x

[f(2),9(2)) = |J fa(®), gn(2))
n=1

Nach dem obigen Lemma folgt g — f = > 07 (g — fn). Setze hy, =g — f —
Yo 1(gn — fn), also gilt hy, | 0, und nach Voraussetzung ®h,, — 0. Folglich
gilt

o
= > v fns 9n))-
n=1

MISSING!
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Nach dem zweiten Lemma existiert ein o-additives Mafl v. Sei 0 < f € F.
Fir f, .= (n(f —fA1)) Al und a € R gilt

0,afn) C[0,afnr1)  und | J[0,afn) = {z € X: f(x) > 1} x [0,a).

n=1
Definiere pu(A) := v(A x [0,1)) fiir A € Rp. Dann ist p ein Mafl mit der
Eigenschaft
v{z e X: f>1} x[0,a) =aup({z e X : f>1}).
Setze A = {wz € X : i '2"f(z) > 1} fir 1 <i < n2" und A’ ; =0 und
n2"

B, = J(AP\ A7) x [0,i277).

i=1
Es gilt dann B,, C By,41 und (J,-, B, = [0, f), folglich

Wf = 7(00.)) = lim 5B = [ Fdp.
O

Theorem 5.11 (Riesz). Sei ) # K ein kompakter, metrischer Raum. Dann
C(K) =2 M(K), dem Raum der requliren Borel-Mafe.

Proof. (Nur der reelle Fall.) Ein Borel Maf§ u ergibt ein stetiges lineares
Funktional ¢ durch ¢, (f) := [ f dp, denn Linearitét ist trivial und

\Wu(f)!Z‘/fd/u—/fdu—‘S/\f\du++/\f\du_
K K K K

< oo (a4 Nl 1)-

Umgekehrt: Sei erst o ein positives Funktional. Es sei C'(K) > f,, | 0. Nach
Satz von Dini gilt f,, — 0 auch gleichméfig. Das heifit, die Bedingungen von
Theorem 5.8 fiir ' = C(K) und ® = ¢ sind erfiillt, also existiert ein p auf
R mit o(f) = [, fdp. Da K € 9 ist, stimmt 9% mit der Borel o-Algebra
iiberein.

Nun beweisen wir den allgemeinen Fall, d.h. ¢ ist beliebig. Setzte ¢ (f) =
sup{¢(g) : g < f} fiir f > 0. Dann gilt fiir f,g >0

o+ (f+9g) =sup{p(h) : 0 < h < f+g}
=sup{p(h1 +h2): 0<h < f,0< hy < g} =
=sup{@(h1) : 0 < hy < f} 4+ sup{p(h2) : 0 < hy < g}
= o+ (f) + v+(9)-

Wir haben hier benutzt, dass 0 < h < f+g¢ die Existenz von 0 < h; < f und
0 < hg < g mit h = hy + hg impliziert. Definiere jetzt ¢ (f) fiir beliebige
f € C(K) durch

o+ (f) =@+ (f) — o+ (f-).
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Die obigen ergeben, dass ¢ linear ist. Es ist leicht zu zeigen, dass sogar
v+ € C(K)'. Natiirlich ist ¢ positiv. Setze ¢ := ¢ —p. Da o (f) > o(f)
fir f > 0, ist ¢_ auch positiv. Schliefllich verwende den ersten Teil um zu
zeigen, dass p4 bzw. p_ zu ¢4 und @_ existieren, und setze p = p4 — p—.

Isometrie: Es bleibt zu zeigen ||, || = [|u := ||p4|] + [|u—||. Sei p € M(K)
und N, und N_ seien nach der Hahn Zerlegung gewéhlt, d.h. Ny NN_ =0,
NyUN_ =K, uy(N_)=0= pu_(N;). Wegen der Regularitéit von p finden
wir Ky C Ny, K_ C N_, mit K1 kompakt, pt+ (N \ K1) < e (¢ > 0). Sei
flk. = £1 und sonst —1 < f <1 ist stetig. Dann

el =| [ sau =| [ raw+ [ rau]=| [ ran.— [ ran]
K Ny N_ Ny N_
=‘/fdu+—/fdu—(
Ny N_
=/1du+—/1du—+( / fdpy — / fdu—(

Ky K- NAKS N K-
> p (K4) + p—(K-) = 26 = py (K) + p—(K) — 2¢
= gl + -1l — 2e,
d-h. ([opll = [lp ]l + lu—1- 0

6. SCHWACHE KONVERGENZ

Notation 6.1.

(a) Sei X ein normierter Vektorraum, X' der Dualraum und X" := (X')’
dessen Dualraum. Dann heifst X" der Bidualraum von X.

(b) Sei x € X. Betrachte die Abbildung:
e X' =K, (2 =2 ().
Satz 6.2. Die Abbildung v : X — X", 1(z) := 1, ist eine lineare Isometrie.

Proof. Es ist klar, dass ¢, linear ist. Ferner ist ¢, stetig, denn |z/(z)| <
2" [l|z]], d.h. |lez]] < [|z|| gilt. Somit ist ¢, € X”. Klar ist auch, dass ¢ linear
ist. Nach Korollar 5.6 folgt ||¢z|| = ||z]|- O

Bemerkung 6.3.

(a) Die Abbildung v : X — X" heifit kanonische Abbildung von X in
seinen Bidualraum.

(b) In allgemeinem ist v nicht surjektiv.

(¢c) X ein normierter Vektorraum = 1(X) ist abgeschlossen in X"

Proof. (b) Sei X = cg. Dann X’ ~ ¢, X" ~ (>, Also gilt «(x) = x fiir alle
T € ¢y, und ¢ ist nicht surjektiv. O
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Korollar 6.4 (Vervollstindigung eines normierten Vektorraumes). Sei X
ein normierter Vektorraum. Dann ist X isometrisch isomorph zu einem
dichten Unterraum eines Banachraumes.

Definition 6.5. Ein Banachraum X heifit reflexiv, falls vx surjektiv ist.

Bemerkung 6.6. Falls X reflexiv ist dann X ~ X". Die Umkehrung ist
falsch wie gezeigt von James, 1950. D.h. X ~ X" impliziert nicht die Sur-
jektivitdt von Lx .

Beispiel 6.7.

(a) co und ¢' sind nicht reflexiv.

(b) Seien X,Y Banachrdiume und T : X — 'Y ein Isomorphismus. Dann
X reflexiv <= Y reflexiv.

(c) Seil <p < oo. Dann ist (P reflexiv.

(d) Seil < p < oco. Dann ist LP(M, p) reflexiv (spdter).

Satz 6.8. Sei X Banachraum.

(a) X reflexiv = Jeder abgeschlossene Unterraum von X ist reflexiv.
(b) X reflexiv <= X' reflexiv.

Proof. (a) Sei U C X ein abgeschlossener Unterraum von X. Fiir v” € U”
sei 2”(2') == u"(2v), 2’ € X'. Dann 2 € X", denn |[u" (2 )| < [Ju”]|[|2"]].
Da X reflexiv ist, existiert ein z € X mit 2’(z) = u”(«|y) fiir alle 2’ € X'.
Beh.:x €U

Falls x ¢ U, so existiert, nach Korollar 5.6, ein ' € X’ mit 2/(x) = 1 und
x" v = 0. Das ist ein Widerspruch zu

1=1'(x) =u"(2|y) = 0.

Also 2 € U. Es bleibt u”(v') = /(u) fiir alle v’ € U’ zu zeigen. Sei v’ € U’
und 2’ € X’ eine Fortsetzung von u’ nach Hahn-Banach. Dann gilt v (u') =
u' (@) = o' (z) = o/ (z), dh. v’ = 1y (u) und U ist reflexiv.

(b) “=": zu zeigen: 1x» : X' — X" surjektiv. Sei 2’ € X". Betrachte
2 X =5 K, 2/(z) := 2"(tx(x)). Dann 2’ € X’. Da X reflexiv ist folgt,
dass jedes 2" € X" die Form 2" = 1 x(x) hat. Daher 2" (2") = 2" (1x(x)) =
' (x) = (tx(2))(2') = 2" (x). D.h. 2" = vx(2).

“<”: Annahme: X’ reflexiv. Dann ist nach dem obigen Beweis X" auch

reflexiv. Da X isomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum von X’ ist,
folgt die Reflexivitdt von X aus Teil (a). O

Satz 6.9.

(a) Sei X ein normierter Vektorraum, und X' separabel. Dann ist X
auch separabel.
(b) Sei X reflexiv. Dann X separabel = X' separabel.

Proof. (a) Sei {¢1,¢2,...} eine dichte Menge in X'. Fiir jedes n € N wihle
xp € X mit [|z,]| <1 und |@n(xn)| > 1/2||¢y||. Definiere Y := lin{x,, : n €
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N}. Sei ¢ € X/ mit ¢ = 0 auf Y. Wir zeigen nun dass ¢ = 0 iiberall, dann
folgt auch X =Y.

H(P_ (PnH > ‘(90 - Son)(xn)’ = “Pn(xn)’ > I/QHSOTLH > 1/2H()DH - 1/2”90 - Sonua
also 3|jo — wn| > ll¢ll, d.h. || =0, da {¢1,p9,...} dicht in X’ ist.
(b) Trivial aus (a). O

Definition 6.10. Sei X normierter Vektorraum.

(a) Eine Folge (x,) € X heifst schwach konvergent gegen ein z € X,
falls

lim ¢(x,) = p(z) Vp e X'

n—oo
(b) Eine Menge M C X heifit schwach folgenkompakt, falls jede Folge
i M eine schwach konvergente Teilfolge besitzt, deren Limes in M
liegt.

Bemerkung 6.11.

(a) Da X' die Punkte von X trennt, d.h. fiir x # y € X existiert ein
v € X' mit p(x) # ¢(y), ist der schwache Limes eindeutig bestimmit.
Schreibweise:

e} .
Ty — X, o—limz, = x.
n—oo
(b) Normkonvergenz impliziert schwache Konvergenz.
(¢) Die Umkehrung gilt nichi.

(d) x, % 2 in X, dann ||z|| < liminf ||z, || (schwache Unterhalbstetigkeit
n—oo

einer Norm)
(e) Sei (x,) C X mit x, = x. Dann ist (x,) beschrinkt.

Proof. (a)-(d) UA. (e) spiiter. O

Satz 6.12. Es sei X reflexiv. Dann ist die abgeschlossene FEinheitskugel

Bx(0,1) € X schwach folgenkompakt.

Proof. Sei x, € Bx(0,1) eine Folge. Betrachte Y := lin{z, : n € N}.
Dann ist Y separabel und auch reflexiv nach Satz 6.8. Fiir jedes ¢ € Y ist
©(zy,) beschrinkt in K. Daraus folgt, dass ¢(z,) eine konvergente Teilfolge
besitzt. Sei {¢,, : n € N} eine dichte Teilmenge in Y. Dann hat ¢1(z,,) eine
konvergente Teilfolge ¢1(x}). Durch Induktion erhalten wir eine Folge (z¥),
so dass (zF) C (25~1) und i (2F) konvergiert gegen ay fiir n — oo. Dann
konvergiert ¢ (z)) gegen ay.

Beh.: p(x]') konvergiert fiir alle ¢ € Y.

Da {1, @2, ... } dicht in Y ist, existiert fiir ¢ > 0 ein k € Nmit [[p—pi|| < e.

Wahle nun ng € N mit

lor(zn) — er(zm)| <&, n,m > ng.
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Dann gilt:
lo(an) — e(@m)l =le(@n) — er(@n)] + lor(zn) — er(h)]
+ ler () — elam)|
<e+e+te,
Also kovergiert p(z)). Wir bezeichnen den Limes mit a(p). Dann gilt « €

Y” =Y, denn die Linearitét ist trivial und |@(z])| < |lellllzr]l < ¢l
Es ble1bt zu zeigen dass ¢(z])) fir alle ¢ € X' kovergiert, was aus ¢(z,) =

©ly (x,) folgt. O

Definition 6.13. Es sei X ein Vektorraum und M C X. Dan heifit pas :
X — [0, 400
pyv(x) :=inf{A\>0: x € AM}
das Minkowskifunktional (von M ). Weiter heifst M absorbierend, falls
pv(x) < +oo, x€X.

Beispiel 6.14. Sei X ein normierter Vektorraum und M = Bx(0,1). Dann
py(x) = ||z]].
Bemerkung 6.15. Sei X ein normierter Vektorraum, U C X konvex mit
0 € int(U).

(a) Bx(0,e) C U, also py(z) < H L.

(b) pu ist sublinear.

(c) Ist U offen, dann gilt U = p;*([0,1)).

Proof. (a) klar.
() pr(Az) = A\py(z) (A > 0) ist klar.
Zuxz,y € X und € > 0 wahle A\, p > 0 mit € AU, y € pU und
A <pu(z)+e, u<pyly) +e, dann gilt

y _ zty
U> )\+uz\+/\+,u,u s

= pu(r +y) <A+ p < pu(@) +pu(y) + 2.
(c) C:Seiwu € U. Dann existiert B(u,e) C U, d.h. (1+¢/2)u € B(u,e) C
U. Somit folgt py(x) < 1.
O: Sei € p;;'([0,1)) mit py(z) = A < 1. Da U konvex ist und
0 e U, folgt aus z € U Ax € U, 0 < X < 1. Nach Voraussetzung gilt
x/(/\—i—e € U mit A + ¢ < 1 und somit )‘+5x—x elU.
U

Satz 6.16 (Trennungssatz). Sei M C X konvex und abgeschlossen und
x & M. Dann existiert o € X' und ¢ € R mit Re p(y) < ¢ < Re p(z) fir
alle y € M.

Proof. Wir beweisen nur den Fall K = R. O.B.d.A sei 0 € M (Sei m € M
und betrachte M —m und x—m). Ersetze M durch U = M + B(0, ), wobei
r < dist(zg, M). Dann ist U auch konvex, abgeschlossen, und 0 € int(U),
also U ist absorbierend. Aulerdem gilt pyr(x) < 1 fiir x € U und py(zg) > 1.
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Definiere f(axg) := apy(xp), ein lineares Funktional auf lin{xo}. Sei ¢ eine
Fortsetzung von f nach dem Satz von Hahn—Banach 5.2. Dann gilt o < p < 1
auf U und p(z9) = f(xo) = p(xo) > 1. Da B(0,7) C U und ¢(z) < p(z) > 1,
gilt o(z) < p(x) < ||z||/r, dh. p € X . O

Korollar 6.17. Sei X ein normierter Vektorraum und M C X konvex
und abgeschlossen. Ferner sei (x,) C M eine schwach konvergente Folge,

tp, > 2 € X. Dann liegt x in M. (Die Menge M heifit schwach folgenabge-
schlossen. )

Proof. Verwende den Trennungssatz falls x ¢ M wiére. O

Korollar 6.18 (Lemma von Mazur). Sei (x,) eine schwach konvergente

Folge in einem normierten Vektorraum, ©, — x. Dann gilt © € conv{zy, :
n € N}.

Proof. Verwende Korollar 6.17 O

Definition 6.19. Es seien X,Y Banachriume und T € £ (X,Y). Der zu
T adjungierter Operator 77 : Y' — X' ist definiert durch

(T'y')(x) = y/(Tx), reX,y ey
Beispiel 6.20.
(a) Sei X =Y = (? und T =Linksshift, d.h.,
T(x1,x9,23,...) = (x2,23,...).
Dann
o(Tz) = y172 + yox3 + - -

fiir o = (yn) € £2. Also T'(y1,v2,93, - - . )
(b) Auf L*([0,1]) sei T durch

1

@ﬂ@%Z/M%wﬂw@h

0
wobei k € L([0,1] x [0,1]). Dann ist T' von der Form

1
@wwwz/ﬁmwﬂw@,
0

wobei k' (x,y) = k(y,x).
Proof. (a) Sei z € P und y € ¢9. Dann gilt:

Y (Tx) = yiwip = (T'y)(@).
i=1



PDG I:FUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN 36
(b) Sei 1/p+1/q = 1. Dann definiert LY(M, u) — LP(M, u)’

J(@)f == / fogdu,  ge LM, p), f e LP(M,p).
M

einen isometrischen Isomorphismus (vgl. Satz 7.10).
Wihle f,g' € L%([0,1]). Dann gilt:

g(Tf) g'(x) | k(z,y)f(y) dy dz

k(z,y)g'(x) de dy = (T'g") f.

O O

fy)

O\H O\H

Bemerkung 6.21. Es gelten:
(a) (T + BT2) = oTy + To, Th,Th € L (X,Y) und o, 5 € K.
(b) (LYT) =TTy, 1 € L(X,)Y), Th e Z(Y, Z).
(c) T".x =T, T € L(X,Y).
Proof. (a) und (b) sind klar. (c) folgt aus
(T"ux () () = ex (@)(TY) = Ty (x) =y (Tz) = 1y (Tz)(y).
(]

Satz 6.22. Die Abbildung £ (X,Y) — L (Y, X'), T — T’ ist linear und
isometrisch.

Proof. Linearitit ist klar. Da [|[T"y/|| = ||ly'T|| < ||| - |T|l, gilt || T7|| < ||T])-
Die Gleichheit der Normen ergibt sich aus dem Satz von Hahn-Banach:

IT|| = sup [Tzl = sup sup |y/(Tz)]= sup sup [y'(Tz)|

lzll<1 llzl<1 fly'lI<1 lly[I<1 [|o||<1
= sup ||T| = |IT"|.
lly’ <1

O

Bemerkung 6.23. Die Abbildung £ (co, ') — L0, (), T — T’ ist nicht
surjektiv.

Proof. Offenbar kann jedes T € .Z(co,¢!) durch eine Matrix (M;;(7T)) und
jedes S € £ (¢, £>°) durch eine Matrix (M;;(S)) auf coo dargestellt werden.
Diese Darstellung ist eindeutig, da cgg sowohl in ¢q als auch in ¢ dicht ist.
Nach Definition der Adjungierten erhalten wir M;;(T') = M;;(T") (vgl. linea-
re Algebra). Insbesondere wird durch M;; =1, 4, j € N ein stetiger Operator
S € L(#1,£°) definiert. Falls es ein T € £(co, ) mit T" = S giibe, miiss-
te M;;(T) = 1, 4,5 = 1 sein, was aber ein Widerspruch zu T € Z(co, ¢1)
ist. ]
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Satz 6.24 (Satz von Schauder). Es seien X,Y Banachriume und T €
Z(X,Y). Dann gilt die Aquivalenz

T kompakt <= T’ kompakt.

Proof. “=": Sei T kompakt und (y,,) C Y’ beschriinkt. Es ist zu zeigen ist,

dass (T"y},) eine konvergente Teilfolge besitzt. Sei K := T'Bx(0,1). Dann
ist K ein kompakter, metrischer Raum. Betrachte f, := y;|x € C(K). Die
Folge (fn) ist beschrankt und gleichgradig stetig, denn

W) = @] < lvpllly =3l < Clly—3l, n€N, y,5€ K.

Der Satz von Arzela—Ascoli gibt die Existenz einer konvergenten Teilfolge
(fn,,). Es folgt:

1Ty, — Ty, | = sup Ny, (T2) =y, (T2)]| < [[fa, = frnlloos
J?EBx(O,l)

d.h. T"y,, ist eine Cauchyfolge in X'. Somit folgt die Behauptung.

“<": Sei T' kompakt. Dann folgt aus dem ersten Beweisteil, dass T"” kom-
pakt ist. Bemerkung 6.21 liefert T7”.x = tyT, d.h. der Wertbereich von
T"ux ist im abgeschlossenen Unterraum im ¢y enthalten, also T = 15" T" 1 x.
Daraus folgt die Kompaktheit von T O

7. L, RAUME I.
In diesem Abschnitt sei (M, X, u) stets ein Mafiraum.

Definition 7.1.

1
(a) Seil < p < oo. Setze || fl, = (/|f|pd,u> "
M

(b) Sei f: M — K messbar. Dann heifit f wesentlich beschrénkt, falls
ein o > 0 existiert mit p({z € X : |f(x)| > a}) = 0. Ferner heifst

[flloo := inf{ar >0 p({z € X : |f(z)] > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Seil <p < oo. Definiere

LP = LP(M, S, p,K) == {f: f: M — K messbar und || f||, < co}.

Bemerkung 7.2.

(a) || - |lp ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, = 0 genau dann wenn

feN :={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(c) LP ist ein Vektorraum.
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(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

frog 25 f_geN

definiert eine Aquivalenzrelation
Definition 7.3. Der Raum L ist definiert durch:
LM, p) = LM, 5, 1, K) /NG (oo i= [[flloos — VIfT € L™,
Satz 7.4.

(a) 1f] < Iflloo p-fast iiberall.
() || - ||loo ist ein Norm.

(¢) | fn—flloo = 0 = es existiert ein A € ¥ mit u(A°) =0 und f, — f
gleichmdssig auf A.
(d) (L=(M,pn),|| - |lco) ist ein Banachraum.

Proof. Ohne Beweis. O
Definition 7.5. Sei 1 <p < o0
LP(M, p) o= (M, 0, KNS ISl = Nl VIS € L7
Satz 7.6 (Holdersche Ungleichung). Es seil < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1
(interpretiere 1/o0o = 0). Desweiteren seien f € LP(M, ) und g € LY(M, p).
Dann ist f - g € LY(M, u) und
gl < 11y - lgllq-

Proof. Die Félle p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0. Dann
gilt

ab < %p + % (Youngsche Ungleichung).
(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllq und F := f/||f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt z € M ergibt nach Integration

[ir@c@iaue) < [ au)+ [ g - 202,
M M M

1 1
p q
und die Behauptung folgt. O

Satz 7.7 (Minkowskische Ungleichung). Seil < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt
1f +glly < I llp + llgllp-

Proof. Verwende die Holdersche Ungleichung;:

I+l < / L 1f 4+ gl dpet / gl -1 + 9P dy
M M

< fllp - I + 9P Hlg + llgllp - 1 + 9P g
= (I£1lp + llgllp) - 1 + g5/
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Die Behauptung folgt nach Division durch ||f+ng/q wegen p—p/q=1. O

Satz 7.8 (Riesz—Fischer). Sei 1 < p < oco. Dann ist LP(M, ) vollstindig.

Proof. Sei fn, € LP(M, p) mit > || fullp = M < co. Nach Satz 2.11 geniigt
es zu zeigen, dass ) 7, f; konvergiert in LP. Setze G, := > 7, [f;| und
G =272 |f5]- Dann [|Gullp < 325 [[fjllp < M fiir alle n € N. Satz von

monotoner Konvergenz ergibt
/Gpdu: lim /GﬁduSMp.
n—oo
M

Dass heifit G € LP(M,p) und G(z) = > 772, [fj(2)] < oo p-fast iiberall,
insbesondere konvergiert F(z) := 3772, f;(z) fiir fast alle # € M. Dann
|F| < @G, daher F' € LP(M, j1). Ferner

(F Zf]( (2G)? € L'(M, ),
nach Satz von Lebesgue
oSl - [~ Sl o

O

Satz 7.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M,u) kon-
vergiert, dann ezistiert eine Teilfolge fy, , so dass f,, (x) konvergiert u-fast
tberall.

Proof. Ohne Beweis. O

Satz 7.10 (Dualitét). Sei 1 < p < oo, und (M, %, u) o-endlicher Mafraum.
Sei 1/p+1/qg =1 (50 genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
LI(M, ) — TP(M, Y

0/ —/f gdu,  ge LI(M,p), f € LP(M, ).,

einen isometmschen Isomorphismus.

Proof. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich ist
J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, 1) und setze

3 lg] \a/p
re= ()™

7\ gl
WH:/Q— i —
v= ) \igl) 19T

M

und [,, fgdu = ||g|lg. Es bleibt die Surjektivitit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall p(M) < oo: Sei ¢ € LP(M, u)'. Betrachte v : ¥ — K, v(A) := p(xa)
(xa € LP(M,p)). v ist ein signiertes (komplexes) Mafl. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und u(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 0in LP(M, u), also v(A) = p(xa) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, p) mit

v(A) = /gdu: /XAgd,u VA e X.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |o(f)| < C'||f|loo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, 1) also
gilt (3) fiir f € L>°(M,p). Wir zeigen nun g € LI(M, ). Sei erst ¢ < oo.
Setze

@ @) = {% ) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|9 = fg = [f|P. Fir n € Nseli A, :={zx € M : |f(x)]| <
n}. Dann ist x4, f € L>(M, ) und

Jlaltan= [ xafoan = otea, 1) < Iollixa, Sl =
An M

=l [ 177 ) = el ([ 1ot )
An a

—  [lgl<ligl® vnen.
An

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, u).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = oco. Dann |g| < ||¢||, dennsei A := {x € X :

lg(x)| > [lell}. Setze f = xalgl/g, f € L>(M, ). Nehmen wir p(A4) >0
an.

p(A)lell < / gl dp = /fg dp = o(f) < llell - [1f 11,
A M

und nach Annahme = p(A) < || f|j1, Widerspruch mit p(A) = || f||1. Also
g € L>(M, p).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, p(M) = oo: Es sei M = |J;2 | M, mit p(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei ¢ € LP(M,u)". Setze ¢, (f) == o(xum, f), fiiv f €
LP(M,,, i), wobei p,(A) := u(M, N A). Dann ||¢,| < ||¢||, insbesondere
on € LP(M,, p1y,)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(M,, u,) zu
bekommen. Setze g := >, g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird
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durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
= Uj—; M; und f wie in (4)

/Iglqdu /fgdu Z/XMfQJdM Zso (xar, f)
i

]1M ]1M

- @(Z o f) < Z el 71l
= el Z / o F7an) " = el / ol an)’

Daraus folgt fAn lg|?7du < ||¢||, und nach Beppo Levi Theorem g € L1(M, p).
Es gilt:

p(f) = w(lim xa, f) = Tim o(xa,f) = gijgo/fg

An
. Lebesgue
= lim /XAnfg = /fg-
n—oo
M M

O

Satz 7.11 (Lp Interpolation Ungleichung). Seien po,p1 € [1,00], 6 € (0,1)
und ple = p—0+— Sind f € LPO(M, p)NLPY (M, 1), dann ist f € LPo(M, u)
und es gult

—0 0
1£llpo < 111l £, -

Proof. Setze g := ]f] (1=0)po ynd h := ]f\epf’ Dann ist gh = |f|(1=0petbre —
|f|Po, ferner g € L0~ = (M, p) und h € L (M, i) und

1£1I5s = llghll < Rl = = [I£ 156" - 1115

P10

O

mit der Verwendung der Hélderschen Ungleichung.

Satz 7.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < p; <

0o, fi € LPi fiiri=1,...,m. Sei ferner 1 < p < oo so, dass % :Zznzlp%'

Dann gilt

[[fierr uwnd HHfZ- <TI0l
=1 =1 =1

Proof. UA. O

Definition und Satz 7.13. (a) L'NL%°(M, ) == LY (M, p)NL> (M, p)
versehen mit der Norm || f|l1noo == || 1|1+ || fllco st ein Banachraum.
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(b) Definiere
LY+ L®(M,p) == {f : M — K mb. : 3g € L*(M, p1), h € L>®(M, )
mit f =g+ h}.
Die Abbildung
1l o0 o= Al + glloo = £ =g+ h:he LY(M, ), g € L=(M, )},
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.

Proof. UA. O
Satz 7.14. Sei 1l < p < oo. Dann gilt L,(M,p) C Ly + Loo(M, ).

Proof. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M,u). Setze A = {x €
M : |f(x)] > 1} und h := xaf, g := xam\af. Dann g € L®(M, ;1) und
h € LY(M, 1), denn

[mau= [1nae< [15rans 1P au
M A A M

Theorem 7.15 (Riesz—Thorin Konvexitétstheorem). Sei T': Ly + Lo —
Ly + Lo linear, ferner seien pg,p1,70,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro < 71.
Sei o € (0,1) und setze

O

pokEeg wd feleen
Dann gilt
1Tl wm, 7y < ITUS im0 ooy 1Tz -
Proof. Ohne Beweis. O

8. L, RAUME II.

Im Folgenden sei u stets das Lebesgue-Mafl und X die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

Satz 8.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € L'(R%), g € LP(RY),
1 <p<o0. Dann gilt

(a) Fiir fast alle x € R? ist y — f(z —y)g(y) € L' (RY)
(b) Setzt man

(f % 9)(x) = / f(x = 1)a(y) dy
R4

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt

1f gl < NN -llgll, 1 <p<oo
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Proof. Sei p = 1. Dann gilt:

[ [ 11 =gt ay da T°“e“1/| !/Ifw— ) dz dy < [If 1 lglh-

Rd RY
Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung

|/f 2~ )g(y) dy| < 11 ]1glloor

insbesondere existiert [ f(z —y)g(y) dy fiir alle z € R%
d

R
Betrachte nun die Abbildung Trg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz—
Thorin Konvexitétstheorem, dass Ty € £ (L, LP) und ||T¢|| 2 (e, 10y < || fl1
fiir 1 <p < oo, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

p
[\ f vt onstnay) az
R4
p
Zrﬁ_{go/ /If(x—y)IXB(o,r)g(y)!dy dz
<

Aim [ fll1lxzom9lle < [1fllllgllp,

d.h.
P

/ Fa—-ylgwldy| <oo fa. e R

Beispiel 8.2.
(a) Betrachte

(1—Au(z) = f(z), zeRL

Dann existiert fir jedes f € LP eine eindeutige Losung u. Desweite-
ren besitzt u die Darstellung

u(z) = (k* f)(z), =z¢€ R,

mit einem Kern k € L.
(b) Betrachte

Ou(t,x) — Au(t,x) =0, t>0, z € R?
u(0,z) = up(z), =R

Dann existiert fiir jedes ug € LP eine eindeutige Ldsung u. Deswei-
teren besitzt w die Darstellung

u(t,x) = (ki % uo)(x), t>0, zeRY
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mit ky € L' firt > 0.
Korollar 8.3. Sei f € LY(RY), dann definiert die Abbildung Tf := fxg
einen stetigen linearen Operator auf LP(RY) mit |T| < || f]l1-

Satz 8.4. Sei f € C.(RY), g € L} (RY). Dann f x g € C(RY).

loc

Proof. Wegen |(f+g)(x)| < [[fll1llglleo existiert (fxg)(x) = [ f(z—y)g(y)dy
fiir alle € R Sei z, — x. Setze F,(y) = f(zn — y)g(y) und F(y) =
f(z —y)g(y), dann F,(y) — F(y) fiir fast alle y € R%. Anderseits, sei K
kompakt so, dass x, —supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f falls

y ¢ K, dh. f(z, —y) =0 fir y ¢ K, und so [Fa(y)| < || fllooxx (¥)]g()]
integrierbare Majorante. Nach Lebesgueschen Satz folgt [ F, dy — [ F dy.

O
Definition 8.5. Sei Q C R?, f: Q — C messbar und setze

Oy = {x € Q: 3V C Q offene Umgebung von x
mit f(x) =0 fir f.a. x € V}

Dann heifst supp f := Q\ Oy der Tréger von f.
Satz 8.6. Sei f € C.(RY), g€ L} (R?). Dann gilt

loc

(5) supp(f * g) C supp f +suppy

Proof. Wegen |(f*g)(z)| < ||fll1llglleo existiert (fxg)(z) = [ flx—y)g(y)dy
fiir alle z € R%. Also

(Feo@ = [1e-vowdy= [ s e dy
Rd (z—supp f)Nsupp g
Falls z & supp f+supp g, gilt (x—supp f)Nsuppg = @ und (f*g)(x) =0. O
Bemerkung 8.7. Im Satz 8.6 gilt supp f + supp g = supp f + suppg.
Bemerkung 8.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(RY), g €
LP(RY), 1 < p < oo.
Satz 8.9. Seien f € CH(R?), g € L} (R?). Dann ist f x g € C*(R?), und

loc

DY(f*g) = D*fx*g. Insbesondere f € C>°, g € L} (Rd) = fxg € COO(Rd)-

loc

Proof. Wie immer (f * g)() existiert fiir alle . Sei e; € R? ein Standardba-
sisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f+ B(0, 1), dies ist auch kompakt.
Dann

H(f*g)(x + hej) — (f x g)(x))
N / i (f(@+he; —y)g(y) — flz —y))gly) dy =

Rd

= [ R+ hes = 0)g(w) ~ £~ 9))ato)

K—x
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wobei der Integrand gegen D; f(z —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auflerdem
gilt

|5 (f (@ +hej —y)g(y) — fl@ = y)gW)] < ID; fllclg(y)].

Nach dem Satz von Lebesgue bekommen wir D;(f * g)(x) = ((D; f) * 9)(z),
und so die Behauptung. O

Definition 8.10. Eine Folge (pr,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften
(a) pn € C™(RY) (¢) supp p, € B(0,1/n)
(b) pn>0 (d) [oipn=1

heifit Mollifier.

Beispiel 8.11. Betrachte p € C2°(RY), supp(p) € B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py,(x) := 1/n%p(nzx).

Lemma 8.12. Sei f € C(R?) und (pn)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
pn x [ — [ gleichmifig auf kompakten Teilmengen von RY.

Proof. Sei K C R kompakt. Dann existiert fiir alle € > 0 ein § > 0 mit
|f(x —y) — f(z)| <efirz € K und |y| <J. Also

mﬂfX@—f@MZ/U@—ﬂ%aﬂ@Wdey

R4
= / (f (@ —y) = f()pn(y) dy,
B(0.1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)| < e [pn =€ fir z € K. O

Lemma 8.13 (Urysohn, C*®-Version). Sei § # Q C R? offen, K C Q, K
kompakt. Dann existiert ein ¢ € C°(Q2) mit 0 < ¢ < 1 und p(x) =1 fir
r e K.

Proof. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U. := {y € Q :
dist(y, K) < e} € Q und v = xp.. Dann gilt ¢ := p, * u € C®(R?)
und suppp C B(0,1/n) + U, C €, also suppp C € ist kompakt. Sei z €
K, dann 9(2) = Jycy/ e~ 0)pu() A = [,y pa(y) dy = 1. Forner
[lloo < llonls - [allo0 = 1. Da o > 0 folgt anch 0 < ¢ < 1. 0

Satz 8.14. Sei 1 < p < oo. Dann ist C°(RY) dicht in LP(R?).

Proof. Sei f € LP(RY).

Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T = ZZ]\L L @ixa; mit A; C RY beschrinkt
wnd [T — |}, < e.

MafBtheorie.

Beh.:Ve > 03u € C(RY):||u — xa,llp < e.

Waihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
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und |O \ K| < e (Existenz: MaBtheorie). Dann existiert nach Lemma 8.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

/\XAi — P = / Ixa, — ¢l <2P|O\ K| < 2Pe.
o O\K

Satz 8.15. Sei (pp)n>1 ein Mollifier.

(a) Seil<p< oo und f € LP(R?). Dann |pn * f = fllp — 0.
(b) Sei f € BUCRY). Dann ||pn * f — flloo — 0

Proof. (a) Nach Satz 8.14 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit ||f —g|| < e.
Satz 8.6 liefert

supp(pn * g) € B(0,1/n) +suppg C K, wobei K compact.

Da nach Lemma 8.12 p,, * g gleichméissig auf K gegen g konvergiert, existiert
ein ng € N mit

lon % g — gl =/|pn*g—grp < K.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung

lon* f = fllp < llpn* (f = Dlp +lonxg9—9gllp +llg — fllp
1
<|f =gllp +llpn*xg—glp +1lg = fllp <e+elK|r +e.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 8.12. O

Korollar 8.16. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < oo. Dann ist C°(Q)
dicht in LP(2).

Proof. Setze Q,, == {z € Q : dist(z,Q°) > 1} und

_ f@) , zey,
fn(z) = 0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue lim, .o || fn — fllzr() = 0, d.h fiir
e > 0 existiert ein ng mit [|f, — fllzr) < e

Setze g := pm * fn, wobei p,, ein Mollifer ist. Dann existiert nach Satz 8.15
ein mo > no mit [|gm — foollrre < €, m > mg. Desweiteren gilt

SUPP gm = SUPP P + SUPP fn, C 2,  m > my.
Damit erhalten wir

lgm — f”LP(Q) <llgm — fnoHLP(Q) + ano - f”LP(Q) <2, m=my.
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Satz 8.17 (Zerlegung der Eins). Sei Q C RY offen. Seien ferner
K, CcQ, CQ CQ, ieN,

mit Q; kompakt und

U=«

€N
so, dass fiir alle T € Q eaistiert eine Umgebung U(x), die nur endlich viele
Q; trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner an,
dass K; N K; =0, falls i # j.
Dann existieren p; € C°(Q), i € N mit

(a) pi =0
(b) Yien pilx) =1, falls © €
(c) 0 <Y ienwi < 1.

AufSerdem gilt ¢;(z) =1 fir x € Kj.

Proof. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
K CV;CV;cU;c9

wobei Vj kompakt, U; N K; = (0 falls i # j und Vj,U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von €. Wihle 90;- nach Lemma 8.13 zu U; und Vj. Dann gilt
o(x) == ey wi(x) > 0, wobei lokal in € nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze Setze ¢;(x) := ¢}(x)/¢(z). Nach Konstruktion
haben die ; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von Q; und Kj: U; := €5\ Ui#j K. Natiirlich
gilt K; C U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei x € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fir j # k € J existiert eine Umgebung Wy (z) C U(x) von x mit
Wi(z) N K = 0. Setze W (x) := NgesWi(z), die ist eine Umgebung von z
mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle ¢ € N, ¢ # j, also Uj ist offen.
Sei jetzt x € (1, liegt dann z € ), fiir ein j, dann entweder liegt es in Uj
oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung Uj is lokal endlich da €; lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei V; := U;. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 0o
Uvulu =«
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 9U,, die erfiillt

n—1 o0
ou, cF,. c|Jvu | U
j=1 j=n+1
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Falls U,, # 0, kénnen wir eine kleinere Umgebung oU,, C F} C F,, finden
damit U, \ F, nichtleer wird. Setze V,, := U, \ F},. Dann

n [e.e]
U.CVauE, | Jviu | U
j=1 j=n+1
Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [
Satz 8.18 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C Ui Q,
mit Q; C RY offen. Dann existiert p; € C2°(S;) mit

(a) ¢; >0
(b) 2?21 wi(x) =1, fallsz € K
(c) 0< 30 ¢ <1.

Proof. Konstruiere V; C Vj C Q; mit Vj offene Uberdeckung von K und
Vj kompakt. Dann wiederhole Schritt 1, von dem obigen Beweis. (Oder
verwende Satz 8.17) O

Bemerkung 8.19. Das System (¢;)ien heifit der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

9. SOBOLEV RAUME L.
In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

Definition 9.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L}, .(Q). Falls die
Identitat

/fDO‘<p = (=1)lo /gw fiir alle ¢ € C°(Q)
Q Q

gilt, heif§it g die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D f = g,
) =g oder f = 08%.

Bemerkung 9.2.

(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obige
Definition sinnvoll, denn

/(f —g9)p =0 firallepeCX) = [f—g=0 fast iberall.

Q

(b) Falls f € C™(Q). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische

partielle Ableitung von f.
Definition 9.3. Seim € N und 1 < p < co. Definiere
WmP(Q):={f € LP(Q): V|a| <m ID*f € LP(Q)}
| fllwme(q) == Z 1D fll e (-
la|<m

Satz 9.4. W"P(Q) ist ein Banachraum.
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Proof. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollstdndigkeit zu zeigen, neh-
me (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D“f,) C LP(Q) sind
alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die Grenzwerten
mit f,. Wir zeigen nun D*f = f,:

/wa /Dafn‘P )O"/an%—> (—D'“/fD“«P-
Q

Die Behauptung folgt. O

Satz 9.5. Sei 1 < p < oo. Dann ist W™P(Q) separabel und reflexiv.
WmL(Q) ist separabel.

Proof. Definiere die stetige Abbildung

T WmP(Q) — LP(Q) x -+ x LP(Q) =: X,
M

wobei M = die Anzahl der Multiindizes « mit |a| < m ist, durch (Jf)(x) :=
(D“f)aj<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen angeschlos-
senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. Nun verwende Satz 6.8 und
Satz 2.16, um die Behauptung zu erhalten. O

Lemma 9.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte § = dist(D,99) > 0 und den Mollifier
Ne, € < 8. Setze fo:=n. * (xaf). Dann f. — f in W™P(D).

Proof.
DO f(z) = Do * (xof) / D — ) f(y) dy
Dl [ Do - )i s "E [ oo -0 s dy
Q
= (Df)e(z), z€D.
Also f. € W™P(D) und nach Satz 8.15 D f. = (D*f). — D*f. O

Satz 9.7. Fiir 1 < p < oo ist WI(Q) 0 C®(Q) dicht in WP(Q).

Proof. Betrachte eine lokal finite Uberdeckung Qj von €, Qj C Q kompakt
(siehe Satz 8.17). Sei @y, Zerlegung der Eins, € > 0 und ¢ > 0 spéter noch
zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 9.6 f; . € W™P(Qy) mit
| f — frell < cre. Setze

fei=> orfrs also fo— = or(fee— 1)

keN keN
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(lokal niir endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
Ce(©)

/ oS Dyt = / (Di(owt) — Digrth) f = — / (erDif +f Digy).
Q

Q Q
Daher ist ¢ f € WLP(Q),

Di(exf) = Digr - [+ orDif.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(Q), und fir |o| < m
o _
D(erf) = < >Da Por-DOFf.
B<a 6
Wir erhalten
(63 (0% «a a—
Df.—-D°f =) (ﬂ> > D* Pop(DP fr.. — DF).

B<a keN

D% fe = D*fllr) < C Z HSOkHCm@)HDﬁfk,e - DﬁfHLP(Q)
keN

< CEZCHSDkHcm(ﬁ) <&,
keN

falls ¢, < 27*([lexllgmey +1)71/C- 0

Satz 9.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, %4-% =1 und f € Wm™P(Q),
g € W™4(Q). Dann fg € W™Y(Q) und Di(fg) = Dif - g+ f Dig.

Proof. Sei p < co. Nehme f, € W™P(Q) N C*®(2) mit f — f. Wir haben
gesehen D;(frg) = Dify - g+ fxDig.

/Dz«p-fg= lim /Dzw-fkg= — lim /@Di(fkg)
k—o0 k—o0
Q Q Q

— tim [ o(Difi-g+ fiDig) = - / o(Dif g+ [Dig).

k—o0
Q Q

Der Rest folgt mit Induktion. O
Satz 9.9 (Kettenregel). Seien Q',Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C'-
Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D®~!. Seil < p < oo.
Dann gilt fir f € WP(Q):

(a) fod® e WLr(Q).

(b) O(f o®)=0f o ®-0P.

Proof. UA. O
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Satz 9.10. Sei I # ) ein offenes Interval und f € WHL(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I \ N

)
(6) ) — fla) = / f'(2) da

gilt.
Proof. Sei fi, € C°°(I) N W1(I). Dann gilt

fol) — fula) = / fi(z) dz — / f(z) dz

Da fp in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-
gente Teilfolge, also lim; .~ fi,(2) = f(2) fur fast alle z € 1. O

Satz 9.11. Sei I # () ein offenes Interval und f,g € L'(I) mit
y
f0) - @) = [92)dz firayen\N,

xT

fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WHY(I) und f' = g.

Proof. Sei € C°(I), und ¢,d € I so, dass supp ¢ € [¢,d] und f(y)— f(c) =
[? g(z) dz fiir fast alle y € I. Dann

/w’@)(f( dy—//w 7) da dy :/d/dw’ ) dyg(z

O

Satz 9.12. Sei f € WYI(I). Dann ezistiert ein g € C(I) so, dass f = g
fast tiberall.

Proof. Sei I = (a,b). Definiere h(y f Y f'(2) dz. Die Funktion h ist stetig
auf I, denn f' € LY(I ) AuBerdem ex1stlert hmm_)abh( ), also h € C(I).
Seien z, z so, dass f(z) = [ f'(z) dz. Sei ¢ := f(2) — h(z) und setze
9(y) := h(y) + c. Nach Deﬁn1t1on f(x) = g(z) fir fast alle z € I. O

Bemerkung 9.13. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-
keit sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dequiva-
lent zu (6) (vgl. Mafitheorie).

Satz 9.14. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die Einbettun-

gen WMP(I) — WIP(I) — WLYI) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WP (I) — C(I) kompakt.
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Proof. Es ist klar, dass die Einbettungen
W™P(I) — WP(I) — Wh(I)

stetig sind. 3
Es bleibt zu Zeigen, dass Wh1U) — C(T) stetig ist. Sei f € WH(I). Nach
Satz 9.10 existiert eine Nullmenge N mit

) — fla) = / f(t)dt, zyel\N.

Dann gilt

Yy Yy
11 = 1@+ [ £ ir@l+ (1712 15@)1+ 1.

Integration bzgl. x iiber I liefert

(b—a)lf(y)| < / f)ldz < |[[flliy + O =a)llf iy, yeI\N,
T

d.h (| fllpeery < Cllfllwra(ry. Da C(I)NWHH(I) dicht in W) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fir f € C(I) gilt [|ul zoo(r) = l|tlloo--
Nun sei p > 1. Dann gilt

t | pHold / /
)= s@p < ([171) 2T @yl [150 <@y [15p,

d.h.

f(@) = F@) < (@ =9t | fllwiac,  fe WD),

Also ist Byip(p),1(0) € C(I) gleichméBig gleichgradig stetig. Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. O

10. SOBOLEV RAUME II. — EINBETTUNGSSATZE

Satz 10.1. Fir 1 < p < oo ist der Raum C°(RY) dicht in W™P(R?).

Proof. Seien € > 0, f € W™P(R?) und ¢ € C*(R%) mit suppy C B(0,2)
und ¢(z) =1 fiir € B(0,1). Setze ¢j(x) := ¢ (z/j).

Beh. 1;f — f in W™P(RY).

Die Produktregel (Satz 9.8) liefert

BLa

1D f — /)l < C Y IDP(yp; = 1)| - [Da-spfl,
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also

/‘Da(%’f - f)’pi < C//Z \Dﬁ(@bj — 1)‘1’ . ‘Da*ﬁf’p
R4 R4 /@SOé
= Z / |Dﬁ(¢j —1)IP- |Da—gf|p
B<aga\ p(o,5)
+C’Z / |D/6(Q]Z)j_1)|p.|DOé—ﬂf|p
B=ap(o,4)

D DR VR R A

oy [ e
PFSogay (0,5)

falls j grofl genug ist.

Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,,*1; f kompakten Tréger

und ist glatt. Nach Satz 8.9 und 8.15 gilt Dy (pn * (¥5f)) = pn* Do (¥ f) —

Do f fiir n — oo. Sei also erst j grofl und dann n geniigend grof3, so dass

1f=pnx (W5 H)llwms@ay < Nf =0 fllwmp@ay+ 185 f —pnx (@ F)llwmp ey < e
O

Satz 10.2. Sei 1 < p < oo0. Dann gilt

WHP(R) — L*(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fir eine Konstante C),
lull 2oy < Collullwromy, VYue€ WHP(R).

Proof. Sei ¢ € C°(R) und 1 < p < oo. Setze G(s) := |s|P~1s. Dann gilt
Y = G(p) € CLHR) und ¥ = G’ ()¢’ = plp[P~1¢'. Also erhalten wir fiir
zeR

T

Glp(x)) = / Plo(®P1(0) dt.

— 00

Nach der Holderschen Ungleichung folgt
G(p(@)| = lp@) P < pllelE I¢'ll»

und
()] < CllellP 7ol P
Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) lp(@)] < CERlelly + C5l1e Iy < Cllellwn .-
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Sei nun u € WHP(R). Nach Satz 10.1 existiert u, € C°(R) mit u, — u in
WLP(R). Mit (7) ist dann u, eine Cauchyfolge in L°°(R) und die Behauptung
folgt. ]

Lemma 10.3. Sei d > 2 und fi,..., fq € LY RITY). Fir x € RY und
1 <i<d setze

T = (1,T9, ..., Ti—1,Tjt1,...Tq) € R1
und sei

f(x) = fi(@1) fa(Zo) - - fr(Ta) firz e R4,
Dann f € LY(R?) und

d
£l 1 (ray < H | fill a1 (ra—1y-

Proof. Der Fall d = 2 ist trivial. Wir beweisen mit Induktion. Sei d > 3 und
nehme an, dass fiir alle 2 < k < d die Behauptung wahr ist. Dann

1 llon ey = / / F(@)] degday ... de s

Ri-1 R
d-1
= / !fd(fd)\/n\fi(fi)!dxd dey ... dzgq
g i=1

veralg Holder

/\fd%!(l_[/\fzxz !dldmd> = dzq ... dzg_q

i=1p
. d—1 d—2
Holder a—1
< ”deLdfl(Rd—l) / H /’fl 371 ’d 1 dxd)d 2 dzy ... dxdfl)d 1
Rd—1 =1
Ind. d 1 et .
< Iall oz F(@)"" deg 4 )
1= 1 Rd—1 R
d—1

= H HfiHLdfl(Rdfl)-
i=1

O
Theorem 10.4 (Sobolev). Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung
- 1 1 1
Wl (Rrd I d :
p(R)‘—) p(R), mltﬁ—g—g

stetig und es existiert C' = C)p g mit

Ifll < CIVflle V€ WHP(RY).
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Proof. 1. Schritt: u € C}(RY).
Seil <i<n.

lu(z1, xo,...,xq)| = ‘ Ty ooy L1y by Tt 1y e ey Tq) dt‘

< 7 g“
327;(53@')

Also [|fill 1 (ra-1) < Hg;HLl(Rd)-
Es gilt |u(z)|? < [IL, |fi(Z)| und

/|u dldx</H|fz Ti dldx—HHazz

Rdzl

Ty v. ,.Z‘Z‘_l,t,l'z‘+1,... ,.Z‘d)‘ dt

Das heiBt

(8) lll g _HHa%

Wir wenden (8) auf |u|’, ¢ > 1 anstatt auf u an. Also

d=1 1
Il / 5 (2 dz) * <HHtru\“ 22017,

Ll(Rd

<tHH]ut 159;

Wiéhle nun ¢ so dass % = q(t—1), d.h. t = “=p* (dann ¢ > 1). Jetzt durch

dividieren mit ||u|®

Ll(Rd <tHu’Lq(t 1 (R4) HHazz

L‘I(f*1>(Rd) bekommen wir

ull Lo+ (gay < tHHazz

die Behauptung fiir u € C} (Rd).

2. Schritt: Sei v € W'P(R?). Nach Satz 10.1 wihle u;, € C°(RY) mit
up — u in WP(R?). Dann [kl o+ (may < ClIVug||Lp(gay- Dies zeigt auch

;p(Rd < CHVUHLP(Rd)v

dass uy eine Cauchyfolge in LP"(RY) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-
ne Teilfolge konvergiert dann fast iiberall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung uy(z) — wu(x) fir fast alle x € R% Also up — w in LP"(R%), und
[ull o gay < ClIVull o a)- O

(d-1)

Bemerkung 10.5. Es geniigt Cp 4 = pp Die optimale Konstante ist

bekannt aber kompliziert.
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Satz 10.6. Sei 1 < p < d. Dann ist die Finbettung
WiP(RY) — L' (RY), r € [p,p¥]
stetig.

Proof. Sei p < r < p*. Fiir ein 0 gilt 1 = g + 11;—*9. Verwende dann die

T

Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 10.4

Jull pr ey < HuHip(Rd)”UH;f(Rd) < Ollullpogay + (1 — O)[|ull Lo (ray
< lullze ey + 1l o (may < llullpr ey + ClIIVUl| ppray
< O'ullwrray-

Theorem 10.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Einbettung
WHP(RY) — L®(R?)
stetig. Ferner existiert ein C := Cgq,, so, dass fiir alle f € WLP(RY) gilt
(@) = fW) < Cle —yPIVflle  fir fast alle x € RY,
wobei 6 =1 — %.

Proof. 1. Schritt: Sei u € C}(R?). Sei Q ein abgeschlossener Wiirfel 0 € @
mit Seitenldnge 7. Sei x € @, dann u(x) — u(0) = 0 dt u(tx) dt. Daraus

d
Z 5. (12) Hmzldt<r2/‘ -(tx)| dt.

=1 = 10

ju(z) = uw(0)] <

O\,_.

Sei u = |Q|™? Jo u(z) dz. Dann |a — u(0)| < Q! Jo lu(z) —u(0)[, und

Loy 1 d
|t —ug| < a1 /Z!%(tm)!dtdx: T%//Z‘g— (tz)| dz dt

o 0 i=t 0 o i=1
1

0 i=1ig
h 1/

< [ ([1zmwr w) e
0 =1 4

/\

d/ 1—d/
< I Vul g ¥ / Gt = IVl
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Natiirlich wir konnen das ganze fiir x anstatt fiir 0 wiederholen und auch @
verschieben, also
,,,.l—d/p

9) lu —u(z)] < T d/pHVuHLp(Q) fiir z € Q.

Daraus

opl=d/p
1—d/p
Sei nun z,y € R?. Es existiert ein Wiirfel Q der Seitenlinge r = 2|2 — y| mit
z,y € Q.

u() —u(y)] < |u(@) —al+[a—u(y)| < IVullieq) — fiir 2,y € Q.

Claz —yl’

lu(z) —u(y)| < W

HVUHLP(Rd)'

2. Schritt: Sei uw € W1P(R?). Approximiere mit uy € C®(R?), d.h. up, — u
in WP(R?). Wie im Beweis von Theorem 10.4 folgt

Clz —y/°
1—d/p

3. Schritt: Wir zeigen W1P(R?) — L*(R9). Sei u € CH(R?), z € R% und
@ > z der Einheitswiirfel. Aus (9) folgt

u(z) —u(y)| < IVull Lo (ra)-

lu(@)| < [a] + ClVull o) < llullrr@) + ClIVUllLe@) < Capllullwirwa)-
Schliefllich approximiere v € WP(R?) mit uy € CL(R?). O
Satz 10.8 (Der Fall p = d). Die Einbettung
WLRY) o LIRY), g€ [d,o0)
15t stetig.
Proof. Ohne Beweis. O
Korollar 10.9. Setm e N (m > 1) und 1 < p < oco. Dann gilt

(@) 1 =% >0 = WmP(R) < L"(R?) mit } =} -
(b) %_ 2=0= Wwmp(RY) — LM (RY) fir alle r € [p,oo) %: % —m

(¢c) 3 =5 <0 = WmP(R?) — L*(R?)
jeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p¢N. Setze
k::[m—g] und 0::m—g—k,0<9<1
= fiir jede f € W™P(R?) es existiert C' mit
1D fllLoe < Clf[lwme Vla| <k
[D°f(2) = D*f ()| < Cllflwmelz —yl”  fast alle 2,y €R?, |a| = k.
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Insbesondere gilt
WmP(RY) — CF(RY)
mit stetiger Finbettung.

Proof. UA. O

11. SoBoLEV RAUME III.
Notation 11.1. Sei € RY. Dann = = (2/,z4) mit ' € R&L, o/ =
(x1y...,xq—1). Wir setzen
R‘j_ ={z = (2',2q) : zq >0}
Q:={z=(2",zq): |2'| <1 und |z4] <1}

Qi =QNRY
Qo :={x = (2',24) : |2'| <1 und x4 =0}

Definition 11.2. Sei Q C R offen. Dann heifit Q von der Klasse C*, falls
fiir alle = € 0Q es eine Umgebung U(x) von x in R und eine bijektive
Abbildung ® : Q — U(x) existiert, so dass ®, ®~! stetig differenzierbar sind
und ®(Q+) =U(x) NQ, (Qo) = U(x) NN gelten.

Satz 11.3 (Fortsetzungsoperator). SeiQ C R? beschrinkt und von der Klas-
se 1. Dann ezistiert fiir 1 < p < oo ein linearer Operator F : WHP(Q) —
WLP(RY), so dass fiir alle w € WHP(Q) gilt

(a) Fulq = u,

(b) [[Full 1o may < CallullLr(q),

(¢) [Fullwirmay < Callullwirq)-
Beuweisidee: Betrachte fiir jedes € Q) eine Umgebung U(z) und einen zu-
gehorigen Diffeomorphismus @, : Q — U(z) (nach unserer Voraussetzung).
Dann kann man Q mit Uy := Q und endlich vielen U dieser Form tiber-
decken (I = 1,...,d). Betrachte eine dieser Uberdeckung untergeordnete

Zerlegung der Eins (p;). Die Funktionen ¢;f (eingeschrénkt auf Q N U;)
liegen in W1P(Q N U;). Sei einfach

oy Jgo(z) welU
fo(z) == {0 g Uy’

Fiir [ > 0 definiere g; := (¢ f) o ®;. Dann gehért g zu W1P(Q,) nach
Satz 9.9. Setze g;, | > 0 auf @ so fort:
. 2w ', xy) €
R R N b
g((z',—zq)) (2',24) & Q+ U Qo.
Es gilt g € WH(Q) und ||gillwrrq) < Cllaillwis(g,) (dies ist noch zu
beweisen!). Jetzt sei f; := g o (I>l_1. Dann gilt fl‘ onU, = ((plf)‘ onu, und f;
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ist null auBerhalb von <I>l_1(Q). Betrachte jedes f; als eine Funktion definiert
auf R? (0 auerhalb U;). Dann f; € WHP(RY), also liegt die Funktion

F=>"h
I=1

auch in W1P(R?) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschétzungen gelten fiir [ > 0:

lgillwrrr) < Cllefllwir@nu)s lgillry) < ClleifllLenuy)
gtllwre Q) < Cllallwrrgy), Gillr@) < CllallLr(qy)
[ fillwre@wy) < Cllallwirg), Ifille @y < Cllallzeq)s

wobei die Konstante C' nur von €, von der Uberdeckung und von den zu-
gehorigen Funktionen ®; abhéngt. Also

d d d
I lwrsay <D I filwriogey = > I fillwre@y < C - leifllwir@ng)
=0 =0 =0

< " fllwrwi)-
Analog geht der Beweis der LP-Abschitzung (b). O
Satz 11.4 (Dichtheit). Sei ) # Q C RY beschrinkt und von der Klasse C*.
Seiu € WIP(Q) wobei 1 < p < co. Dann existiert eine Folge (u,) € C2°(R?)
mit up|q — U in WP(Q), d.h. die Menge
{u‘g DU € Cgo(Rd)}
ist ein dichter Unterraum von W1P(Q).
Proof. Sei uw € WYP(Q) und betrachte Fu. Satz 10.1 liefert eine Folge

(vn) € CP(RY) mit v, — Fu in W(R?). Die Folge uy := vyq hat die
gewiinschten Eigenschaften. O
Korollar 11.5. Sei () # Q C R beschrinkt von der Klasse C', oder Q =
Ri. Sei 1 <p < oo. Dann gilt
(a) 1 <p<d= W"(Q)— L"(Q) mit =
(b) p=d = W'P(Q) — L"(Q) fiir alle r € [p,o00
(c) p>d= W'P(Q) — L>(Q)
jeweils mit stetiger Einbettung.
(a) Seip>dund o =1-— g. Es gibt eine Konstante C := Cq, q mit

[f (@) = fW)I < Cllfllwre@le —yl* fiir alle f € WHP(Q).

Insbesondere ist die Einbettung
WP(Q) — C(Q) stetig.
Proof. UA. O

1
d’
2
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Korollar 11.6. Sei m € N (m > 1) und 1 < p < oo. Dann gelten die
folgende Aussagen

(a) L -2 >0= WmP(Q) - L'(Q) mit L =12
(b) % -0 =0= W™P(Q) — L"(Q) fir aller € [d,c0),
() =2 <0 — Wwmr() = Lx(Q)

jeweils mit stetiger Finbettung.

(a) Sei % — %<0, m—d/p¢&N. Setze

_m
d

k‘::[m—%] und 0::m—%—k,0<9<1
= fiir jede f € W™P(Q). Dann existiert C mit
D% fllLoc (@) < Cllfllwmp)  fiir alle |a] <k
D f(x) = D*f(y)| < Cllfllwmrle —yl”  fir fast alle 2,y € Q, |a| = k.
Insbesondere gilt
WP(Q) — C*(Q)
mit stetiger Finbettung.

Proof. Analog zu Korollar 11.5. O

Satz 11.7 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f € LP(§)
mit 1 < p < oo. Aquivalent sind

(a) f € WHP(Q)
(b) Es existiert C > 0

0
[ £52] < Cllele. i alle p € C2(@), i =1.....d.

(c) Es existiert ein C' > 0, so dass fiir jedes Q' C Q mit ' C Q und fiir
alle h € RY mit |h| < dist(Q,Q°) gilt

I7nf — fllrry < Clh|.
Bemerkung 11.8. Es kann C = ||V f||1r(q) gewdhlt werden.
Falls p =1, so gilt (a) = (b) < (c)

Proof. UA. O

Satz 11.9. Sei Q C R offen, 1 < p < 0o und M C LP(QY) beschrinkt. Es
gelte

(a) fiir alle e > 0 und Q' C Y C Q existiert ein 0 < § < dist(Q', Q°) mit
ITnf — fllery <€ fir alle h € R? mit |h| < § und fiir alle f € M,

wobei (thf)(x) = f(x + h). o
(b) fiir alle € > 0 existiert ein Q' C Q mit Q' kompakt in 2, so dass

HfHLP(Q\Q/) <e firalle fe M.
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Dann ist M relativ kompakt in LP(€2).

Proof. (Skizze). Wir betrachten zunichst den Fall Q = R, Nach Vorausset-
zung (b) kénnen wir Q' C Q mit ' kompakt in © wihlen, so dass ein C' > 0
mit

(10) I fllze@y < Ce,  f € M.
existiert. Sei 1, ein Mollifier und ® € C,(R%). Dann gilt

(11) 111+ @ — @|[pray < sup [[Th® — @ Ly (gay -
heB(0,e)

Da C.(R%) dicht in LP(R?) ist, existiert fiir f € LP(R?) eine Folge (®;);en C
Ce(RY) mit limj_, ®; = f in LP(R?). Es gilt

lim 7, % ®; =1, * f in LP(RY),
n—oo
lim 7,®; = 7, f in LP(R?).
j—0o0
Damit folgt aus (11) und (a), dass
lim |9, * f — fllzr) =0
n—oo
gleichméfig fiir alle f € M, d.h. es existiert ein C' > 0 und ein n € N mit
(12) |7 x f = flloey < Ce,  f € M.

Wegen n,, * f € C®(R?) gilt insbesondere 7, * f € C(Q). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M = {n,+[: f € M}

relativ kompakt ist.
Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 eine endliche
Menge von Funktionen {1, ..., ¢} C C(Q') mit

M c O B(Q/)Z,ﬁ)
i=1

Daher existiert ein C' > 0, so dass fiir f € M ein j € {1,...,m} mit
(13) i (z) = (nn * f)@)] < Ce, ze@

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf R? von 1 mit 1/; Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

1f =il prmay <€
fiir ein j € {1,...,m} gilt, d.h.
m ~
M c | B(i,e).
i=1
Daher ist M relativ kompakt.
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Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M= { f :
f € M}, wobei f die Erweiterung mit 0 auf R? von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) O

Theorem 11.10 (Rellich). Sei ) # Q C R? beschrinkt der Klasse C'. Sei
1 <p < oo. Dann gilt
(a) p<d= WP(Q) — L"(Q), r € [1,p*), wobei 1% =
1st;
(b) p=d= W'P(Q) — L"(Q), r € [1,00);
(c) p>d= WP(Q) — C(Q)
jeweils mit kompakter Finbettung.

Proof. (a) Sei B die Einheitskugel in W1(Q). Wir verwenden Satz 11.9. Sei

1 < r < p*. Dann existiert ein 6 € (0, 1] mit % = % + 11;9. Sei ' C Q' CQ

und |h| < dist(£2', Q). Die Interpolationsungleichung 7.11 und 11.7 liefern

% — % erfillt

[7hu = ul|rry < [Thu — ull gl — Ulli;*a(g,)

< R Vul|§r g @Il Lo )
< Clhl* IVl oy llulliy i @) < CIAI%,

falls v € B. Ferner gilt fiir solche u

. 1/r )
fullraney = ([ W@l @)™ <l a2\ 21777
o\
<o\ <
falls Q' geeignet gewéhlt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in WP (). Es ist zu zeigen, dass B

relativ kompakt in C(€2) ist. Korollar 11.5 liefert

[f(@) = fy)l <Clz—y|*  VfeB,
mit a > 0, d.h. B ist gleichm#Big gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—
Ascoli 3.9 liefert die Behauptung.
U
Definition 11.11. Definiere WP (Q) := C(Q), wobei der Abschluss in
W™P(Q) zu verstehen ist.

Satz 11.12. (a) Sei 1l < p < oo, u € WHP(Q) mit suppu kompakt und
suppu C Q. Dann u € Wy (Q).
(b) Sei Q C RY offen und von der Klasse C'. Es seiu € WP(Q)NC(Q),
1 < p < co. (Erinnerung: falls p > d, dann WHP(Q) — C(Q)). Dann
ist u =0 auf 02 genau dann, wenn u € Wol’p(Q).

Proof. Ohne Beweis. O



PDG ILFUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN 63

Satz 11.13 (Poincaré Ungleichung). Sei 0 # Q offen und beschrinkt. Dann
existiert Cq > 0 mit

Iflr) < CallV fllr@) fir alle f € WyP().

Proof. Sei f € C*(2) und Q C [a1,b1] X -+ X [ag, bg], und definiere f = 0
auf R?\ Q. Dann gilt fiir i = 1,...,d

\f(xl,...,xi,...xd)]p = \f(acl,...,aci,...xd) —f(xl,...,ai,...xd)]p

= ‘7Dif(x1,...,yi,...l‘d)‘p dy;

g bi
< (b= a't [ IDifP < - at [ |DiP.

Daher
1100 < (i — a;)?/9(b; — a;)|| D o0y = (i = @)’ I Dif 17,

Da (Zz’:l |D; f|P)'/? < M|V f|, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
(]

Satz 11.14 (Einbettungssétze fiir Wol’p(ﬂ)). Die obigen Einbettungssdtze
gelten auch fiir Wol’p—Rdume.

Proof. Klar, da W,P(€2) € W1P(Q). O
Bemerkung 11.15 (Vektorwertige Sobolev-Réume). Sei m € N, k € Ny,
1 <p<ooundQCR? offen. Wir definieren

WEPQR™) == {f = (f1,.. -, fm) : [ €EWFP(Q), i =1,...,m}.
Dann gelten die Sitze fir WoP(Q) auch fiir vektorwertige Sobolev-Rdiume.

Proof. Sétze komponentenweise anwenden. O

12. HILBERTRAUME

Definition 12.1. Sei X ein Vektorraum dber K. Eine Abbildung (-,-) :
X x X — K heifst Skalarprodukt, falls

(a) <$1 +x25y> = <$lay> + <$2)y> f’U/f’ T1,T2,Y € X

(b) (Ar,y) = Az, y) firz,y € X, AeK

(¢) (x,y) = (y, ) firz,yeX
(d) (z,z) >0 und (z,z) =0 <= =0 (firz e X)

Definition 12.2.

(a) Ein normierter Vektorraum heifft Prahilbertraum, wenn ein Skalar-
produkt (-,-) auf X x X ezistiert mit ||z|| = (z,z)/2.

(b) Ein vollstindiger Prdhilbertraum heifit Hilbertraum.

Bemerkung 12.3. Sei H ein Prdhilbertraum. Es gilt
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(a) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |(z,y)| < |(z, )| Y2 |(y,y)|'/? fir alle
x,y € H.
(b) Die Abbildung x — (x,z)'/? =: ||z|| ist eine Norm.

Lemma 12.4 (Parallelogrammgleichung). Ein normierter Vektorraum ist
ein Prdhilbertraum genau dann, wenn fir alle z,y € H ||z +y|*+|z—y|* =
2]z +2]lyl* gilt.

Proof. Ohne Beweis. O

Beispiel 12.5. Beispiele von Hilbertrdumen

(a) C¢ mit Skalarprodukt (z,vy) leyz

(b) 02 mit Skalarprodukt {(z Z TnTn-
(c) L?>(M, ) mit Skalarprodukt {f,g) := /f§ dp.
M

(d) W™2(M, 1) mit Skalarprodukt {f,g) := Z /Do‘fD“g.

la|<m g

Definition 12.6 (Orthogonalitéit). Sei H ein Prdhilbertraum,

(a) Die Vektoren x,y € H heiffen orthogonal (z L y), falls (x,y) = 0.

(b) Die Mengen A,B C H heiflen orthogonal (A L B), falls a L b
Ya € A, be B.

(c) Sei M C H. Das orthogonale Komplement von M ist definiert durch

L={zeH:zl M}

Bemerkung 12.7.  (a) z Ly = ||z||>+|y||* = ||z +y||* (Pythagoras).
(b) M= ist ein abgeschlossener Unterraum von H.
(¢c) NMCH,NCM = M*+CN+
(d) M C M++ =Tin(M)

Proof. UA. O

Satz 12.8 (Projektionssatz). Sei H ein Hilbertraum, K C H eine ab-
geschlossene, konvere Menge und rog € H. Dann existiert ein eindeutiges
xz € K mit || — zo|| = infyex [y — xo]|.

Proof. OBDA nehmen wir g =0 und 0 ¢ K an.

Existenz: Sei § := infyck ||ly|. Dann findet man eine Folge (y,) C K mit
llyn|| — d. Nach der Parallelogrammgleichung

62 < Hyn‘f'ymH < Hyn‘f'ymH + Hyn ymH 2||ynH2 + %HymHQ — 62,

d.h. (yn) ist eine Cauchyfolge. Dann gilt y,, — y € K und ||y|| = 0.
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Eindeutigkeit: Seien x1,x2 € K mit obiger Eigenschaft.

1 1
0 < [l < flmge P 4 |2 = Sllal + G lleall® < 62,

d.h H%W:Ound T1 = To. O

Lemma 12.9. Sei H ein Hilbertraum, Y abgeschlossener Unterraum, xy €
H und x € H mit ||x — xo|| = infyey |ly — zol|. Dann ist x —x9 LY.

Proof. Angenommen die Behauptung ist falsch. Dann existiert ein y € Y
mit (z — zg,y) = 5 #0. Sei z := zp — 2z und A € K mit 5 — A(y,y) = 0. Es
gilt

Iz — )\yH2 =(z—Ay,z— \y) = quz _ Xﬁ _ )\(B _ X<y’y>) _ HZH2 _ Xﬁ,

Dann ist ||z — Ay||? = ||z||* — % < ||z||* = 62. Dies liefert aber ein Wider-

spruch, denn z — Ay =zg—z—Ayund z + Ay € Y. O

Satz 12.10. Sei Y ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums H .
Dann

H=YaoY"t

Proof. Y N Y+ = {0} ist klar. Der Raum Y ist abgeschlossen und natiirlich
konvex, also existiert nach dem Projektionssatz fiir alle x+ € H ein y € Y
mit 2 =y + 2z und z € Y+ (vgl. Lemma 12.9). O

Bemerkung 12.11. Die Darstellung x = y + z definiert eine Abbildung
P:H —Y,xw— y= Px. Der Operator P ist linear und heifit die Orthogo-
nalprojektion von H aufY . P ist beschrinkt und idempotent, d.h. P? = P.

Theorem 12.12 (Rieszscher Darstellungsatz). Es sei H ein Hilbertraum.
Dann existiert zu o € H' genau ein z € H mit

o(x) = (z, 2) Vo € H.
Weiter gilt |||l = |||l

Proof. Existenz: Fiir o = 0 wahle z = 0. Sei also ¢ # 0. Der Raum ker ¢ ist
in H abgeschlossen, und es gilt ker ¢ # H, also enthilt (ker )+ ein zq # 0.

Fiir z € H setze y := ¢(x)20—¢(20)x. Dann ¢(y) = ¢(z)¢(20) —¢(20)p(x) =
0, d.h. y € ker p. Daraus folgt

0= (y,20) = (p(x)20 — p(20), 20) = p(x)(20, 20) — ¥(20)(, 20)

o(z) = 2 1 ),

—
(20, 20)

und z := 20 st der gewiinschte Vektor

= {z0,20) 70 g )

Findeutigkeit: Seien z1,29 € H, p(x) = (x, z1) = (x, 29) fiir alle z € H. Dann
21— 29 € HJ‘ = {0}
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Die Norm: Der Fall ¢ = 0 ist klar. Da ||2]|2 = (2,2) = (2) < |l¢ll|z]]
gilt, so erhalten wir ||z]| < ||¢||. Umgekehrt: |o(x)| = |(z, 2)| < ||z||||z]] =
lell < l]l- m

Bemerkung 12.13. Theorem 12.12 kann auch so formuliert werden: die
Abbildung ® : H — H', ®(z) := (-, x) ist bijektiv, isometrisch und konjugiert
linear, d.h. ®(x +y) = ®(x) + ®(y) und ®(ax) = a®(z) fir alle z,y € H
und a € K.

Definition 12.14. Seia: H x H — K eine Sesquilinearform, d.h. es gilt:
a(z +y,2) = a(x, z) + a(y, 2)
a(z,y + z) = a(z,y) + a(z, 2)
alax,y) = aa(z,y)
a(z,ay) = aa(z,y)
Dann heifst a
(a) stetig, falls IM > 0 mit |a(x,y)| < M||z||||y| fir alle z,y € H.
(b) koerziv, falls 3a > 0 mit Re a(z,x) > a||z||? fiir alle x € H.

13. ELLIPTISCHE RANDWERTPROBLEME

Notation 13.1. Die Sobolevriume werden im Falle p = 2 mit H™()) =
Wm2(Q) bzw. mit HF'(Q) = Wgn’Q(Q) bezeichnet.

Bemerkung 13.2. Die Rédume H™ und Hy' sind Hilbertrdume mit dem
Skalarprodukt

<f,g> = Z /DafDag~
la]<m g
Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-

produkt
9= 5= (3 [10at]) "

lo|<m
welches zu der W™2-Norm dquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natiirlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

Lemma 13.3. Sei (u,) C HY(Q) schwach konvergent gegen ein u. Dann
konvergiert u, in L*(Q2) gegen u.

Proof. Die Einbettung H'(Q) — L?(f) ist kompakt (siehe Theorem 11.10).
Nehmen wir an, dass eine Teilfolge uy, existiert mit |[un, — ul|z2(q) > € fiir
ein festes € > 0 und fiir alle ng, diese Teilfolge wird auch mit u,, bezeichnet.
Da (u,) beschrinkt in H!(Q) ist, hat es eine L?(Q)-konvergente Teilfolge
Up, — u'. Aber u,, — u schwach in H'() also auch schwach in L?(2), was
zu dem Widerspruch v’ = u fiihrt. O

Bemerkung 13.4. Natiirlich gilt das obige Resultat fiir WP Riume so
lange 1 < p < oo 1ist.
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Satz 13.5. Sei f : R — R beschrinkt, Lipschitz-stetig und § # Q C R
beschrinkt, offen. Dann existiert eine schwache Lésung u € HE(Q) der Glei-
chung

d.h.
(Vo,Vu)rz) = (@, f(u)12(),  » € Hy(Q).

Proof. Wir verwenden den Fixpunktsatz von Schauder 3.14 mit X = L2(12)
und

K = {u€ BYQ) s |Vullpa) < Mo),
wobei My eine spéter zu bestimmende Konstante ist. Wir definieren F' :
K — K durch F(v) := u, wobei u die schwache Losung von —Au = f(v)
ist. Nach UA. existiert fiir v € H(Q) ein u € H} () mit

a(p,u) = (Ve, Vu) 2(0) = (9, f(0)) 12(0), @ € Hp(2).
Auflerdem ist F' stetig, da nach Voraussetzung ein L > 0 mit

1F (v1) = fW2)ll12() < Llvr = vallz2(), o102 € L*(Q)

existiert.
Mit der Holder und der Poincaré Ungleichung erhalten wir

IVul2agq) = alu,u) = / F@udz < [|flloollull 1222
Q

1/2
< I flloeCo 21012V ull 2 .

Dies zeigt, dass F': K — K, falls My := ||f||OOC’S1]/2|Q|1/2.

Es bleibt zu zeigen, dass K nicht leer, konvex und kompakt ist. Dass 0 € K
gilt, und die Konvexitét erfiillt ist, ist trivial. Wir zeigen, dass jede Folge
(un) € K eine konvergente Teilfolge besitzt. Da (u,) beschriinkt in H}()
ist, besitzt sie eine schwach konvergente Teilfolge (u,, ), un, — u (siehe Satz
6.12). Nach Lemma 13.3 erhalten wir u,, — u in L?(2). Es bleibt u € K
zu zeigen. Die schwache Konvergenz liefert [|ul| g1 (q) < liminfy, [[un, [ g1(0)-
Da |lun, |2(0) — llullz2(q), folgt auch |[[Vu||p2q) < Mo.

Verwendung des Fixpunktsatzes von Schauder liefert v € K, mit F(u) = u,
d.h. —Au = f(u) im schwachen Sinne. O

13.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbedin-
gungen. Sei } # Q C R? offen und beschriinkt. Seien aji = a;; € C1(Q),
1 <4,57 <nund ag € C(N), ap(x) > 0 fir jedes x € Q. Wir setzen im
Folgenden die sogenannte Elliptizitdtsbedingung voraus:
n
D a(@)&s > algl?, Ve, vEeRY,
ij=1

fiir ein @ > 0.
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Problem 13.6 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u : Q — R mit

Lo, o
(P) —i’jzla?j(aija—xi)+aou =f nQ

u =0 aufdfd

Klassische Losung: Eine Funktion u € C?(Q), welche (P) erfiillt.
Schwache Lésung: Eine Funktion u € H}(2) mit

d
(SP) +/Z%%%+/“O“UZ fo e H@)
= 7 7
Q

0 ,j=1 0

13.2. Klassische Lésungen sind auch schwache Lsungen.

Proof. Falls u € C*(Q) gilt auch v € H'(2) N C(Q). Da g = 0, liegt
in H}(Q) (siehe Satz 11.12). Multiplikation mit v € C2°(Q) und partielle
Integration liefern (SP) fiir v € C2°(Q2). Der Dichtesatz 9.7 gibt (P) fiir alle
v € HE(Q). a

13.3. Existenz von schwachen Lésungen. Seien nun a;; € L>(Q2), f €
L?(Q). Dann existiert eine eindeutige Losung u des schwachen Problems
(SP), mit

lullga ) < Clfllz2@)

mit einer von f unabhéingigen Konstanten C.

Proof. Setze
d ou v
a(u,v) := / Z aija—xi%j —|—/a0uv,
Q

ij=1

Q
b(v) := /fv, v e Hy Q).
Q

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf H}(2), denn

la(u, v)| < C||VullL2@) VY2 ) + Cllull 2@ vl 220

< Cull o) llvlla g)-
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

) = (32 o 22 0u) "2 [ ol o [
a(u,u) = Qij=——=— + aou > /a U +ao/u
ii=1 j@xi 895]-
Q b O O
> a||Vul?2q) = ol Vull7z o) + ellul?zq) — ellullZ2q)
= el|ullfn(q) + (@ = &)[VulZ2(q) — ellulZ2q)

Poincaré _
> ellulltn g + G lullze ) — ellulzo

2 1 2
= elluli e + (& — (1 + &) lullfzay-
Fiir geniigend kleines € > 0 folgt die Koerzivitdt von a. Verwendung vom

Lax-Milgram Lemma liefert die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung
(vgl. UA).

Die schwache Losung u erfiillt

1 1
Julfy < Zatww) = Zbw) = [ Fu< | Fluelull o
Q

Dies zeigt [|ull g < L1171 12(0), also die gewiinschte Normabschétzung. O

13.4. Regularitit der Losung. Seien a;j(x) = 6;; fur alle x € Q und Q
offen, beschriinkt, von der Klasse C2. Sei f € L?(2), u € H}(Q) schwache
Losung von (P). Dann
(a) w e H*(Q) und [lull g2() < |l fllr2@)-
(b) Ist f € H™() und 99 der Klasse C"™"2 = u € H™2(Q) und
[ull frms2(9) < Cllf Lm0
Proof. Siehe Kapitel 13. O

Korollar 13.7. Sei f € H™(Q) und u € H™2(Q) die schwache Lisung
von (P). Die Sobolevsche Einbettungsitze 10.9 geben W'P(Q) — C*(Q),
falls 1 > 2 +d/p. Fiirp=2 und m > d/2 gilt w € H"2(Q) — C%(Q).

13.5. Riickkehr zur klassischen Losung. Sei f € H™(Q2) mit m > d/2.
Dann existiert eine schwache Losung u € H}(2) N C?(Q). Nach Satz 11.12
u‘ aa = 0. Ferner partielle Integration und Dichtheitargument liefern die
Existenz klassischer Lésungen.

Satz 13.8 (Allgemeine Poincaré Ungleichung). Sei § # Q C R offen,
beschrdnkt und zusammenhdngend mit C'-Rand. Sei O # M C WHP(Q, R™)
konvex und abgeschlossen, 1 < p < oo. Dann sind die folgende Aussagen
dquivalent

(a) Es gibt ein ug € M und C > 0, so dass fir alle £ € R™ gilt
u+§eM == €| < C.
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(b) Es gibt eine Konstante C > 0 mit
HuHLp(Q) < C(HVUHLP(Q) + 1) Yu € M.

Proof. (b) = (a): Sei ug € M beliebig und ¢ € R? mit u := ug + & € M.
Dann ist Vu = Vuyg, also nach der Ungleichung in (b)

1N L) — lluollLr@) < lluo + Ellze@) < CUIVuol ey + 1),

d.h. [€] < (C([Vuoll ey + 1) + luoll o)) /11 Lo (6)-
(a) = (b): Betrachte M’ := M — ug. Fiir u € M gilt dann u = v — uy mit
v e M, also
ullze @) < vllze@) + lluollze) < CIVYl| + 1) + |luoll zr (o)
< C(llull ey + [[Vuollpr @) + 1) + lluol| e () -

Dies zeigt dass wir 0.B.d.A. ug = 0 annehmen kénnen.
Wire (b) falsch, wiirde ug € M existieren mit

IVl o) + 1 < gllurllte@)-

Setze ay, := R/||uk|/1r(q), wobei R spéter noch bestimmt wird. Dann gilt:
ar, — 0. Insbesondere gilt aj € (0,1) fiir grofe k, also wegen 0 € M gilt auch
vg = agug € M, und so ||vg|| = R. Dann gilt

HVUk”LP(Q) +ap < %HkaLP(Q) = % — 0.

Da (vg) in W1P(Q) beschriinkt ist, besitzt es eine schwach konvergente Teil-
folge, die auch mit (vg) bezeichnet wird, vy = v € M (vgl. Korollar 6.17).
Nach der obigen Ungleichung konvergiert Vv gegen 0 in LP (), also Vv = 0.
Da ) zusammenhéngend ist, stimmt v fast iiberall mit einer konstanten
Funktion iiberein, d.h. v = £ € R fast tiberall (s. Alt, U 6.9). Nach Voraus-
setzung || < C. Es gilt auch vy — v in LP(Q) (siche Lemma 13.3). Dann
gilt
R = |lvillzr) = Ivllr@) = €11 e @) < ClI1| o (0)-

Dies ist ein Widerspruch, falls R grof§ genug gewéhlt wird. U

Satz 13.9 (Elliptisches Minimumproblem). Sei ) # Q C R? offen, be-
schrinkt und zusammenhdingend mit C'-Rand. Es sei ferner

d

1 Ju Ou

Bu) = / > o e / fu
9] 17]:1 (9]

Sei ) # M C HY(Q) konvex und abgeschlossen. Ferner seien die dquivalen-
ten Aussagen von Satz 13.8 erfillt. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) E besitzt auf M ein absolutes Minimum u.
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(b) Die absoluten Minima u von E sind genau die Ldsungen der Varia-

tionsungleichung
d
o(u—wv) 0
/zaijw_“_/ﬂu_v)go Vo € M.
qQ wi=l Q

(c) Es gibt genau ein absolutes Minimum, falls M die folgende Eigen-
schaft hat:

veEM, EERv+EEM = £=0.
Proof. (a) Beh. {E(u) : w € M} ist von unten beschrankt.

Fiir 6 > 0 gilt
w2 § [ 1V = 1z o)
Q
Young | 2 2 1 g2
= 5lIVullzeq) = dllullz2 ) — 25 1f 11z ()
Die Poincaré-Ungleichung 13.8 liefert HuHLQ(Q < C(HVUHLQ(Q 1), also
(14) E(u) > (§ = 60)|IVul2(q) — Cs.s,

wihle § > 0 klein so, dass § —6C > 0. Das heifit E(u) > Cl”qu%g(Q) — ¢,

also ist E(u) von unten beschrankt.
Beh. Es existiert ein w € M mit E(u) = inf,epr E(v).

Sei up, € M mit E(uy,) — d := infuep E(u). Aus (14) folgt, dass |[Vun|/r2(q)
beschrinkt, und somit nach der Poincaré-Ungleichung (u,) in H'(Q2) be-
schriankt ist. Nach Satz 6.12 hat (u,) eine schwach konvergente Teilfolge
Up, — u. Da M konvex und abgeschlossen ist liegt u in M, siehe Korollar
6.17. Betrachte F'(z) = 37", ajjz;xj, F: R — R. Dann ist F konvex, da
D?F positiv definit ist (vgl. elliptisch). Daher gilt die Abschiitzung

F(y) > F(z) + (DF)(z)(y — ).
Setze A = (a;;). Damit folgt
(AVu, Vu) 120y <{(AVug, Vug) 2y + (Vu, AV (0 — ug)) 12(q)
+ (V(u = ug), AVu) r2(q)-

a (Vu, AV(-)) r2(q) und (V(), AVu) 2y Funktionale auf H}(9Q) sind,
ex1stlert fiir e > 0 ein kg € N mit

<AVU VU>L2(Q) (AVuk, vuk>L2(Q) + e Vk > ko,
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d.h. u = (AVu, Vu) 2 (q) ist schwach unterhalbstetig. Wegen Lemma 13.3

ist
U +— /fu
Q

stetig auf H}(€2), d.h. insbesondere schwach unterhalb stetig. Also ist auch
u +— E(u) schwach unterhalbstetig. Somit gilt

< Timi _ _ .
E(u) —hkn_l,loréfE(u”k) vlél]&E(U) = E(u) Uléljl\“/[E(v)

(b) Sei u ein absolutes Minimum von E und v € M. Da M konvex ist, liegt
(1 —)u+avin M, und

(15)
d
Eu)<E(l1—-a)u+av)=E(u)— a/(z aijg_;za(g—;;w —(u— v)f)
o ig=1

d

a A(v—u) vu)
7/2 i, L 2,

Nun zeigt o — 0 die Variationsungleichung.
Sei umgekehrt v € M eine Losung der Variationsungleichung. Nimm « := 1
n (15). Dann

d
E(v) =E(u) —/(Z s %55 = (w =)
) 1,j=1
d

1 A(v—u) vu)
g/z a0, g 2

ZE(U)

(c) Es seien up,us zwei Losungen der Variationsungleichung. Addition der
zwei Ungleichungen fiir u; bzw. ug ergibt

d
8(U1 - U2) 8(U1 - U2)
02 [ 30 ay M EI s a9 — ) o

o i=1
Dann u; — ug = £ fast iiberall, und nach Voraussetzung & = 0. U
Korollar 13.10 (Losung des Dirichlet-Problems). Wihle M := H}(Q).

Dann ist u, die Lisung der Variationsungleichung, die (schwache) Ldsung

von (SP)

Proof. M ist ein abgeschlossener Unterraum von H}(€2), d.h. M ist konvex.
Fir u € M gilt ||lullz2@) < C[|Vull2(q). Ist v € M konstant, dann gilt
Vv =0, also v = 0. Dies zeigt, dass die obigen Bedingungen 13.8 a) und 13.9
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(c) erfiillt sind. Also hat die Variationsungleichung eine eindeutige Losung
u. Setze v = ut in der Variationsungleichung. Dann folgt

0
/Z:Faz]a:)g; :l:/SOfSO,

)= 1 (9]
d.h.

0 u
/Zama;’;%j:/f(pv (pEH&(Q)
Q

1,j=1

14. L2-REGULARITATSTHEORIE

Sei  # Q C R offen und beschrinkt. Seien aj; = a;; € CH(Q), 1 <
i,7 < dund ag € C(). Wir setzen die Elliptizitéitsbedingung voraus. Wir
untersuchen zunéchst die Regularitéit von Losungen der folgenden Gleichung
fir f € L*(Q2).

d
(16) - Z ﬁj (aw&u) + apu = fin Q.

ij=1
Theorem 14.1 (Innere Regularitét). Se: f € L%(Q) und u € HY(Q) eine
schwache Lésung von (16). Dann ist u € Hlo (Q) und firV.C Q mitV C Q
qgilt:
lull g2y < C (1|20 + llullL2))
wobei C' nur von Q, V und a;; und ag abhdngt.
Proof. ZuV C Q wahle W1 C Q und W5 C Q offen mit
VCWiCWi CWyCWyCQ

und £ € CPRY) mit ¢ = L auf V, € = 0 auf R\ W) und 0 < ¢ < 1.
Betrachte

(17> Z /am (PaU—/(Pf /aotpu, @EH&(Q)
7.] 1Q
Setze ¢ = =D, (§2D,};u), wobei

Dlu(z) = u(x + he};;) - u(a:)’ B0,

Dann gilt (UA)

d

«

BIEPT Ul = CIVulEqy < 3 [ anietsn
J=10
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Es gilt
lel72() < CIIV(E2DRu)lli20y < C(I126VEDRulF2(q) + €2V DyullZ2(q))
< C (IDkul200,) + 1€ DEVul 22 ory)
< ¢ (IVull 2wy + 12DV Ul
und damit

\/sof—/aosou\ < Olfll 2@ + lull 2wl 2 @)
Q Q

< CUIfllz2 + llullzav) VUl 2w
+ C(If 20y + lull L2 1€ DRVl 2
< O 2y + Nl vy + 1€ DRVl 20,
Also,
SIDEVula) < JIEDEVulag) < CUF 2@ + lull )
fiir b klein genug, d.h. Vu € H' (V) und
HU||H2(V) < C(||f||L2(Q) + ||U||H1(W1))~

Wihle n € C°(R?) mit n = 1 auf Wy, n = 0 auf R\ W5 und 0 < 5 < 1.
Mit ¢ = n?u in (17) erhalten wir

d d d
Z /aijaisoaju = Z /aij772aiuaju+ Z /aijQU(ain)uaju
ig=1% =14 =14

> apl[nVullp2) — C||“||L2(W2)anu”%Q(WQ)

@0 2 2
2 S InVullzz v,y = Cllullzeq)

und
| [~ [aveud < (15l lullze + i)
Q Q
<O (I 2@y + IuliFy)
d.h.
19l 2wy < V0l 2y < (1 1By + lulag)) -
Also

lull ) < CUIF 2@ + lull2@)-
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Theorem 14.2 (Hohere innere Regularitéit). Seia;j,ap € C™1(Q), m € N,
f e H™Q) und v € HY(Q) eine schwache Lésung von (16). Dann ist
u € H"2(Q) und fiir V. Q mit V.C Q gilt:

loc
ull gmszry < C (1l am@) + lullz2@)) »
wobei C' nur von Q, V und a;;, ag abhdngt.

Proof. Der Fall m = 0 ist klar. Sei nun m € N und das Theorem gelte fiir
m. Insbesondere gilt dann u € Hﬁ;‘m(ﬂ) und fiir alle V- C Q mit V' C Q
existiert C' > 0 mit

(18) [ull zem vy < CUSflam@) + lullz@),  fe H™ ().

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch fiir m + 1 gilt.
Sei W CQmitVCWCWCQund |af=m+1. Wihle ¢ € C°(W) und
¢ = (=1)l*lD*@. Mit partieller Integration erhalten wir

(19) i /aijaitﬁajﬂ:/@f

i,j=1¢ Q

mit @ = D% € H' (W) und

d
f=D%%— > |- ai(D*?a;;D d;u) + D* Pag D u
B<afBa | ij=1

Insbesondere folgt aus (18) f € L2(W) und
I lz2y < CUf m+ @) + llullz2()-
Daher folgt mit Theorem 14.1
il g2y < CULF 2wy + Nl 2ovy) < CUFllamea) + lullzz @)
d.h. HUHHm+3(V) < C(HfHHmH(Q) + HUHL2(Q))- U

Sei nun ag € C(£2). Im néchsten Schritt betrachten wir das Problem

d
(20) — Z 6]' (a”@u) + apu = f in Q

ij=1
u = 0 auf .

Theorem 14.3. Sei Q C R? von der Klasse C2, f € L?(Q) und u € H}(Q)
eine schwache Losung von (20). Dann ist u € H*(Q) und es gilt:

lull 2y < C (1 f 2 + llullr2@)) »

wobei C' nur von Q und a;;, ag abhdngt.
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Proof. Schritt 1:

Sei © = B(0,1) NR% und setze V = B(0, 1) NRL. Wihle ¢ € C°(R?) mit
¢=1auf B(0,3), £ =0auf R?\ B(0,1) und 0 < ¢ < 1. Sei u € HY(Q) mit
ulponore = 0 und

d
> [astrovu= [of. ¢ e,

bi=1g Q
wobei f = f —agu. Fiir k=1,...,d — 1 setze ¢ := —D,;h(f2D,’;u). Da
pl) = 3 D" (€() [u(z + her) - u(z))
= 5 (€ he)[ul(w) — ulz — her)] ~ @l + hey) — u(@)]),
x € €,

folgt » € H(Q). Wie im Beweis von Theorem 14.1 erhalten wir

1DV ulagry < € (1 By + el ) -

dh. Opu e HY(V) fir k=1,...,d — 1 und

d

(21) > lok0ullzzery < C (12 + lull o) -
k=1, k- 1<2d

Desweiteren gilt:

d d
agd0404u = Z aij(‘?l-aju — Z (8jal-j)8iu —aou + f.
i j=1,itj<2d ig=1

Aus der Elliptizitét folgt agqg > ag > 0, also

(22) 10a0qull 20vy < C (I £l p20) + 1wl a1 ey) -
Auflerdem gilt:
d
(23) allulZ o < 3 agdudi = /uf—/a0u2
4j=1 Q Q

< F1Z20) + lullza (@) + Cllullza,
Aus (21), (22) und (23) folgt nun

ull g2y < C (1l 220) + Nlull2) -

Schritt 2:
Sei nun ) beliebig und wéhle zu z € 99

®, : Q= B(z,r) ﬂRi — U(z),
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V' := B(z,7/2) NRY fiir ein r > 0 (vgl. Definition 11.2. Setze V := ®,(V").
und v’ = w0 ®,. Dann gilt v’ € H(), u‘aﬂ’ﬁRi = 0 und (dies ist noch zu
Zeigen)

d d

Z /a;jajgo'@iu’ = /Zb;¢’8u'+/a’0¢'u’+/gp’f’,
1,j=1¢ Q =1 Q Q

mit f' = f o ®, und geeigneten aj;, b; und ap. Auferdem gilt (auch dies ist

noch zu Zeigen)

d

> ajgi; > g, £eR™

ij=1
Nach dem ersten Schritt ist v’ € H?(V’) und es gilt

' |2y < CUF ez + 191 2e00)s
wobei C' > 0 unabhiingig von f’ ist. Also ist u € H?(V) und es gilt
HUHH2(V) < C(HfHL2(Q) + HUHL2(Q))

mit einer von f unabhéngigen Konstante C.
Da 002 kompakt ist, kénnen wir 92 mit endlich vielen Vi,...,Vy iiber-

decken. Dies liefert zusammen mit der inneren Regularitidt die gewiinschte
Abschétzung. O

Analog zu Theorem 14.2 erhalten wir

Theorem 14.4. Seia;j, a0 € C™(Q), m €N, f € H™(Q) und u € H}(Q)
eine schwache Lsung von (20). Dann ist u € H™2(Q) und es gilt:
ull gmt2) < C (| f1lame) + llull2@)) »

wobei C' nur von Q und a;;, ag abhingt.
Proof. Ohne Beweis. O

Korollar 14.5. Sei Q C R? von der Klasse C?, ag(x) > 0 firx € Q, f €
L3(Q) und u € HE(Q) eine schwache Lésung von (20). Dann ist u € H%(Q)
und es gilt:

[ullz2) < Cllfllz2 @),

wobei C' nur von Q und a;;, ag abhingt.
Proof. Klar. O

Bemerkung 14.6. Alle Resultate dieses Kapitels bleiben auch richtig fir
Gleichungen der Form
d d
— Z ﬁj (a”&u) + Z bzazu + apu = f mn Q
ij=1 i=1
u =0 auf Q.



PDG ILFUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN 78

15. HAUPTSATZE FUR LINEARE OPERATOREN

Definition 15.1. Sei X ein metrischer Raum und M C X.

(a) M heifst nirgends dicht in X, falls M keinen inneren Punkt enthilt.

(b) M heifit von 1. Kategorie in X, falls es eine abzihlbare Vereinigung
nirgends dichter Mengen ist.

(¢) M heifsit von 2. Kategorie, falls M nicht von 1. Kategorie ist.

Satz 15.2 (Baire-Kategoriensatz). Jeder vollstindige, metrische Raum X #
0 ist von 2. Kategorie in sich. Ist also X # () vollstindig und X = J,2 | Ay,
wobei A,, abgeschlossen sind, dann enthdlt wenigstens ein A,, eine nicht lee-
re, offene Teilmenge.

Proof. Idee: Annahme: X wire von 1. Kategorie in sich. Dann wiirde

o0
X = U M,,
n=1

gelten, mit nirgends dichten Mengen M,,. Wir konstruieren eine Cauchyfolge
() deren Grenzwert z in keinem M,, enthalten ist. So erhalten wir dann
einen Widerspruch.

Konstruktion dieser Folge: Da M nirgends dicht und X # ) ist, ist X \ My
offen und nicht leer. Daher finden wir z; € X und 1 > 71 > 0 mit B(zy,r1)N
M; = (. Es seien n > 1 und 7, z1, k < n definiert. Da M, nirgends dicht
ist, ist

B(xn_l,“T*l)mX\mﬂ

und offen. Daher existiert wir z,, € B(zp—1,7—1) und 0 < r,, < 7,-1/2
mit B(x,,r,) N M, = (). Nach Konstruktion ist (x,) eine Cauchyfolge, und
wegen der Vollstdndigkeit von X konvergiert z, gegen ein x. Ferner fiir
m > n gilt dx,z,) < d(@,2m) + d(@m, ) < d(z,2m) + m7/2 — /2,
d.h. z € B(x,,r,) € X \ M, fiir alle n € N, also x & |J,,cry M- O

Theorem 15.3 (Prinzip der gleichméfiigen Beschrénktheit). Sei X ein Ba-
nachraum, Y ein normierter Vektorraum und T, € ZL(X,Y) fir a € I.
Ist

sup | Thzlly < 400, z€ X,
acl

so gilt

sup [|Ta |l 2(x,y) < +o0.
acl

Proof. Definiere

E, = {SC € X :sup||[Tazx|y < n}
ael
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Aus der Voraussetzung folgt, dass X = (J,,cn En gilt. Ferner sind die Mengen
F),, abgeschlossen, denn

Ey = () ITa()lly (10, ).

acl
Nach dem Baire-Kategoriensatz existiert ein ng € N, zg € X und r > 0 mit
B(xzg,r) C Eyp,. Sei z € X beliebig und setze z = z¢ + rz/(2|z|), dann gilt
||z—x0|| < r/2und insbesondere z € B(xg,r). Daraus folgt | Toxo||, || Taz| <
ng fiir alle o € I. Also gilt

2||]| 4no
ITazll = ==l Talz —2o)l < —=

—ll=ll-
0

Satz 15.4 (Banach—Steinhaus). FEs seien X,Y Banachrdiume und T, €
Z(X,Y) fir alle n € N. Fiir alle x € X existiere Tz := limy,_,o Tpx.
Dann ist T € L(X,Y).

Proof. T ist linear, und verwende Theorem 15.3. O

Definition 15.5. FEine Abbildung T zwischen metrischen Rdumen X,Y
heif$t offen, wenn das Bild TU einer offenen Menge U in X offen in Y
15t.
Bemerkung 15.6. (a) Sei T bijektiv. Dann T offen <= T~ stetig.
(b) Ist T : X =Y linear, so gilt
T offen <= 36> 0DB(0,6) CTB(0,1).
Proof. Definition nachrechnen. O

Lemma 15.7. Es seien X,Y Banachrdiume und T : X — Y linear, stetig
und surjektiv. Dann ezistiert § > 0 mit B(0,6) C T(B(0,1)).

Proof. Der Beweis besteht aus drei Schritten:

[1]
(a) T(B(0,1/2)) enthélt eine offene Kugel.
(b) T'(B(0,1/2™)) enthélt eine offene Kugel um 0.
(¢) T(B(0,1)) enthélt eine offene Kugel um 0.

1. Schritt: Mit B := B(0,1/2) € X gilt X = [J,,cynB. Aus den Eigenschaf-
ten von T folgt

Y = T(X) = T(U nB> = |J T(nB) = | J nT(B).

neN neN neN

Da Y vollstindig ist, folgt aus dem Baire-Kategoriensatz, dass nT'(B) fiir ein
n eine offene Kugel enthilt. Daraus folgt dasselbe fiir T'(B), d.h. B(yo, ) C
T'(B) gilt mit einem € > 0.

2. Schritt: Das obige Argument gibt ein ¢ > 0 und ein yo € T(B) mit
B(yo.e) —yo € T(B) — yo- Sei y € B(0,¢) C T(B) — yo, also y +yo € T'(B).
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Dann existiert eine Folge u, = Tw, € T(B) mit u, — y + yo und v, =
Tz, € T(B) mit v, — yo. Dann w,, — z, € B(0,1), Tw, — Tz, — vy, also

y € TB(0,1). Das heit B(0,e) = B(yo,¢) —yo € TB(0,1), und daraus
B(0,e/2™) C TB(0,1/27).

3. Schritt: Wir zeigen B(0,e/2) C TB(0,1). Sei y € B(0,¢/2), und wéhle
Txy € TB mit ||y — Ta1|| < e/4 = y — Ty € TB(0,1/22) nach Schritt
2. Ferner existiert ein Tay € TB(0,1/2%) mit ||(y — Ta1) — Tasl| < /8.
Also y — Txy — Txg € TB(0,1/23) usw. So erhalten wir induktiv die Folge
x, € B(0,1/2"™1). Dann gilt

n
Hy — ZTmi
=1

Setze z, := x1 + x2 + -+ + X, dann ist z, eine Cauchyfolge (ausrechnen!),
und konvergiert so gegen ein z € B(0,1). Weiter gilt Tz, — Tz und so
Tz =y, so schlieflich y € TB(0,1). O

Satz 15.8 (Offene Abbildung). Seien X,Y Banachriume undT € £ (X,Y)
surjektiv. Dann ist T offen.

S
< .
— 2n+1

Proof. Die Behauptung folgt aus Lemma 15.7 und Bemerkung 15.6. U

Korollar 15.9. (a) Seien X,Y Banachriume und T € £ (X,Y) bijek-
tiv => T~ ist stetig.
(b) Sei X ein Vektorraum und || || und ||| ||| zwei Normen mit denen X
vollstindig ist, und die ||z|| < M|||z||| fir alle x € X erfillen. Dann
sind die zwei Normen dquivalent.

Proof. (a) Die Behauptung folgt aus Satz 15.8 und Bemerkung 15.6.
(b) Betrachte

Id = (XD — (X0 1D-
Dann ist Id bijektiv, d.h. Id~! = Id ist stetig nach (a). Also gilt;
lllll = I1d~" @)l < Cllall, =€ X.
U
Definition 15.10 (abgeschlossener Operator). Seien X,Y normierte Vek-

torraume, D C X Unterraum und A : D — 'Y linear. Der Operator A heifit
abgeschlossen, falls

D3z, — x€X

Az, — yGY} = x €D und Ax =y.

Bemerkung 15.11. (a) Ein Operator T € £ (X,Y) ist abgeschlossen.
(b) Sei A: D — Y linear. Dann ist der Graph von A gegeben durch
gr(A) :=={(z,Az) ;2 € D} C X xY.

(c) gr(A) ist ein Unterraum von X X Y.
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(d) A ist abgeschlossen <= gr(A) ist abgeschlossen in X x Y.
Proof. UA. O

Beispiel 15.12.  (a) Sei X = C([0,1]) und A : X D C([0,1]) — X,
Af = f'. Dann ist A abgeschlossen.
(b) Sei Q C R? beschrinkt, von der Klasse C?,X = L?(Q) und D(A) :=
H2(Q) N HY(). Dann ist A : X D D(A) — X abgeschlossen, aber
nicht stetig fortsetzbar auf X.

Proof. UA. O

Lemma 15.13. Seien X,Y Banachrdume, D C X Unterraum und A : X D
D =Y linear.

(a) D wversehen mit der Graphnorm ||z||a = |z|lx + ||Az|ly ist ein
Banachraumg gdw. A abgeschlossen ist.
(b) A (D.||-lla) — Y ist stetig

Proof. UA. O

Satz 15.14 (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachrdiume,
D C X Unterraum und A : D — Y linear und abgeschlossen. Ist D in X
abgeschlossen, so ist A auch beschrdnkt. Insbesondere ist ein iberall defi-
nierter abgeschlossener Operator stetig.

Proof. Nach Lemma 15.13 ist gr(A) abgeschlossen in X x Y. Betrachte die
Abbildung P : gr(A) — D, (z, Az) — x. Dann ist P linear, beschrinkt und
bijektiv. Aus Korollar 15.9 erhalten wir die Stetigkeit von P~!, und so

[Az]| < [[Az]| + ||z = [|(z, Az)|| < M[z]]  fir alle z € D.

16. SPEKTRUM UND RESOLVENTE

In diesem Abschnitt sei stets X ein Banachraum iiber C.

Definition 16.1. Sei T' ein abgeschlossener, linearer Operator T : X D
D(T)— X.

(a) Die Menge aller A € C fiir die A\ — T stetig invertierbar ist heifit die
Resolventenmenge von T und wird mit p(T') bezeichnet. Ist A € p(T'),
heift R(A\,T) := (A —T)~! die Resolvente von T im Punkt \.

(b) Die Menge C\ p(T') heifit das Spektrum von T, die Bezeichnung ist
o(T).

Satz 16.2 (Resolventengleichung). Sei T' ein linearer Operator und \ €
p(T). Dann gilt

R()‘7T) - R(Mv T) = ()‘ - M)R()" T)R(:ua T)'
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Proof. Seien A, i € p(A). Nach Definition
(AR(A A) — AR(\, A)R(s, A) = R(i, 4) und
RO\, A) (iR (1, A) — AR(s, A)) = R(\, A).

Nach Substraktion der zwei Gleichungen erhalten wir die Behauptung. 0O
Definition 16.3 (Spektralradius). Sei T' € £(X). Dann heifst
T) := inf ||T"Y/"
r(T) := Inf [T,
der Spektralradius von T

Lemma 16.4 (Fekete). Sei 0 < s, eine Folge mit der Eigenschaft, dass
Sntm < Sp - Sm, N,m € N. Dann konvergiert s}/n gegen s := inf,en si/n
Proof. Seie > 0, und n € N so, daf3 s%/n < s+e¢e. Wir schreiben m = tn+r,,
mit ¢, 7, € N, 1 <1, <n. Dann gilt:

Sm < Stnsy,, < 8hsp < (s4e)"s, = (s+e)" (s 4 g) s,

m*

Da fiir r,, nur endlich viele Moglichkeiten existieren, erhalten wir s,ln/m <

(s+e)(s +5)*’"m/m3%,/nm — s+e¢ fiir m — oo. Das heifit fiir gentigend grofies

m € N gilt s < s,ln/m < s + 2¢. Damit ist das Lemma bewiesen. OJ

Bemerkung 16.5. (a) lim, oo | T"||V/™ existiert und ist gleich r(T).
(b) r(T) < |IT|l, 7(ST) = r(T'S).

Proof. (a) Lemma von Fekete.
(b) #(T) < ||T|| folgt aus der Definition. Wegen

1
n

ISyl < (IS s)™ Tl

gilt 7(ST) < r(TS). Analog, r(T'S) < r(ST).
(]

Satz 16.6 (Neumann-Reihe). Sei T € Z(X) und a € C, v(T) < |a|. Dann
ist a € p(T') und

R(a,T) =Y a "0T™,

n=0

Proof. Die Reihe hier konvergiert, denn sei r(T') < a’ < |a|. Dann gilt

00 00
> o= T <N a7
n=0 n=0

no—1 [e%s)
< Z |a|7(n+1)||Tn||+ Z |a|f(n+1)a/n < +00.
n=0

n=ng
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Ferner gilt

(a o T) Z af(nJrl)Tn _ Z a*(nJrl)Tn(a o T)
n=0 n=0

o0 o0
- Z a "T" — Z Pl Ay )
n=0 n=0

O

Satz 16.7. Sei A ein abgeschlossener, linearer Operator. Die Resolventen-
menge p(A) ist offen in C, also ist o(A) abgeschlossen.

Proof. Sei A € C, € p(A). Dann gilt:
A—A=p—A+X—p=Id—(p—NR(n,A)(n—A).

Falls | — A| < 1/||R(, A)]|, ist der Operator (Id — (u — A\)R(u, A)) inver-
tierbar, da die Neumannsche Reihe

(Id— (n=NR(p, A) ™" = (n = N)"R(p, A)"
n=0
konvergiert. Dies zeigt B (L, m) Cp(A). O

Satz 16.8. Die Funktion definiert p(A) 3 A — R(\, A) ist analytisch.
Proof. Folgt aus der Darstellung durch die Neumann—Reihe. (I

Satz 16.9 (Spektrum beschrénkter Operatoren). Sei T' € Z(X). Dann
ist o(T) kompakt, nicht leer und o(T) C B(0,7(T)). Ferner existiert ein
A€ a(T) mit A =r(T).

Proof. Nach Satz 16.7 ist das Spektrum abgeschlossen, und nach Satz 16.6
ist es beschrénkt. Es gilt sogar o(T") C B(0,7(T)).

Annahme: o(T) = 0.
Wir zeigen, dass die Resolvente in oo gegen 0 konvergiert. Aus der Neumann—
Reihe folgt

1 — 1 2

IR@T)] <2 > a T = < 2,

a; a(1=|Tl[/a) ~ a
falls a > 2||T|.
Auf B(0,2||T"||) ist die Resolvente wegen Kompaktheit und Stetigkeit be-
schriankt. Da die Resolvente R(\,T) analytisch auf p(T") = C ist, folgt mit
dem Satz von Liouville, dass R(A\,T) = 0. So erhalten wir einen Wider-
spruch.

Annahme: o(T) C B(0,r) fiir ein r <’ < r(T)
Sei p € Z(X)'. Dann ist ¢(R(X,T)) durch eine Potenzreihe um 0 gegeben,
namlich auf C\ B(0,7(T)). Aber die Reihe konvergiert auf jedem groBeren
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Kreisring, in dem ¢(R(A,T')) analytisch ist, also auch auf C\ B(0, ). Insbe-
sondere heifit das, dass o(T™/A"*1) fiir |A\| > r beschriinkt ist. Folglich ist
auch T"/A\"*! beschrinkt, d.h. |77 < Mr™*! also r(T) < r'. O

Definition 16.10 (Unterteilung des Spektrums). Sei A: X D D(A) — X
ein abgeschlossener Operator.
(a) Po(A) := {X : AeC, \— A ist nicht injektiv} heifst das Punkt-
spektrum von A und A € Po(A) heiffen Eigenwerte. Der Vektor
0 # x € D(A) heifit Eigenvektor zu A\ falls Ax = A\z.
(b) Ac(A) :={\: X € C,im(\ — A) ist nicht abgeschlossen oder A\ — A
ist nicht injektiv} heif$t das approximative Punktspektrum von A
(c) Ro(A) :={A: A€ C, im(\ — A) ist nicht dicht in X} heif§t das Re-
sidualspektrum von A

Bemerkung 16.11. Sei A ein abgeschlossener Operator. Dann gilt
0(A) = Po(A)U Ao (A) U Ro(A).
Proof. Da A abgeschlossen ist, ist A € p(A) gdw. A — A bijektiv ist (vgl.
UA.).
Sei A & Po(A) U Ao(A) U Ro(A). Da XA ¢ Po(A), ist A — A injektiv. Da
A ¢ Ro(A)U Ao(A), ist im(A — A) dicht und abgeschlossen, d.h. A — A ist
surjektiv. 0
Satz 16.12 (Spektraler Abbildungssatz fiir Resolventen). Sei A : X D
D(A) — X linear mit p(A) # 0. Dann gilt:
(a) o(R(Nog, A)) \ {0} = {Aolfu :w € oa(A)} fir alle Ny € p(A).
(b) Insbesondere gilt die Aussage fiir Po(A), Ac(A), Ro(A).
Proof. Sei 0 # p € C und Ay € p(A4).
(1= R0, A))z = p((Ao — 3) = A)R(No, Az firz € X
= uR(No, A) (Ao — %) — A)z  fiir x € D(A).

Also ker(pu— R(Mg, A)) = ker((Ao — %) —A) und im(p— R(Ag, A)) = im((Ao —

5 = A). O

Korollar 16.13. Sei A € p(A). Dann |R(\, A)|| > r(R(A\,A)) >

1
dist(no(A) *

Proof. Folgt aus Bemerkung 16.5 und dem Spektralen Abbildungssatz fiir
Resolventen. O

Lemma 16.14. Fliir einen abgeschlossenen, linearen Operator A ist A € C
in Ao(A) genau dann, wenn eine Folge (x,) € D(A) mit ||z,|| = 1 und
Az, — Azy|| — O existiert.

Proof. Ist A nicht injektiv, gilt die Aussage trivialerweise. Sei also A injektiv,
d.h. es existiert der Operator (A—A)~!: (im(A—A),||-]]) — X. Der Operator
hier ist abgeschlossen, und daher, nach Satz 15.14 (Satz vom abgeschlossenen
Graphen), genau dann nicht beschriankt, wenn im(A— A) nicht abgeschlossen
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ist. Aber die Nicht-Beschriinktheit des Operators (A — A)~!: (im(\ — A), || -
||) = X ist zu der Bedingung im Satz dquivalent. O

Lemma 16.15. Fir einen abgeschlossenen, linearen Operator A gilt
do(A) C Ao(A).

Proof. Sei p € 0o(A) C 0(A) und A, — p mit A, € p(A). Aus Korollar
16.13 folgt, dass |[|[R(An, A)|| — 400 gilt. Nach dem Prinzip der gleichm&Bi-

gen Beschrinktheit existiert x € X mit |R(\,, A)z| — +oo. Setze z,, :=
R(An,A)x

W Dann gllt
(1= A)an = (= Ap)an + (An — Az
T
=(u—A\)rn + ——"-— 0, d.h. Ao (A).
(= An)n 4 R Al pe A7

O

Definition 16.16. Sei A : D(A) — X dicht definiert, dann ist der adjun-
gierte Operator A’ wie folgt definiert:
DA :={p e X': v+ p(Ax) ist stetig}.

Fiir ¢ € D(A") ist ¥(x) := Alp(x) := p(Az) ein dicht definiertes, steti-
ges Funktional, also eindeutig fortsetzbar auf X'. Somit definiert man den
adjungierten Operator A'p := 1) als die Fortsetzung von 1.

Satz 16.17 (Spektrum adjungierter Operatoren). Fiir einen dicht definier-
ten, abgeschlossenen, linearen Operator A gelten die folgende Aussagen:

(a) o(A) = o(A") und fiir X € p(A) gilt R(A\,A)' = R(\, A").
(b) Ro(A) = Pao(A").
Proof. (a) Sei A € p(A) und z € D(A), ¢ € D(A’). Dann gilt
p(@) = o((A = AR\, A)z) = (A = A)p)((R(A, A)z)
= (RN A (A= A)p)(x), zeX.
Also gilt R(\, A) (A — A')p = ¢. Jetzt sei ¢ € X' beliebig.
p(x) = p(R(A, A)(A = A)z) = (R(X, A)')((A = A)z), = € D(A),

also ist  — (R(A\, A) ) (A—A)z) stetig, d.h. R(\, A)" € D(A’). Daraus folgt
A=A)R\ A) ¢ =¢,dh. A€ p(A) und R(\, A") = R(\, A)". Umgekehrt
sei jetzt A € p(A4'). Fir x € D(A) sei ¢ € X' mit ||¢|| =1 und p(z) = ||z
Also

]l = [e(@)] = [((A = AR, A)g) ()] = [(R(X, A)p) (A — A)z)]
< RO A 1A = Az,

d.h. A — A ist injektiv. Daraus folgt auch, dass im(\ — A) abgeschlossen ist.
Denn sei (A — A)x,, — y. Obige Abschitzung zeigt, dass x,, — = mit z € X.
Die Abgeschlossenheit von A liefert (A — A)z = y.
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Annahme: im(\ — A) ist nicht dicht.
Dann existiert ein 0 # ¢ € X’ mit im(A — A) C ker ¢, d.h.

0= (A= A)x) = (A= A)'p) (z)
und ¢ € ker(A — A)’. So erhilt man ein Widerspruch zur Injektivitét von
A=A
(b) Sei im(A — A) nicht dicht. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert
dann ein 0 # ¢ € ker(A — 4’).
Sei 0 # ¢ € ker(A—A’). Dann ist o(im(A—A)) = 0, d.h. im(A — A) # X. O

17. SPEKTRUM KOMPAKTER OPERATOREN

In diesem Abschnitt sei X stets ein Banachraum iiber R und T ein kompakter
Operator.

Satz 17.1. Sei T € £(X) kompakt. Fiir X # 0 gelten
(a) dimker(A —T) < 400
(b) im(\ — T) ist abgeschlossen

Proof. (a) Betrachte S = T eingeschrénkt auf ker(A —7") =: Y. Dann gilt
S e Z(Y)und S = Ald. Da S kompakt, folgt dimY < oo nach Korollar
3.8.

(b) Es sei (A = T)x,, — =z, also x € im(A\—T). Es ist zu zeigen, dass
z € im(A — T). OBDA koénnen wir annehmen |[z,| < 2d,, mit d, =
dist(zp, ker(A —T)).

Annahme: d,, ist unbeschrankt

Es existiert eine Teilfolge mit d,, — oo (Wir bezeichen die Teilfolge wieder
mit d,). Setze y,, = zp/dy, also (A — 1)y, — 0, denn (A — Tz, — =.
Da y,, beschrinkt und T kompakt ist, hat Ty, eine weitere Teilfolge, die
wir wieder mit y, bezeichnen, die gegen ein y konvergiert. Es gilt y, =
1/ AMNTyn+(A—=T)yn) — y/A, und so gilt Ty, — Ty/\. Dies zeigt y = Ty /A,
d.h. y € ker(A—T).

Ay — yll = [A| dist(yn, ker(A — T')) = |A| dist (%2, ker(A — T))
= ld_/tj dist(zp, ker(A —T)) = |A].

Das ist unmoglich, folglich war unsere Annahme falsch, also ist d, be-
schrankt.
Wegen der Kompaktheit hat T'x,, eine konvergente Teilfolge, Tz, — z. Da
(A =T)z,, — =z, folgt

2= A=T)zy=A=T)(Tw, + A= Ta,) — A (2 + 2),
und z € im(A —T). O
Korollar 17.2. Sei T € £(X) kompakt. Fiir alle n € NU {0} und A # 0
18t
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(a) dimker(A —T)" < oo, und
(b) im(A —T)" abgeschlossen.

Proof.
A=T)" )\”Id+z< >)\” H(=T) = A"1d — TZ( ))\” H=T),
kompakt
und verwende Satz 17.1. O

Bemerkung 17.3.
(a) {0} =ker(A\ = T)° C ker(A —T)! C (ker =T)* C ---
(b) X =im(A—=T)° D im(A — T)! D im(\ — T)?
Lemma 17.4. Sei A\ # 0 und K € Z(X) kompakt.
(a) Es ezistiert ein n € N mit der Eigenschaft

ker(A — T)"* = ker(A — T)""! = ker(A —=T)"" VieN.
(b) Es existiert ein m € N mit der Figenschaft
im(A —7)" =im(\ — 7)™ =im(A - T)""  VvieN.
(c) Seiny bzw. my die minimale Zahl mit der Eigenschaft aus (a) bzw.
(b). Dann gilt ny = my.

Proof. (a) Notation: N,, := ker(A —T')". Nehmen wir an, dass die Behaup-
tung falsch ist, ndmlich N, ;Cé Ny fiir alle n € N. Das Riesz—Lemma 3.7
liefert y, € Ny, ||ynll = 1, und ||y, — x| > 1/2 fiir alle x € Ny,_1. Sei m < n,
dann
Tyn — TYm = Ayn — (()‘ - T)yn + AYm — ()‘ - T)ym)
=:x€Np_1

Also |Tyn — Tymll = |Alllyn — x/|A|l] = |\|/2, aber dann besitzt (T'y,)nen
keine konvergente Teilfolge. Das ist ein Widerspruch zur Kompaktheit von
T.D.h. Ny, = Ny, fiir ein m € N. Sei nun z € Ny, ;11 fiir ein [ € N. Dann
gilt y :== (A= T)!z € Npy1, also auch y € N, und somit x € N,, ;. Hieraus
folgt Ny, = Ny, fiir alle | € N.

(b) Methode wie in (a). Notation R, :=im(A —T)".

Ann.: R,,11 # R, fiir alle n € N.

Da R, nach Lemma 17.2 abgeschlossen ist, konnen wir das Riesz—Lemma
verwenden, also existiert v, € Ry, ||ynl| = 1, ||lyn — x| > 1/2 fiir jedes
x € Rypy1. Sei m < n, dann

TYm — Tyn = Mm — (A = T)Ym + Ay — (A = T)yn).
::yE\Ir{nhq

Also |[Tym — Tynll = [AMllym — x/|All] = |A|/2. Wie im Teil (a) ist dies ein
Widerspruch zur Kompaktheit von T'.
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(c) Schritt 1: my > ny.
Aus (b) folgt Ry,+1 = R, dh. (A =T)R,,, = Ry, .

Beh.: Fiir z € R;;,, mit (A —T)z =0 gilt = = 0.
Wenn es nicht so wire, finden wir 0 # 1 € Ry, = Ry, 41 mit (A-T")z; = 0.
So existierte zg € Ry, mit (A — T)xy = 21, und induktiv erhielten wir die
Folge z1, 22,23, - € Ry, mit 2 = (A —T)xj41. Also 0 # 21 = (A —T)zy =
A=—TYzz3=---=A-T)"12, und0=A-T)z; = AN-T)%29 = --- =
(A=T)"x,, d.h. x,, € N,, \ Np,—1, ein Widerspruch zu (a).
Beh.: Ny, 11 = Ny, (dann folgt my > ny nach Definition)
Sei * € Npy41, dh. (A =T)™ g = 0. Day := (A = 7)™z € Ry, ist
und (A — 1)y = 0 gilt, folgt y =0, d.h. x € Ny, . Also Ny, 41 C Ny, . Die
Inklusion N,,, C Ny, 1 ist klar.
Schritt 2: my < ny.
Sei my > 1, sonst ist nichts zu beweisen. Nach Definition gilt R, ;Cé R, 1.
Sei y € Rypy—1 \ Ry - Dann ist y = (A —T)™ "1z fiir ein 2 und (A —T)y €
R, = Rpmy+1, dh. A =T)y = (A = T)™ 12 fiir ein 2. Es gilt:

A=) Hz-A-T)2)= y —-A-T)™z#0,

@R, ERpm,

dh.z —(A—=T)z € Ny, —1, aber z — (A = T)z € N, , denn

(A =T)™ (@ = (A=T)2) = (A= T)y — (A = T)y = 0.
Damit folgt Ny, —1 G Ny = my < ny. O

Theorem 17.5 (Schauder). Sei T' € Z(X) kompakt. Dann besteht o(T) \
{0} aus abzdhlbar vielen Eigenwerten mit 0 als einzig maoglichem Hdiufungs-
punkt.

Proof. Sei 0 # A € Po(T), dann ker(A — T') = {0} und X\ — T ist injektiv.
Lemma 17.4 (c) liefert 0 = n) = m,. Folglich ist A\ — T bijektiv und aus
Korollar 15.9(a) A € p(T'). Also o(T') \ {0} C Po(T).

Behauptung: fiir alle M > 0 ist {\ € Po(T) : |\| > M} endlich.

Nehmen wir an, dass die Aussage falsch ist: 3 My > 0 und eine Folge(\, )nen
aus verschiedenen Eigenwerten von 7' mit |A,| > My, und mit zugehorigen
Eigenvektoren (e )nen. Setze X, := lin{ey,...,e,}, da dim X,, = n (dies
beweist man mit Induktion), gilt X, ; X,,. Das Lemma von Riesz 3.7
liefert z,, € X, ||zn] = 1, ||xn — x| > 1/2 fiir alle z € X,,—;. Damit folgt

Tz, — Txy = Mxp — My — Txy + Txyy)  fiir m < n,

=xe€X,y_1
denn z,, € X,, C X,,_1, also Tz,;, € X,,—1 und X,, 3 x,, = ane, + y, wobei
ye€ Xp1 = M —Txyy, = Ay —T)y € X;,—1. Wie in dem Beweis von
Lemma 17.4 (a) und (b) folgt, dass T'z,, keine konvergente Teilfolge hat, also
ein Widerspruch. O
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Satz 17.6 (Riesz—Zerlegung). Sei A € o(T) \ {0}. Dann gilt
X =ker(A—T)™ @& im(A —T)™.

Proof. Sei x € X, und setzte z = (A—T)™x, also z € R, = Rap,, d.h. z =
(A = T)?™xy fiir ein 71 € X. Sei zg = (A — T)™xq, also 79 € R,, und
(A =T)"zy = z. Daraus folgt (A —T)"(z —x9) = 2—2 =0 und =z =
(x — x0) + 0. Ferner gilt ker(A — 7)™ Nim(A — 7)™ = {0}, denn gehort =
zum Durchschnitt, gilt x = (A — 7)™y fiir ein y. Es gilt:

0= ()\ _ T)n)\x _ ()\ _ T)2n)\y’
also y € Nop, = Ny, undso xz = (A —T)"y =0. 0

Korollar 17.7. Die Unterrdume in der obigen Zerlegung sind T-invariant
und

U(T‘ im(/\fT)"/\) =o(T) \ {A}.

Proof. Notation: R := R,,, =im(A —T)" N = N,, = ker(A —T)".
Sei z € R. Dann gilt:
Te= X —(A=—T)x.
~N ——
€R ERn)\.t,.l:R

Analoges Vorgehen fiir z € N.

(A —T) ist surjektiv auf R nach Lemma 17.4. (A — T') ist injektiv auf R,
da ker(A —T) € N und N N R = {0} nach Satz 17.6. Mit 15.9(a) folgt
A € p(T|R).

Aus der T-Invarianz von N und R folgt die (u — T')-Invarianz von N und R
fPuralle p € C. Sei p # A,z =xny+2zr € X mit zxy € N und zp € R sowie

y:=yn+yr:=pu—-T)en+(p—T)zg = (n—T)x.
en €R

Gilt y € R, so folgt x € R, denn aus yy = 0 folgt

A=T)ey =A—pany+ (p—T)oy
——
=yn=0
und hieraus

A =T)" ey = (A= p)" ey,
=0
wegen A # p also xy = 0. FPur € p(T) folgt hieraus u € p(T|g) und
R(pu, T\ r) = R(, T)| k-
Sei nun A # p € Po(T), d.h. es gibt x = xy + 2 # 0 mit (u — T)x = 0.
Wegen zx = 0 (s.0.) gilt x € R, also u € Po(T]R).
Nun kann es noch den Fall 0 = p € o(T) \ Po(T') geben. Dann ist (0 —T')
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nicht surjektiv, es gibt also y = yy +yr € X mit Tx #y Vr € X. T bildet
auf yn ab, denn

T (i %(/\ - T)’”zm)

k=1
- 1 1
= Y (o) - -1 (0 - )|
k=1
1 0 1 SN
= AT yv = 5 A =T)yn = yn.
=0
Somit bildet T' nicht auf yg ab, also u € o(T|g) \ Po(T|r). Insgesamt hat
man nun o(Tg) = o(T) \ {A}. O

Theorem 17.8 (Riesz—Schauder, Spektralsatz fiir kompakte Operatoren).
Sei T € £ (X) kompakt. Dann gelten die folgende Aussagen:

(a) o(T)\ {0} besteht aus abzihlbar vielen Eigenwerten mit 0 als einzig
maoglichem Hdufungspunkt.
(b) dim X =00 = 0 € o(T)
(c) Fiir A # 0 ist dimker(A —T)" < co Vn € N
(d) Fiir X\ € o(T)\ {0} existiert ny € NU {0} mit
X =ker(A—=T)" @im(A —T)™.
Proof. Alle Aussagen sind bereits bewiesen. a

Korollar 17.9 (Fredholmsche Alternative). Sei T' € £(X) kompakt und
A # 0. Betrachte die Gleichung A\x — Tx = y fir ein y € X. Dann gilt:
Entweder ist die Gleichung Ax — Tx = y fiir alle y € X losbar, oder die
Gleichung Ax — Tx = 0 hat nichttriviale Ldsungen.

Proof. Folgt aus Theorem 17.8. U

18. SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN
In diesem Abschnitt seien H, Hy, Ho Hilbertraume iiber C.

Definition 18.1. Sei T € ¥(Hq, Hs) und ®; : Hy — H}, ®3 : Hy — H),
der kanonische Isomorphismus. Die (Hilbertraum-)Adjungierte T von T
st definiert durch
T* = &' T,
Bemerkung 18.2. Fir T € £ (H) gelten T* : H — H und T* € £(H).
Definition 18.3. Ein linearer Operator T € £ (H) heifst
(a) normal, falls TT* =T*T};

(b) unitér, falls TT* =T*T = Id;
(c) selbstadjungiert, falls T = T*.
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Definition 18.4. Der numerische Wertebereich eines Operators T € £ (H)
ist durch

W(T) = {{Tw, ) : ||lz| <1}
gegeben. Auflerdem sei
w(T) := sup{|[(Tz,z)| : [Jzf| <1}.
Offensichtlich gilt w(T') < ||T||.

Bemerkung 18.5. Sei T' € Z(H), S,U € £(H1,H2), V € Z£(Ha,H) und
A € C. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

[a)]
(a) IS = [IS*]l, 5** = S, (S+U)* = §* +U*, (AS)* = AS*, (VU)* =
U*v*.
(b) |TT*|| =T, denn
IT*2|? < w(@T*) < |ITT*| < T - |17 = IT|* Vil <1,

also |T|* = | T*||* < |TT*|| < |IT|]>.
Ist T selbstadjungiert, gilt somit | T?| = ||T|?.
(c) Ist T normal, dann folgt | Tx| = ||T*x| fir jedes x € H, denn
0= (TT* — T*T)a, ) = |Ta|}* - |Tz|

Insbesondere ist ker T' = ker T*.
(d) Ist T € £ (H) normal, so ist A\ —T auch normal.
(e) Es gilt ker T* = (im T)*.

Satz 18.6. Fir T € £ (H) selbstadjungiert gilt |T|| = w(T).
Proof. Es ist nur “<” zu zeigen. Durch ausrechnen folgt

(T(x+y), (z+y) — (T —y) (z—y) =4Re (Tz,y).
Mit der Paralelogrammgleichung folgt nun

4Re (T, y) < w(T)(|z +yl* + llz = y[I*) = 2w(@)(l2]* + |y]*),
Re (Tw,y) <w(T) wnd [Tz, y)| <w(T) Vx|, [lyl] < 1.

Satz 18.7. Sei T € L (H) normal, dann gilt o(T) = Ao(T).

Proof. Im Allgemein gilt Ao(T) C o(T'). Um die Umkehrung zu zeigen sei
jetzt A € o(T). Ist A — T nicht injektiv, so folgt A\ € Po(T) C Ao(T).
So koénnen wir ker(A — T') = {0} annehmen. Da A € o(T), kann (A — T)
nicht surjektiv sein. Es gilt {0} = ker(A\ — T') = ker(\ — T)* = im(\ — T)*.
D.h. im(\ — 7)) ist dicht in H, und so kann im(\ — 7T') nicht abgeschlossen
sein, denn das implizierte dann die Surjektivitét. Dies zeigt A € Ao (T). O

Satz 18.8. Sei T' € Z(H) normal. Dann gilt o(T) C W(T).
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Proof. Sei A € o(T'). Nach Satz 18.7 und Lemma 16.14 existiert eine Folge
() € H mit ||zy| = 1 und Az, — T,y — 0. So gilt (A — T)zp, x,) =
M znl|2= (T2, 20) — 0, d.h. (Tzy, z,) — A, somit ist A € W(T) gezeigt. O

Satz 18.9. Es sei T € Z(H) normal, es gilt dann r(T') = ||T|.
Proof. Es gilt

L2" TT*selbstad non 0 on n
(ITRY" = e T e = 22 @y = 7P

. n oy 1/27
also 7(T)? = limp— 40 (|77 ?) /

Satz 18.10. Fir T € Z(H) normal gilt w(T) = ||T.

= |71, O

Proof. Nach Satz 16.9 existiert ein A € o(T") mit |A| = r(T") = ||T'||. Betrach-
te jetzt den Operator e® T, wobei €¥ so gewihlt ist, dass e\ = |A|. Dann
ist ¢“?T auch normal und es gilt r(e*?T) = r(T) € o(e?*T). Nach Satz 18.7
und Lemma 16.14 existiert eine Folge (x,,) € H mit ||z,|| = 1 und r»(T")z,, —
e Tx, — 0. So gilt (r(T)z, — ¥ Txy, x,) = 7(T)||zn || — (°T2p, 2,) — 0.
D.h. (Txp, x,)| = (¥Tx,, x,)| — r(T). Damit ist w(T) = r(T), denn es
gilt w(T) < ||T|| = r(T). O

Satz 18.11. Sei T € £(H) selbstadjungiert. Wir setzen m := inf{(T'z,z) :
lz|| = 1} und M = sup{(Tz,x) : ||z|| = 1}. Dann gilt

o(T) € [m, M] < [T, T[],
ferner gehéren m und M zu o(T).

Proof. Dass o(T) C R gilt, folgt aus Satz 18.8, denn fiir selbstadjungiertes
T e Z(H) gilt (T'z,z) € R. Nehmen wir m = 0 und M = w(T') an. Dies ist
némlich keine Einschriankung, denn wir kénnen statt T den Operator T'—m
betrachten. Es gilt dann r(T'— m) = w(T —m) = M — m.

Also, unter dieser Annahme, gilt M = w(T') = ||T|| = r(T'), und so folgt nach
Satz 16.9, dass M = r(T') zum Spektrum gehort, und wegen [0, M| = W(T)
gilt nach Satz 18.8 o(T) C [0, M].

Das selbe Argument fiir T'—M gibt m—M € o(T—M),undsom € o(T). O

Lemma 18.12 (Orthogonale Eigenvektoren). Sei T' € Z(H) normal und
seien A, b verschiedene Figenwerte von T'. Wenn x bzw. y ein FEigenvektor
von T zu X\ bzw. p ist, dann gilt x L y.

Proof. Es gilt

0 = ((T—=Naz,y) = (2,(T =Ny = (2,T"y - M)
= (2, (T =)y +@E—-Ny) = (u — Nz, y).
—_———
=0 nach 18.5
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Satz 18.13. Sei T' € £ (H) kompakt und normal. Dann existiert ein ONS

e1,€2,... sowie A1, Ay, ... in C\ {0}, so dass
H =kerT @ lin{ey, e, ...},
und Tx = Z iz, e;)e;, fiir alle x € H,

J
wobei \j die von 0 verschiedenen Eigenwerte von T mit zugehérigen Eigen-
vektoren e; sind. Falls ihre Anzahl unendlich ist, bilden die \; eine Nullfolge.
Ferner ist | T|| = max |Aj].

Proof. Seien p1, pio, ... die abzahlbar vielen, von 0 verschiedenen Eigenwerte
von T', und sei d; := dimker(u;—T) < 400 (siehe Theorem 17.5 und Korollar
17.2). Die Folge (\;) definieren wir durch
ALy A2y e = Ly Ly e e ey fhLy 02y 2y« v vy f42y - v vy iy fhyry e v o s fhigy v v v -
di da dn
So konvergiert dann A, gegen 0, falls es unendlich viele Werte sind. Wir

wihlen eine orthonormale Basis e}, e?, . .. ,e?" in ker(u; — T), und setzen
1 di 1 do 1 dy,
€1,€2, ... = €l,..., €] , €0, . €07 gy, e
~ ——

Dann ist {e;} nach vorigem Lemma ein ONS und es gilt T'e; = Xe;. Ferner
ist kerT" L e;. Wir definieren Hy := kerT @ lin{ey,ea,...}. Es ist dann
H = H; zu zeigen. Sei y € Hi-, dann gilt y L e; und
(Ty,e5) = (y, T"ej) = (y, Ajez) = Ajly, €5) = 0.

Ferner ist y L kerT, also fiir « € kerT haben wir (T'y,z) = (y,Tx) = 0.
Das heifit Ty € Hi-, folglich THi- C Hi-. Die Einschréinkung von T auf Hi-
ist normal und kompakt. Nach Definition ist w(T’Hf_) = 0, d.h. T‘Hf_ =0
nach Satz 18.10. Sei x € H und

:c:y—i—Z(:c,ej)ej, y € kerT.
J

Da T stetig ist, gilt

Te=Ty+ Z(x, ej)Tej = Z iz, ej)e;.
J J
Die letzte Behauptung folgt aus Satz 18.10. U

Satz 18.14 (Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren). Sei H ein
separabler Hilbertraum und T € £ (H) kompakt und normal. Dann existiert
(M) € C und eine ONB (e,) mit Te, = Apey, und

Tz = Z)\n(x,en>en fiir alle x € H.
n=1

Proof. Wir verwenden Satz 18.13 und betrachten auch in kerI" eine ONB.
O
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Satz 18.15. Sei T € £(H) kompakt und normal. Seien \,, # 0 die Eigen-
werte von T und el e2, ... el die zugehorige orthogonale Eigenvektoren.
Wir setzen

dn

Pz = Z(m,e%)e%,

J=1

die Orthogonalprojektion auf ker(\,, —T'). Dann konvergiert die Reihe

o0
T = Z AP,
n=1

in Operatornorm.

Proof. Satz 18.13 zeigt

o0
Tx = Z M P,x firalle x € H.

n=1

Es bleibt also die Konvergenz in Operatornorm zu beweisen. Dazu zeigen
wir, dass Z?Zl AjP; eine Cauchyfolge ist. Sei m > n > N. Dann gilt

m
IS 08| = maxtingf =m0
j=n

wie gezeigt in Satz 18.13, denn Z;”:n AjP; ist ein normaler Operator mit
den Nicht-Null-Spektrumpunkten {\; : j =n,...,m}. O

Korollar 18.16 (Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren, Multi-
plikator-Form). Sei H ein separabler Hilbertraum und T € £ (H) kompakt
und normal. Es gibt einen unitiren Operator U : H — (2 (d.h. eine surjek-
tive Isometrie), so dass UTU* = My, ein Multiplikator fiir eine geeignete
Folge (A,) C C ist. Also ist das folgende Diagramm kommutativ.

H L @
U | T1U*
52 %) 62

Proof. Sei (e,) die ONB aus Satz 18.14 und (),,) C C die zugehorige Folge
von Eigenwerten. Wir definieren U : H — ¢? durch

Uz := ((z,e1),(x,e2), (z,e3),...).

Man beweist, dass U eine surjektive Isometrie ist, deren Inverse durch

o0
U*(x1, 29, 23,...) = U Yoy, 29, 23,...) = anen
n=1
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gegeben ist. Fiir (x,,) € £2 gilt
UTU™ (@) = UTS " wnen = U DN (S wnen,; )e; =
n=1 j=1 =1

= UZ )\jxjej = ()\1.%'1, )\21‘2, )\31‘3, .. ) = M(An)(xn)v
7=1

also folgt die Behauptung. O

19. FOURIERTRANSFORMATION
Lemma 19.1. Es gilt:
Co(RY) = {f e C(RY) : {|f| > &} ist kompakt Ve > 0}

— {f € C(RY: lim f(x) :o}.

|z|—o0

Proof. Offenbar gilt:

{feC®):{f] > =} ist kp Ve > 0} = {fEC(Rd) - Jim f(x):O}.
Tr|—00

Sei f € Co(R%) und € > 0. Nach Definition existiert ¢ € C®(RY) mit

lo — flloo < €/2. Insbesondere gilt also {|f| > e} C suppy, d.h. {|f| > €}

ist kompakt.

Umgekehrt konstruiert man mit einem Mollifier eine Folge (p,) C C°(R?)

mit limy, o0 [|2n — flleo = 0 (UA). O
Definition 19.2. Sei f € LY(R?). Dann heift f, definiert durch
. 1 ,
f(§ = y /e“’”’g)f(m) dz, ¢eR?
(o)
Rd

die Fouriertransformierte von f. Hierbei ist (x,&) := 2?21 ;&

Lemma 19.3. Sei f € LY(R?). Dann ist f € BC(RY) und es gilt

A 1
[ £l oo (may < 7121 (ma)-
(2m)2

Proof. Sei ¢ € R? und (&) € R? mit &, — £. Dann gilt

. 2 P : 1 —ile _itz.ey| Lebesgue
lim [f(€x) — F(€)] < lim —— /|f($)| ‘e @) _ oife)| Lebesgue
hee k=0 (2m)2 S

d

d.h. f ist stetig. Desweiteren gilt:

A 1 1
= L(RAYs RY.
fels - R/ = Wl €€

(M]IoH
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Definition 19.4. Wir nennen die Abbildung
¥ : LYRY) — BC(RY)

ff

die Fouriertransformation
Satz 19.5. Seien f,g € L'(R?), k € Ng. Dann gilt

(a) fRd JEQ = fRddf:@-

(b) fxg=Q2m)2f-g.

(c) Sei x — x®f(x) € LY(RY) fir alle o € N& mit |a| < k. Dann gilt
o°f = (Zix)f.

(d) Sei f € WEYRY). Dann gilt
£ eR?

aof(€) = (i) f(€),

fiir alle o € N& mit |a] < k
(¢) Es gilt U (L*(RY)) C Co(RY) (Riemann-Lebesgue)

(a) Wir erhalten mit Fubini

Proof.
T8 dag(€) dg

R[ F(©)g(6) d e / / fa
/ f() / g(€)e~ 9 de da = / F(@)i(z) da
d Rd R4

= d
2

(b) Es gilt:
y) dye™ ") 4y

i | e
R? R?
Je w8 /fx— —ie=8 qz dy

(zn)% /

— / a(y)e 9 f(€) dy = (2r)

d
2

¢ e R

901 (9),

(M]IoH

Rd
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(c) Da agtefﬂxvi) = (—iz)®e @) gilt, folgt fiir ¢ € C°(RY)

~ 0 1 —i(x
0,4(6) o [ o9 o
2

9; (2m) e
e—i(x,{-{—hej) . e—i(x,{)

= lim = /90 T dz

h=0 (27)2 h

Rd

L 1

chesgue 1 / oz) L emite) dy

(27)2 9¢;
Rd

= (—iz)9p(€), £€RY j=1,....d

Approximiere f mit (p,) C C°(RY).
(d) Sei p € C(R?). Dann gilt:

0596 = — [0 @)e dx:—(;)g [e@=ige 9 az
Rd

(2m) 2
= (i) pE), €eRY j=1,....d

Approximiere f € WEL(R?) mit (¢,) C C°(RY).

97

(e) Sei ¢ € CX(R?). Dann gilt 9%¢ € LY(RY) fiir alle a € N¢. Ins-
besondere folgt aus (d), dass limg_o, ¢(€) = 0, d.h. ¢ € Co(RY).

Approximiere f € L'(RY) mit (p,) C C2(RY).

Beispiel 19.6. Seia > 0 und f(z) = e**. Dann gilt:

0= (5) 5.

Proof. Sei d = 1. Dann gilt

—

(7Y(€) = (=im)e () = 5y )
7 A 1
= L) fe) = —-ei(©)

Damit folgt:

O
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also ist el¢*/4a f (€) konstant. Die Konstante ergibt sich aus
1\3
)

f(0) = \/%_W /e“"ﬂf»’l2 dr = <
R

Somit erhalten wir die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt nun
1 > _lei?
e 4a .,

mit Fubini:
d
£ _ —azx? —iz;&; R
Fo =TI [ et ar; = (5

jle

vl

Notation 19.7. Fir f € L*(R?) definieren wir
1 .
/el<x’5>f(a:) dz.

f€) = fl-6) =
(m)% J,

Theorem 19.8 (Inversionsformel der Fouriertransformation). Seien f, f €

LY(RY). Dann gilt:
H=rf=r fi.
Proof. Fiir t > 0, z € R? setze
Pra(2) = e
Dann gilt:
o 1 _ 42152 _lz—g)?
gpmt(g) — = el<x 7Z>e t |Z| d — e 42
(2m)z 23¢d
Rd
|z—¢|?
W= (2m) gl - ©),

o

(47r)%td
e_|$|2/4 und gt(m) = ]_/tdg(,fl?/t) Somit gllt

1

wobei g(x) = =Y
(24) /@m@v@ﬁmz/f@mm@nm
Rd Rd
:<mw%/f@mxx—adf:<%wﬂf*mx>.
]Rd

Man zeigt (vgl. Mollifier)
%i_{% 1f * gt — fHLl(]Rd) = 0.
)(@)-

(M]IoH

(f

Desweiteren gilt:

(25) %%/%&M@%:/JNW@@—ww
R4 Rd
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a v

Aus (24) und (25) folgt f = (f). Analog zeigt man f = }V
Korollar 19.9. Sei f € L'(RY) und f = 0. Dann gilt f = 0.
Proof. Klar.
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0

Theorem 19.10 (Plancherel). Sei f € LY(R%) N L2(RY). Dann ist f €

L?(R%) und die Abbildung U1 (ri)n2(rey kann eindeutig zu einem unitdrem

Isomorphismus Wy auf L*(R?) fortgesetzt werden.

Proof. Sei X := {f € L'(RY) : f € L'(R%)}. Dann ist insbesondere f €
L®(RY), d.h. X C L2(R%). Ferner ist X dicht in L2(R%), da C*(R?) C X.

Seien f,g € X und h := §. Dann gilt:

. 1 ilm)= 1 o —
h(€) = —— / e @G (z) do = —— / ei®8) §(z) dz = g(€),
2 2

(2m)%
[ta=[si=[in=] 7
Rd Rd Rd Rd

d.h.

Insbesondere folgt mit g = f, dass || f|| p2(re) = HfHLQ(Rd) gilt. Da X = X

kann ¥|x zu einem unitdren Isomorphismus ¥y fortgesetzt werden.
Es bleibt zu Zeigen, dass

(Taf)(©) = f(&), feL'(R)NL*RY.
Sei (pj) C C°(RY) mit
]lgglo If = ¢jllLimay =0
Jim [If = @5l 2y = 0.

Einerseits gilt lim; . Hf - @jHLOO(Rd) =0, d.h.

Jlim 2;(€) = f(§)]d¢ =0, R>0.
B(0,R)
Andererseits folgt mit Plancherel
]lgfolo 165 — Yo fllp2mey = ]lgrolo loj — fllz2may =0,
d.h.

lim |£5(§) = V2 f (§)|d§ =0, R>0.

Jj—00

B(0,R)

Damit folgt Wy f(€) = f(£) fiir alle f € L' (RY) N L2(RY).

Bemerkung 19.11. Fiir p > 2 und f € LP(RY) ist f i. A. keine Funktion

mehr (vgl. Distributionen-Theorie).

O
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Proof. Ohne Beweis. O

Satz 19.12. Sei k € Ng. Dann gilt:
a) Sei x— z%f(x) € L2(R?) fiir alle o € N& mit |o| < k. Dann gilt
0

~ o —

o°f = (Ziz)of.
(b) Sei f € H¥(R?). Dann gilt
0°F(€) = (i)*f(€), €er?
fiir alle o € N& mit |a| < k.

Proof. Nach Satz 19.5 gilt die Behauptung fiir ¢ € C°(R?). Approximiere
f € L2(RY) mit (p,) € C*(R?%) und nutze Plancherel. O

Definition und Satz 19.13. Sei m € L>®(R?). Dann ist Ty, : L?>(RY) —
L*(RY), Tpuf = \112_1 (mWsof) ein stetiger Operator mit
1T\l 222 ey = Ml Loo (may-
Die Funktion m heif$t Fourier—Multiplikator.
Proof. Plancherel liefert
1T f Nl 2gay = 195" (Mo f) || p2ray = [ImPaf | 12
< [[m] poo may P2 f | L2 (rey
= mll @l fll2@es, € LARY,

b (Tl 2z2ray) < Il poe mey-
Zu e > 0 withle Q C R? mit 0 < |Q| < 1 mit inf,eq |[m(z)| > [m| poo (may — &
Dann gilt fiir ¢ = xq

HTm(‘I’Q_lSO)HL?(Rd) = ||m‘1’2‘1’2_180||L2(Rd) = Hm90||L2(Rd)
> (] zoe ey — 2) ol 2y
d.he (Tl 22 ey = Ml oo (mey- O

Bemerkung 19.14. Man kann zeigen, dass m € L™ (R?) eine notwendige
Bedingung ist.

Satz 19.15. Sei A € C mit Re A > 0 und f € L*(R?). Dann existiert eine
eindeutige Losung u € H?(RY) der Gleichung

(26) (A= A)u= f in R

Desweiteren gilt fiir a € N¢ mit || < 2.

o 1
[D%ull p2(may < WHme(Rd)-
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Proof. Sei my(€) := (A + [¢]*)7L. Dann gilt

A+ =vVRe A+ €2+ Im A2 > /|[Re A2+ [Im A2 = |\, £eR%

und damit
\al
\/])\ 1
= ’ < VI,
‘)\+€2 - |)\| |)\|1_% |§|— | |
£ €1 1 1

< = < , > Al
‘Aw = e g = e M2V

d.h. nach Satz 19.13 gentiigt 7},, den Abschétzungen

1
1D o les2(aty < 5y

Auflerdem gilt:
A= A) T, [ = (A= A) U5 'mpWa f = U5 (A + [€°) U0y 'y W f
Uy A+ ) mavaf = f.
Seien nun u,v € H2(R?) Lésungen von (26). Dann gilt:
0 = (0]l 2 (ay = 1A = A)(u = v)l| L2 ey = €5 A+ |- ) W2(u = 0)]| 2
=[O PP = )l 2ay > NP2 (u = )l 2 @ey = A [u = vl L2y,

d.h. u =w. O
Satz 19.16.
(a) Seid =1, A > 0. Dann gilt:
1 —1 2\—1 eVl
E(\I’ A+ (@) = k(z) == ik z eR.
(b) Seid=1, A\ > 0. Dann gilt:
¥z = 3.
Insbesondere lost u(z) := (kxf)(z) die Gleichung (26) fiir f € L*(R).

Proof.
(a) Sei x > 0. Dann gilt:

zacE

1 / gﬂﬁ Cauchy ig 'eixi\ﬂ_ 1 i
£

A+\§!2 B
]R

— ) = e
— iV 21 2%V 2V

Analog z < 0.



PDG ILFUNKTIONALANALYTISCHE METHODEN 102

(b) Es gilt:
Ibllzsey =2 [ blo) do = 2= S
0

Insbesondere 16st u(x) := (k * f)(x) die Gleichung (26) fiir f €
L*(R) N LY(R). Approximiere nun f € L2(R) mit (f,) € L*[R) N
L'(R) und nutze die a-priori Abschiitzung aus Satz 19.15.

(]

ANHANG A. MASSTHEORIE

In diesem Abschnitt bezeichnet  C R? eine Menge und A C P(Q) eine
o-Algebra.

Definition A.1.
(a) Ein positives Mafs ist eine Mengenfunktion p : A — [0,00], die o-
additiv ist.
(b) Ein reelles Maf ist eine Mengenfunktion u: A — R, die o-additiv
1t.
(¢) Fin komplexes Mafs ist eine Mengenfunktion p : A — C, die o-
additiv ist.

Definition A.2. R C P(Q2) heiff t Halbring, falls
(a) b € R.
(b) ABeR= ANBE€R.
(¢) Sei A,B € Rmit AC b= 3C1,...,C,, € R, paarweise disjunkt
mit B\A=3%7"_,C
Definition A.3. R C P(Q2) heifit Ring, falls

(a) 0 € R.
(b) ALBe R— AUB € R.
(¢) AABe R=— A\ B € R.

Definition und Satz A.4. Sei i ein Maf$ auf einer o-Algebra A.
(a) Dann heify t die die Mengenfunktion |u|, gegeben durch

e —supZiu )l EeA

wobei das Supremum uber alle (paarweise disjunkten) Zerlegungen
{E;} von E gebildet wird, die totale Variation von .

(b) Die totale Variation von u ist ein positives Majs.

(c) Die Mengenfunktionen

1 1
pr = 5(lul+p), e = 5(ul = p)

heif$ en die positive bzw. die negative Variation von u.
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Definition A.5. Fin Maf$ u auf einer o-Algebra A heiffit absolutstetig
(A << ) bzgl. eines MafS es A auf A, falls
wE)=0= AE)=0, EcA

Satz A.6 (Hahn-Zerlegung). Sei p ein reelles Maf$ auf einer o-Algebra A.
Dann existieren A,B € A mit AUB =X, ANB =0 und

p(E) =p(ANE), p(E)=-wBNE), Ee€A
Proof. s. Theorem 6.14 in Rudin, Real and Complex Analysis. (I

Satz A.7 (Radon-Nikodym). Sei p ein positives o-endliches Maf$ auf A
und X\ ein komplezes Mafy auf A mit X\ << u. Dann existiert h € L' (u) mit

AME) = /hd,u, E e A
E
Proof. s. Theorem 6.9 in Rudin, Real and Complex Analysis. O

ANHANG B. ERRATA



