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(H 1) Extrema einer Funktion

Sei V : R — R, V(z,y,2) = zyz gegeben. Gesucht sind die Seitenléingen z,y,z > 0 einer Schachtel
ohne Deckel, so dass die Schachtel bei gegebener Oberfliche ¢ > 0 (¢ = zy + 2zx + 2zy) maximales
Volumen V' (z,y, z) hat.

(a) Ersetzen Sie z und berechnen Sie die kritischen Stellen der Funktion f(z,y) := V(z,y, ﬁ) =

cry—z2y>
2(z+y) -

Beweisen Sie, dass in der kritischen Stelle ein globales Maximum vorliegt.

(b) Verwenden Sie die Methode von Lagrange zur Berechnung der kritischen Stellen von V (z,y, 2)
unter der Nebenbedingung ¢(z,y, 2) = zy + 2zx + 22y — ¢ = 0.

Losung:

(a) fr == %féw;za)cy (@+9) — ( genau dann, wenn ¢ = z2+2zy. Analog zeigt man, dass f}, = 0 genau

dann, wenn ¢ = y* + 2zy. Wenn V f(z,y) = (0,0), dann z =y = /5. f(1/5,1/5) = §1/5-

C

Wir zeigen nun, dass f sein Maximum in ( \/g, \/g annimmt. Die moglichen Werte, die xy
annehmen kann, liegen in (0,c). Fiir 0 < @ < c und @ = zy gilt y = £ und

f(z, %) = 20{;7:_(1%) =: ga().

g (z) = 2(”;:2‘;2 (1- %) = 0 genau dann, wenn = = \/a. g,(x) nimmt sein Maximum in z = \/a
mit Wert 1(cy/a +a?) an. Sei b : (0,¢) = R:a — (ey/a+a?). K(a) = 1(¢a™7 — 2a2) = 0

genau dann, wenn ¢ = £ und der Punkt @ = £ ist das Maximum der Funktion h. Also nimmt

f sein Maximum in (,/%,,/%) an. Die Seiten der Schachtel mit maximalen Volumen sind
r=y=V52=3V5
(b) Lagrange-Funktion: L(z,y, 2, \) = zyz + A2y + 222 + 2yz — ¢).

(1)Ly =yz+ Ay + 22) =0,
(2)L =zz+ Az +2z) =0,
(3)L, =zy+2\(y +z) =0,
)L

(4)Ly = zy + 2z2z 4+ 2yz — c = 0.

Aus (1) und (2) folgt, dass z = —yi—‘g/\ = x+2)\ Daher ist x = y. Einsetzen x = y in (3)

liefert © = —4X. Aus (4) erhdlt man X\ = £,/%. Da z > 0 ist, ist A = —}/%. Daraus kann
man schliessen dass der einzige kritische Punkt von V' (unter der Nebenbedingung g = 0)

(x,y,2 \/g’\/;’z 5) ist.

wlo

(H 2) Extrema einer Funktion unter einer Nebenbedingung
Es sei f: R® — R mit f(z,y,2) = z%yz gegeben und S = {(z,y,2) € R® : 2% + y* + 22 = 1} sei die
Einheitssphiire in R®. Bestimmen Sie alle Extremstellen von f auf S. Welche von Thnen sind global?
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Lésung: Gesucht sind Maximum und Minimum von f unter der Nebenbedingung g(z, vy, z) = 2% +
y? + 22 — 1 = 0. Lagrange-Funktion: L(z,y,z,\) = 2%yz + M(x? + y> + 2% — 1). Es gilt

(1) Ly = 2zyz + 22z = 0,
(2)L, = 2%z + 2y = 0,
(3)L, = 2%y + 2Xz = 0,

A)Ly=2>+y*+22-1=0.

Auflésen des Gleichungssystems liefert zwei Félle.

1. Fall. x = 0. Dann f(z,y,2) = 0.

2. Fall. z # 0.

2.1. Fall. A =0. Dann ist y = z = 0 und f(z,y,z2) = 0.

2.2. Fall. A # 0. Dann ist A = —yz und daher ist y # 0 und z # 0. Einsetzen von A in (2),

—~

3)

liefert |z| = |y| = \w\ . Aus (4) folgt, dass z = j:%. Daher sind die kritischen Punkte z; = (— 2.3,
5= Ghoh—thm = Cbbn = Cohmh—boom = Grmbblom = (Ghbh)
T7 = (_%’_%’%)a Ty = (_%’%’_%)- f(@1) = f(z2) = f(x3) = f(z4) = § und fxs) = flz) =
fzg) = f(xg) = —%. Da S eine kompakte Menge ist, die nur innere Punkte enthalt, sind x1, Z9, T3, T4

auch globale Maxima und x5, zg, ¥7, 3 - globale Minima von f.

(H 3) Implizite Funktionen
Betrachten Sie das nichtlineare Gleichungsystem

gi(z,y,2) =2> +y* +22°-=3=0
gz, y,2)=r+y+2=0.

(a) Zeigen Sie, dass dieses System in einer Umgebung des Punktes (0,1, —1) eindeutig nach vy, z
aufgelost werden kann, d.h. es gibt eine Funktion ¢ : R — R?, so dass y = ¢1(),2 = ¢a(z)
das System lGst.

(b) Berechnen Sie ¢'(0) = (¢ (0), ¢4(0)).
Losung:

(a) Klarist, dass (0,1, — ) das System 16st. Die Funktionen 9i,1=1,2sind in R? stetig differenzier-
bar. det(Z gl’gi))
0:R— R

(b) Wir setzen y = ¢1(x),z = () in das Gleichungssystem ein und differenzieren die beiden
Gleichungen nach z. Im Punkt z = 0 gilt daher

{ 2</>1(0) 490'2( ) =
1(0) + ¢5(0) = —

Daraus folgt, dass ¢}(0) = —§, ¢5(0) = —2 ist.
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