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(Testfragen) Priifen Sie die folgenden Aussagen:
a) 0,1, 1+, az®™ + b2”” mit a,b € R, > °° , na™"! sind Potenzreihen.

b) Der Konvergenzradius p einer Potenzreihe Y | a,z™ ist eindeutig bestimmt und fiir |z| = p
konvergiert die Potenzreihe.

c¢) Die Reihe >~  nlz™ hat den Konvergenzradius 0.

d) Die Taylor-Reihe der Funktion f(z) = 2? um zg = 1 lautet: 1 +2(z — 1) + (z — 1)%
Loésung;:
a) richtig.

c¢) richtig.

d

)
b) falsch. Beispiel: >~ jx" hat Konvergenzradius 1, aber divergiert fiir x = +1.
)
) richtig.

(G 1) Konvergenz von Potenzreihen.
Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Reihen:

kZ:; (k + sin(k))(z — 2)F (ii) Z E];k) "

k=0
Lo6sung;:
. m(k:)
. . ap | _ 1: k+sin(k) R T 14282
1. Esist lim = lim e | = lim Ty |-
k—00 + k—o00 k—oo | 1+1 t—7
. L g
Da —1 < Smkgk) %, gilt lim sinthtl) — Jim % =0,

k—oo k—oo

a _ 1+
und damit li»rgo | = 1+0+0 =1.

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotientenkriterium 1.

2. Esist
12 ]
lim g (BD? @42t (24 1)(2k+2)
k—oo | Q41 k—oo (2k) ((E+1)1)? k- (k+1)2
= lim M: lim 4k+2:4

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotientenkriterium 4.
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(G 2) Gliederweise Differentiation von Potenzreihen.
Bestimme den Konvergenzradius und fiir alle x im Konvergenzbereich den Wert der Potenzreihe

> k(k -
k=2
Losung: Es gilt:
Z k(k —1)z" = 2? Z k(k —1)z"? = 22 Z («* !

k=2 k=2 k=2

) "
=2° (Z xk) fir alle |z| <1 mnach Satz 26.3

=2
1 " 1 ! 2
— 2 —1— — 2 —— 1) = 2
! (1—x ) ! ((1—@2 ) =)

Also hat die Potenzreihe Konvergenzradius 1 nach Satz 26.3 und es gilt

= . 22°
> k(k—1)ak = TS

k=2

(G3) Gliederweise Integration von Potenzreihen.
Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung um x = 0 fiir die Funktion f(z) = In(1 + z) ohne die
Taylorentwicklung zu benutzen.

Losung: Mit der geometrischen Reihe gilt fiir alle z € (—1,1)

x T

1 1 [

-y / (=) dt (Satz 26.3)

k=0
_ - 1 k+1 ’ - k+2 k+1
B kzzo k+ =) 0 kz k 1t
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