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(H 1) Konvergenz von Funktionenreihen

Untersuchen Sie die Funktionenreihe

)
Z efn(2+cos:13)’ reR

n=1

auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.

Loésung;:
Wegen
—1<cosz <1 VeR
ist
—3n _ e—n(2+1) < 6—n(2+cosx) < 6—71(2—1) — e

e
Setze ¢, :=e™ ", es gilt:
o0 o
Z efn(2+cos:1:) < Z Cp
n=1 n=1

Da aber 0 < e ! < 1,ist > .07 ¢, = o (e7!)" eine geometrische Reihe, welche konvergiert. Nach
Satz 25.2 konvergiert > >° e~M2+eos?) gleichmiBig auf R, und somit konvergiert sie auch punktweise

auf R.

(H 2) Konvergenz von Funktionenfolgen und Differentiation

Fiir jedes n € N sei die Funktion f,, : R — R mit D(f,) = [0,00) durch die Zuordnungsvorschrift

1, nx+1
fn(x) - 517 o n2ene
erklért.
(a) Gegen welche Grenzfunktion f konvergiert (f;,),, oy Punktweise?

(b) Bestimmen Sie die Folge der Ableitungen (f}), .y und untersuchen Sie, ob (f;,), oy gleichméBig
konvergiert.

(c) Zeigen Sie, dafl
f'(x) = lim f(z)

n—oo

fir alle z € [0, 00).
Losung;:

(a) Nach Definition 18.2 (i) auf S.199 in der ersten Auflage des Arbeitsbuchs ist die Funktionen-
folge (fn),ey auf [0,00) genau dann punktweise konvergent, wenn fiir alle z € [0, 00) die Folge

(fn(2))nen konvergiert. Sollte (fy,),cy auf [0, 00) punktweise konvergent sein, so bildet die Ab-
bildung f : R — R mit D(f) = [0, 00) und

f(z) = lim fo(z)

n—oo

die Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,),,cy -
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Prof.

Sei nun = € [0, 00) beliebig gewé#hlt. Dann gilt

1 1
lim f,(z) = lim §x2 — nx2+
n—00 n—00 n=ent
1 1 2
= lim —2? — lim n:(;—l— T
n—00 n—oo n~e"’ -
1 1
= —z? — lim Ty
2 n—oo nent
e
=—x“=: f(x
2

Damit haben wir nun gezeigt, daf die Funktionenfolge (f,),,cy auf [0, 00) punktweise gegen die
Grenzfunktion f: R — R mit D(f) = [0, 00) und

konvergiert.

Es sei n € N beliebig gewahlt. Dann ist

und somit gilt

lim f/(z) = lim =+ S
N 00 ent

n—oo

Wir kénnen daher vermuten, daf die Funktionenfolge (f;,),, oy auf [0, 0o) gleichméflig gegen die
Grenzfunktion ¢ : R — R mit D(g) = [0, 00) und

g(z) =1z

konvergiert. Um diese Behauptung zu beweisen, konnen wir auf Satz 18.1 auf S.202 a.a.O.
zuriickgreifen, der besagt, daf (f),), oy genau dann auf [0, 0o) gleichméfBig gegen g konvergiert,
wenn die Bedingung

i | sup [74(0) ol =0

n—=00 | 2€[0,00)
erfiillt ist.
Es sei nun n € N fest vorgegeben. Wegen

X

e’I’LCC

X

€n$

120) = glo)] = o+ = — | =

betrachten wir zunéchst die Abbildung A, : R — R mit D(h,) = R und

Diese besitzt die Ableitungen

T — nxe™ B 1—nx
(6nx)2 - enx
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und
B () = —ne™ — (1 — nx)ne™* _ n(—2+ nx)
n (enm)Z ene
Da ]
!
und

besitzt h, nach Satz 11.4 auf S.133 a.a.O. an der Stelle z = % ein lokales Maximum, welches
(da es das einzige lokale Maximum ist) zugleich auch das globale Maximum von h,, darstellt.
Aufgrund dieser Uberlegung 1é3t sich nun

1 1 1
sup fﬁiﬁ—g:c zsuphnx:hn(_): n__
3:6[0,00)’ ( ) ( )‘ z€[0,00) ( ) n en% ne
und somit 1
lim | sup |f,(z) —g(a:)|] — lim — =0
n—oo CEE[0,00) n—oo Ne

folgern. Damit ist die Funktionenfolge (f}),cy auf [0,00) gleichmdfig konvergent gegen die
Grenzfunktion g.

(¢) Mit Satz 18.5 (i) auf S.205 a.a.O. erhalten wir unter Beriicksichtigung der Ergebnisse der
vorangegangenen Aufgabenteile

f(z) = lim f!(z) =2 = g(z).

n—oo

(H 3) Kriterien fiir gleichmiflige Konvergenz Gegegeben sei eine Funktionenfolge ("), ey mit
Definitionsbereich D = [—a,al, a € RT

(a) Fiir welche a ist (z™),en auf D gleichméflig konvergent?
(b) Ist die Funktionenreihe 7 z" fiir dieses a auf D gleichméflig konvergent?
Loésung;:

(a) Nach Satz 25.1 ist die Funktionenfolge (z"),en genau dann gleichméflig konvergent gegen f,
wenn

lim (sup |z" — f(z)]) = 0

n—© zeD

Es gilt wegen Dreieckungleichung:

hm sup (Jlz"| = | f(2)]]) < hm sup\:v — f(@)]) =0

Daraus folgt
lim sup |z"| — lim sup |f(z)| =0

n—=0 geD n—=zeD
d.h
lim sup [z"| = lim sup\f( )|
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Andererseits zieht die gleichméfige Konvergenz die punktweise Konvergenz stets nach sich, also
muss (2")nen konvengieren. Aber (z™),en konvergiert nur fiir —1 < @ < 1 mit der Grenzfunktion
f(z) = 0. Wir erhalten nun:

sup |2" — f(z)| = sup [2" -0 =a"
z€[—a,a] z€[—a,a)

Wegen —1 < a < 1 ist lim,, . a™ = 0. Dies liefert uns nach 25.1 die gleichméflige Konvergenz.

(b) Ja, denn es gilt:
2" <a" Vre D,neN

Mit a™ erhalten wir eine Folge (¢, )nen. Es gilt

o) 00 a
Cn == a’I’L pry

Z Z 1—a

n=1 n=1

Satz 25.2 liefert die gleichméflige Konvergenz.
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