SS 06 Losung 4. Ubung zu Mathematik II fiir Inf, WInf 18./19.05.2006

(H 1) Eigenwerte und Eigenvektoren
Gegeben sei die Matrix

1 =2 0
A= 2 0 -1
4 -2 -1
Geben Sie alle Eigenwerte von A an, wobei der Eigenwert \; = —% + 24 als bekannt vorausgesetzt
wird.
Loésung:

Nach Satz 13.4 im Buch ist Ay = —% — 24 ein weiterer Eigenwert, da A € R,
Bestimme die Spur von A:
Sp(A)=14+0-1=0.

Wegen Sp(A) = A\ + Ag + A3 erhalten wir:

1 7 1 7
OZSp(A):—§+i%+(—§—i\/7_)+)\3=—1+)\3.

Somit ist A3 = 1 der noch fehlende Eigenwert. 0J

(H 2) Eigenwerte und Eigenvektoren

0o 1 -1
B=| —-11 15 —-16
-7 11 -12
Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren der Matrix B.
Loésung:
Das charakteristische Polynom von B lautet:
-\ 1 —1

pg(A) =Det | —11 15—X —16
-7 11 —12— A
= A(15 = A)(12+ A) + 1124 121 — 7(15 — A) — 176 — 11(12 4 A)
= N3N —4=—-A+1)(\-2)>2

Daraus folgt: A\; = —1 und Ao 3 = 2.
Wir berechnen die zugehorigen Eigenvektoren.

Zunéchst zum Eigenwert A\ = —1:
1 1 -1 U1
(B-—MDv=| —11 16 —16 v | =0
-7 11 -—-11 U3
Damit:
1 1 -1 |0 1 1 -1 10 11 -11]0
-1 16 -16 | 0 | =027 =21 | O | =1 01 -1 | O
-7 11 —-11 | 0 0 18 —18 | 0 00 0 | O
Wihle v3 = 1, dann gilt v9 = v3 = 1 und v; = —vy + v3 = 0, somit erhalten wir
0
v=s| 1], seR.
1
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Mit dem Eigenwert Ay 3 = 2 verfahren wir entsprechend. Es ergibt sich:

—2 1 -1 |0 —2 1 =10 —2 1 =110
~11 13 =16 | 0| =] 0 =15 21 [0 |—=| 0 =5 7 | 0O
~7 11 —14 | 0 0 —15 21 | 0 0 0 0 |0

Wiéhle vy = 7, dann gilt v3 =5 und —2v; = —vy +v3 = —7 + 5 = —2, somit erhalten wir

Der Eigenraum zum zweifachen Eigenwert Ay 3 ist 1-dimensional.

(H 3) Zeigen Sie: Ist A Eigenwert von A, dann ist A\* Eigenwert von A* fiir alle k € N.
Losung: Sei A Eigenwert von A und z ein zugehoriger Eigenvektor, d.h. Ax = Ax.
Wir zeigen:

AFx = Nz fiir keN

mittels vollstindiger Induktion (dann ist A* Eigenwert von A* mit Eigenvektor z).
Induktionsanfang, k = 1: Es gilt Az = Az (s.0.).
Induktionsannahme fiir k¥ € N: Es gelte A*z = M.
Induktionsschritt:
Ay = AAR2 = AN = N Az = N = My

(H 4) Welche der folgenden Matrizen sind
1. positiv definit,
2. negativ definit,
3. indefinit,
4. nichts davon?

Begriinden Sie jeweils und geben Sie im indefiniten Fall Vektoren an, die Thre Behauptung belegen.

4 2 41 4 3 —4 2 —4 1
v(ah) (i) s (57) ae(eh) w= ()

210 -2 =20 —1 0 0
AG - 1 1 0 5 A7 — —2 4 0 7A8 - 0 —2 O
0 00 0 01 0 00

Losung: Nach dem Hauptminorenkriterium ist As positiv definit. As ist indefinit, denn es ist
efAze; = 4 > 1, aber mit x = e; — ey ist a7 Azx = —1 < 0. Auch Ajs ist indefinit, denn
el Ase; = —4 <0, aber el Ases = 1 > 0. Analog ist el A7es = 1 > 0, aber el Are; = —2 < 0.

Die iibrigen Matrizen sind ~ nichts davon ~, ndmlich A; und Ag positiv semidefinit (denn ein Ei-
genwert ist jeweils Null, der bzw. die anderen positiv), sowie A4 und Ag negativ definit (jeweils ein
Eigenwert ist Null, der bzw. die anderen negativ).
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