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(H 1) Isoklinen, Richtungsfeld und Losungskurven.
Sei die Differentialgleichung 2(y 4+ y') = = + 3 gegeben.

(a) Skizzieren Sie einige Isoklinen, das Richtungsfeld und einige geschétzte Losungskurven, insbe-
sondere die Losungskurve zur Anfangsbedingung y(0) = 0.

(b) Finden Sie die analytische Loésung zur Differentialgleichung mit y(0) = 0.

(c) Berechnen Sie zwei Niaherungslosungen mit Hilfe des Picard-Lindel6f-Iterationsverfahrens. Star-

ten Sie mit ug(z) = 0.
Losung:

(@) ;
flay) =0 e y="2"

z+3
= -

fi =% > 0= Minima der Losungen liegen auf y =
fat+f-f, =0 = y=§+1-die Kurve, auf der alle Wendepunkte liegen. Siehe Bild 2 (LZM).

(b) ¥'(z) = —y+=2,
yn(z) = ce™®, yolz)=e"[ “T” e’ dx = %:r +1;
— — 1 .
y(x) = ce®+5r+1;
y(0) = ¢+1=0= c=—1.

Spezielle Losung zur y(0) = 0 ist ys(z) = —e ® + Sz + 1.
© w) = 0 2
u(z) = 0+ [ Hds =2 +32;
3

2

up(z) = 0+ [J(—5 — L +B)ds =3 -5 4+ %;

(H 2) Lipschitzbedingung
Welche der folgenden Funktionen erfiillen eine Lipschitzbedingung bzgl. y auf R x [0, 00)?

(a) f(z,y) = a2 V%

(b) fz,y) =2" +2y,

(c) flz,y) = 5 v
Losung:

(a) Nein, y? wird zu steil.

(b) Ja, L =2.

(c) Nein, |~ = 00, |[z|— 1.
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(H 3) Fortsetzbarkeit der Losung
Sei das Anfangswertproblem y' = y? + 1, y(0) = 0 gegeben. Losen Sie dieses Problem analytisch.
Kann dieses Problem eine Losung besitzen, die auf dem Intervall [—m, 7| definiert ist?

Losung:
y = ¥+
d
LA /dx;
y2+1
T
arctany(z) = =+, x+c€(—§ 5)
y(x) = tan(z + c);

)
y(0)

Die Losung y(z) = tanz von y' = y? + 1 zur y(0) = 0 ist hochstens auf dem offenen Intervall (=2, 7
g 272

definiert. Die Funktion y? + 1 erfiillt nicht die Lipschitz-Bedingung auf R. Hier fiihrt es dazu, dass
die Losung [y(x)| — oo, wenn x — £7. Es ist daher unméglich die Losung bis (-, 7) fortzusetzen.

= tan(c) =0 = c¢=0.
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