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(Testfragen)

a) Der Satz von Peano (Satz 3.2, Arbeitsbuch Mathematik fiir Ingenieure, Band II) gibt eine
ausreichende Bedingung fiir die Existenz einer Losung: die Funktion f(z,y) muss stetig auf
dem Rechteck R sein.

b) Der Satz von Picard-Lindelsf (Satz 3.3) garantiert, dass die Losung in einer Umgebung von z
eindeutig ist. Die Funktion f muss zusdtzlich Lipschitz-stetig bzgl. y auf R sein.

(G 1) Isoklinen, Richtungsfeld und Lésungskurven.
Sei die Differentialgleichung ' = f(z,y) gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass alle Maxima und Minima von Losungskurven auf der Kurve f(z,y) = 0 liegen.
Zeigen Sie, dass ein Punkt (z,y) auf der Kurve f(z,y) = 0 ein Maximum (bzw. Minimum) der
Losungskurve durch (x,y) ist, falls f!(z,y) < 0 (fi(z,y) > 0) gilt. Verwenden Sie dabei, dass

y"(z) = filz,y) + fi(x,y) - /() ist.
(b) Sei f(z,y) = y—a°. Skizzieren Sie die Kurve f(z,y) = 0 und die Kurve g(z,y) = fy+f-f, =0,

auf der alle Wendepunkte der Lésungen liegen.

(c) Skizzieren Sie einige Isoklinen, das Richtungsfeld und einige geschitzte Losungskurven, insbe-
sondere die Losungskurve zur Anfangsbedingung y(0) =0 .

(d) Finden Sie die analytische Losung zur obigen Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung
y(0) = 0.

(e) Berechnen Sie mit Hilfe des Picard-Lindel6f-Iterationsverfahrens die Niherungslosungen
u1 (), us(x) ausgehend von ug(z) = 0.

Losung:
(a) Ist xy ein lokales Extremum der Lésung y(z), dann ist y'(z) = f(xo, y(x0)) = 0. Also liegen

alle Extrema der Losungen auf der Kurve f(z,y) = 0.

Sei die Losungskurve y(z) gegeben, die durch den auf der Kurve f(z,y) = 0 liegenden Punkt
(20, yo) 1auft. Wenn y"(x¢) = fL(x0,yo) +0 < 0 (bzw. > 0) ist, dann ist x¢ ein lokales Maximum
(bzw. Minimum) der Lésung y(z).

(b) Alle Maxima und Minima liegen auf y = z2. f. = —2x. Daher sind alle Punkte auf y = z2 mit
x < 0 (bzw. z > 0) Minima (bzw. Maxima) der Losungen. y = 2% + 2z ist die Kurve, auf der
alle Wendepunkte der Losungen liegen.

(c) Siehe Bild 1 (LZM).

() = ce®, yo(z) = —e® [ 2% dx = 2* + 22 + 2;
y(z) = yo(z) + yn(r) = ce® + 2% + 2z + 2;
) = ¢c+2=0 = c= -2

S

pezielle Losung zu y(0) = 0 ist

ys(7) = —2€* + 2% + 27 + 2.

Prof. Dr. Streicher/Bergner
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@ wl) = 0 3
u(z) = 0+ [ —s*ds = —%;
€T 83 7584 583
up(z) = 0+ [ (=% —s%)ds =% — %
Die erhaltenen Naherungslésungen sind die Partialsummen der Potenzreihe um 0 der exakten

Lésung.
(G 2) Lipschitzbedingung
Welche der folgenden Funktionen erfiillen eine Lipschitzbedingung bzgl. y auf R x [0, 00)?
(@) f(z,y) =2y,
(b) f(z,9) = 552 s
(©) fz,y) =y
Losung:
(a) Nein, 2% wiichst iiber alle Schranken hinaus.
(b) Ja, L =1.

(c) Nein. In der Umgebung von 0 ist die Funktion zu steil. Fiir jedes L > 0 kénnen wir y; = 0

setzen und yo so klein wihlen, dass y2_1/2 > L (z.B. wenn L > 1, ist yo = (L +1)"2 und wenn
L <1,ist Yo = LZ)

(G 3) Eindeutigkeit der Losung

Sei die Differentialgleichung ¢'(z) = /1 — y%(x), |y(x)| < 1 gegeben. Erfiillt die rechte Seite eine
Lipschitz-Bedingung bzgl. y auf R x [—1,1]? Finden Sie eine analytische Losung. Gibt es eine
eindeutige Losung mit y(0) = 17

Losung: Die Lipschitz-Bedingung ist nicht erfiillt, denn es gilt f, = —\/%—2 und dieser Ausdruck
-y

wird beliebig gross fiir y — +1.
Analytische Losung:

= / dx, 1y = %1 sind konstante Losungen;

[ 5

arcsiny(z) = z+ec,
y(z) =sin(z +c¢), z+ce[-5, I];
y(z) = £1;

Die Losung der obigen Differentialgleichung mit y(0) = 1 ist nicht eindeutig, da es mindestens zwei
Integralkurven y(z) = sin(z+%) und y(z) = 1 existieren, die die Anfangsbedingung y(0) = 1 erfiillen.

Prof. Dr. Streicher/Bergner



