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Mathematik II fiir Chemiker und LaB, Ubung 3
Gruppeniibung

G 7 Essei g die Gerade durch P = (2,1) und @ = (3,4) und h die Gerade, welche durch
die Gleichung 3z + 4y + 20 = 0 beschrieben wird.

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von g und eine Parameterdarstellung von

h.
b) Berechnen Sie Schnittpunkt sowie Schnittwinkel der Geraden ¢ und h.
c¢) Berechnen Sie den Abstand von P zu h.

d) Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Dreiecks mit den Eckpunkten P, () und
dem Koordinatenursprung.

G 8 Essei E die Ebene durch P = (1,2,2), Q@ = (1,1,1), R = (3,1,0) und F die Ebene,
welche durch die Gleichung 2z + 2y + z = 8 beschrieben wird.

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von E und eine Parameterdarstellung von
F.

b) Geben Sie eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden von E und F' an.

¢) Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Ebene F' mit der Geraden durch P und Q.

G 9 Gegeben seien

123 2 3 4 1
A=|21 2 L A= 11 2 , b= 3
321 13 2 7

Ermitteln Sie alle Losungen = des Gleichungssystemes A;z = b und des Gleichungs-
systemes Axx = b.



Hausiibung

H7 Gegeben sind die Punkte A = (1,2), B = (6,—1) und C = (2,7) und die Vektoren

HS8

H9

U, W mit

L (10 - (3
v—<_6>und w—<5>.

Weiterhin sei g die Gerade durch die Punkte A und B und A die Gerade durch den
Punkt C in Richtung w.

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von g und A.
b) Berechnen Sie Schnittpunkt und Schnittwinkel der Geraden g und h.

¢) Geben Sie alle Punkte auf der Geraden g an, welche von der Geraden h den
Abstand v/34 haben.

d) Mittels Addition des Vektors ¢ zum Punkt C' erhilt man den Punkt D. Betrach-
ten Sie nun das Viereck ABCD. Welche speziellen Eigenschaften hat es?

Gegeben seien die Ebenen

z 1 -1 -1
E y |=101]+A 1 + 0 A u€ER
z 0 0 1

F:2x+y—32=3

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von F und eine Parameterdarstellung von
F.

b) Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Ebenen?
c¢) Berechnen Sie die Schnittgerade.

loes

Gegeben seien

13 2 13 2 0
Ai=| 3 10 8 . A,=1[3 10 0 . b= 1
2 8 8 2 0 8 2

Ermitteln Sie alle Lésungen = des Gleichungssystemes A;z = b und des Gleichungs-
systemes Aoz = b.



Mathematik II fiir Chemiker und LaB
Ubung 3, Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G7

G8

Es sei g die Gerade durch P = (2,1) und @ = (3,4) und A die Gerade, welche durch
die Gleichung 3z + 4y + 20 = 0 beschrieben wird.

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von ¢g und eine Parameterdarstellung von
h.

b) Berechnen Sie Schnittpunkt sowie Schnittwinkel der Geraden g und h.
¢) Berechnen Sie den Abstand von P zu h.

d) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks mit den Eckpunkten P, ¢ und
dem Koordinatenursprung.

a) Ein Normalenvektor fiir g ist

()
vio\ 1
und die Hesse-Normalform \/Ll—o(—i&x +y+5)=0.

3

(%) (5) rem

b) Der Schnittpunkt ergibt als Lisung des Gleichungssystemes —3z +y +5 = 0
und 3x + 4y + 20 = 0. Die Losung ist x = 0, y = —5 und der Schnittpunkt ist
(0,=5).

Der Schnittwinkel ist der Winkel zwischen den Richtungsvektoren der Geraden,
daher cos p = ﬁ, also ¢ = 71,57 Grad.

Ein Richtungsvektor von h ist < ) und eine Parameterdarstellung von h

lautet

c) Die Hesse-Normalform von h lautet %x + %y + 4 = 0. Der Abstand von P zu h
istdannd=2-2+2-1+4/=2+4=6.

d) Der Flicheninhalt des Dreieckes P = (2,1), @ = (3,4) und O = (0,0) lautet

A=1det(OP,0Q)=1(2-4—1-3) = 2.

-2
Es sei E die Ebene durch P = (1,2,2), Q@ = (1,1,1), R = (3,1,0) und F die Ebene,
welche durch die Gleichung 2z + 2y + z = 8 beschrieben wird.

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von E und eine Parameterdarstellung von
F.

b) Geben Sie eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden von E und F' an.

¢) Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Ebene F' mit der Geraden durch P und Q.
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-1
a) Ein Normalenvektor zu E lautet 5 | 2 | und die Hesse-Normalform 5(—z +
—2
2y—2z+1)=0.
Zwei Richtungsvektoren von F' sind
1 1
-1 und 0
0 -2
und der Punkt (2,2,0) liegt in F, eine Parameterdarstellung lautet somit
2 1 1
2 1 +A -1 | +p 0 , A u € IR.
0 0 -2

b) Zwei Punkte, welche sowohl in E als auch in F liegen, sind (0,3, 3) und (3,1,0).
Die Schnittgerade hat daher eine Parameterdarstellung

3 3
1| +x| -3
0 -3

c) Eine Parameterdarstellung der Geraden durch P und () lautet

1 0 1
1 |+A 1 | =] 1+A
1 1 1+ A

Eingesetzt in die Ebenengleichung fiir F' folgt 24+2(1+ X))+ (14+)) =5+3XA =8
und damit A = 1. Der Schnittpunkt ist also (1,1,1) + (0,1,1) = (1, 2,2).
G 9 Gegeben seien
1 2 3 2 3 4 1
A=212] , 4a=|112)] , b=|3
3 21 1 3 2 7

Ermitteln Sie alle Losungen = des Gleichungssystemes A;z = b und des Gleichungs-
systemes Asx = b.

Zu Aq: Wir bringen die erweiterte Matrix in Stufenform

~ 1 2 31 1 2 3 1 1 2 3 1
A= 21 2 3 — 0 -3 -4 1 — 0 -3 41
3 2 17 0 -4 -8 4 00 8 -8
Die Lésung von Az = b lautet daher x = (2,1, —1).
Zur Matrix A,:
B 2 3 41 112 3 112 3 11 2
Ay=111 2 3 — 2 3 41 — 01 0 =5 — 010
13 27 13 27 0 20 4 0 0O

Somit hat Asx = b keine Lisung.
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Hausiibung

H7 Gegeben sind die Punkte A = (1,2), B = (6,—1) und C = (2,7) und die Vektoren

U, W mit
U= 10 und W= 3
~\ =6 -\ 5/

Weiterhin sei g die Gerade durch die Punkte A und B und A die Gerade durch den
Punkt C in Richtung w.

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von g und h.
b) Berechnen Sie Schnittpunkt und Schnittwinkel der Geraden g und .

c) Geben Sie alle Punkte auf der Geraden ¢ an, welche von der Geraden h den
Abstand v/34 haben.

d) Mittels Addition des Vektors 7@ zum Punkt C' erhilt man den Punkt D. Betrach-
ten Sie nun das Viereck ABCD. Welche speziellen Eigenschaften hat es?

7l3)

und die Hesse-Normalform f(?):v + 5y —13) = 0.
Ein Normalenvektor von h ist
il )
34 \ —3

und die Hesse-Normalform von h lautet \/—(556 -3y + 17) =0.

a) Ein Normalenvektor fiir g ist

b) Der Schnittpunkt ergibt sich als Losung des G]e1chungssystemes 3r+5y—13=0

und 5x — 3y + % = 0. Die Losung ist x = — 8, Yy = % und der Schnittpunkt
ist (—o=, =).

Der Schnittwinkel ist der Winkel zwischen den Normalenvektoren der Geraden,
daher cos p = 0, also ¢ = 90 Grad.

c¢) Eine Parameterform von g lautet

(2)2(5)=(53)

Der Abstand d eines Punktes auf g zur Geraden h berechnet sich durch

(5(1+5)) — 3(2— 3)) + )| == (15 +343).

1
d=|—=
|\/ 34
Fiir d = /34 muB dann |2 + 34)| = 34 gelten, also

V34" 2

A= —E + 1.
68
Es gibt also zwei Punkte, welche Abstand v/34 haben, ndmlich (1,2)+33(5, -3) =

+(333,-23) und (1,2) — £(5, -3) = 5(—347,385).



Mathematik II fiir Chemiker und LaB, Ubung 3, Losungsvorschlag 4

(10N _ (5N
() (5) e

d.h. © und AB sind linear abhingig. Also sind die Seiten AB und CD des
Vierecks parallel. Somit ist das Viereck ABCD ein Trapez.

d) Es gilt

H8 Gegeben seien die Ebenen

T 1 —1 -1
E:ly|l=1]0]+A 1 +u 0 AueR
z 0 0 1

F:2x+y—32=3

a) Ermitteln Sie die Hesse-Normalform von F und eine Parameterdarstellung von
F.

b) Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Ebenen?

c¢) Berechnen Sie die Schnittgerade.

a) Ein Normalenvektor von E lautet

-1 -1 1
1 X 0 =11
0 1 1

Die Hesse-Normalform von E lautet daher %(m +y+2z—-1)=0.
Zwei Richtungsvektoren von F' sind

1 0
-2 und | 3
0 1

und der Punkt (1,1,0) liegt in F', eine Parameterdarstellung lautet somit

1 1 0
1L +A -2 | +pu| 3 ), ,peR.
0 0 1

b) Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist definiert als der Winkel zwischen ihren
Normalenvektoren. Somit cos ¢ = ﬁ, also ¢ = 90 Grad.

c) Wir setzen die Parameterdarstellung von E in die Gleichung von F' ein
3=2r+y—32=2(1-A—p)+A—-3u=2—X—5u.

Einsetzen von A = —5u — 1 in die Parameterdarstellung von E liefert uns eine
Parameterdarstellung der Schnittgeraden

1 -1 -1 2 4

O |+(=bpu-1)( 1 | +p|{ O |J=| -1 |+p| -5
0 0 1 0 1
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loes

H9 Gegeben seien

13 2 13 2 0
Ai=| 3 10 8 , A=1(310 0 , b= 1
2 8 8 2 0 8 2

Ermitteln Sie alle Losungen x des Gleichungssystemes Az = b und des Gleichungs-
systemes Az = b.

Zu Ay: Wir bringen die erweiterte Matrix in Stufenform

~ 13 20 1 3 20 1 3 20
A= 3 10 8 1 — 01 21 — 01 21
2 8 8 2 0 2 4 2 0000

Das Gleichungssystem Az = b besitzt unendlich viele Losungen. Wihle x3 =t, t €
IR, dann

$2:1—2$3:1—2t
$1=—3$2—2$3:—3+4t

Somit allgemeine Losung des Gleichungssystem A;x = b

-3+ 4t -3 4
e=| 1-2t | =1 1 |+t| 2], ter
t 0 1
Zur Matrix As:
) 13 20 13 2 0 132 0
A, =3 1001 ] =01 —-61] —=101 -61
2 0 8 2 0 -6 4 2 00 —4 1
Somit hat A;z = b genau eine Losung, und diese lautet z = (2, -1, —1)



