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11. Ubung zu elliptischen Operatoren

69. Zeigen Sie, dass ||ull| := [|[Vullz2 = (f \VU\Q)I/Z auf H}(Q) eine zu [l 7y &quivalente Norm definiert.
Sei un — u schwach konvergent in Hg (). Beweisen Sie, dass ||Vu||2 < liminf, oo |V L2 gilt.

Im Folgenden sei # # Q C R? offen, beschriankt mit C'-Rand, seien a;; € C*(Q), 1 < 4,5 < d und
ap € C(), ap(z) > 0 fir z € Q, und setze die Elliptizitidtsbedingung voraus:
> ai(@)&g > alé?, Vo eQ, VEeRY,
ij=1
fiir ein a > 0.
Die folgenden Aussagen kénnen, ohne Beweis, verwendet werden.

i) (AuRere Normale) Es existiert cine stetige Funktion v : 9Q — R%, so dass fiir jedes = € 9Q der
Vektor v(z) = (v1(x),...,va(x)) der dufere Normalvektor von 9 in Punkt z ist, und ferner |v(z)| = 1
gilt.

ii) (Randintegral) Fiir ein f : 9Q — R ist [, f do das Randintegral von f, wobei o das “Oberfléche-
MaR” bezeichnet, und somit definiert man den Banachraum L*(99), ||f[|72 a0 = [ |f]? do.

iii) (GauR—Ostrogradsky-Theorem) Sei u € C*(Q). Dann gilt
ou

—dm:/ uv; do firi=1,...,d.
o Oz a0

iv) (Spuroperator) Es gibt einen stetigen linearen Operator S : H* () — L*(9Q), so dass Sg = g|an
fiir g € C*(Q) gilt, und ker S = H}(Q); man schreibt oft Sg = glaq.

70. Inhomogene Dirichlet—Randbedingung. Wir betrachten das Dirichlet-Problem mit inhomo-
gener Randbedingung:
d

0 ou .
op) =2 g (o) rem =1 me,
u =g auf 0.

Wir nehmen an, dass es eine Funktion go € H'(Q) mit golsn = g gibt. Beweisen Sie, dass (DP) eine
eindeutige schwache Losung v hat, die die Abschétzung

< C’( inf )
llull g1 ) < Il L2 + 916121(0) llgillar (o)
g1lan=9

mit einem C > 0 (unabhéngig von f) erfiillt.

71. Neumann—Randbedingung. Wir untersuchen das folgende, so genannte Neumann-Problem:
d

_Zaixj(aij%)—}—aou :f an

(NP) i,7=1 . 4 a
u
— ;:1 Vi (;:1 Qij 8—%) =0 auf 0.

a) Erfiillt die Funktion u € C?(Q) N C*(Q) (NP), so heikt u klassische Losung von (NP). Eine Funktion
u € H'(Q) heikt schwache Lisung von (NP), falls

/ Zaija—u@ +/ apuv = / fo gilt fiir alle v € C'(Q) (oder v € H'(Q)).
Q5 Oxj Oxi Q Q

Zeigen Sie: Jede klassische Losung ist auch eine schwache Losung, und umgekehrt: eine schwache
Losung u € C*(Q) N C'(Q) ist eine klassische Losung.

b) Sei f € L*(Q), und nehme an: ao(x) > oo > 0 fiir alle z € Q. Beweisen Sie, dass eine eindeutige,
schwache Losung u € H*(Q) zu (NP) existiert. Ferner gibt es eine von f unabhingige Konstante C, so
dass die Losung u die Abschitzung [Jull g1y < C||fllL2(q) erfiillt.



