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8. Übung zu Lp-Räumen

45.

a) Sei g ∈ L1(Rd), dann definiert die Abbildung Tf := f ∗ g einen stetigen linearen Operator auf
Lp(Rd) mit ‖T‖ ≤ ‖g‖1. Bestimmen Sie den adjungierten Operator T ′!

b) Sei k ∈ L2([0, 1]2) und für f ∈ L2([0, 1]) setze

(Tf)(x) :=

∫

1

0

k(x, y)f(y) dy.

Zeigen Sie zunächst, dass diese Definition überhaupt sinnvoll ist, und T ∈ L (L2([0, 1]). Bes-
timmen Sie den adjungierten Operator T ′.

46. Seien p0, p1 ∈ [1,∞], θ ∈ (0, 1) und 1

pθ
:= 1−θ

p0

+ θ
p1

. Sind f ∈ Lp0(M,µ) ∩ Lp1(M,µ), so gilt

f ∈ Lpθ (M,µ) und
‖f‖pθ

≤ ‖f‖1−θ
p0

‖f‖θ
p1

.

Beweisen Sie diese Aussage

a) direkt, mit Verwendung der Hölder-Ungleichung,
b) und mit Verwendung des Riesz-Thorin-Satzes.

47. Für h ∈ R betrachte den Operator Th definiert durch

(Thf)(x) := f(x + h), f ∈ L1(R), x ∈ R.

Zu beweisen ist Th ∈ L (L1) und die Stetigkeit der Funktion R 3 h 7→ Thf für f ∈ L1(R). Dazu
zeigen Sie erst die folgenden Aussagen:

a) Cc(R) liegt dicht in L1(R) (hierzu betrachten Sie einen Mollifier (ρn) und für f ∈ L1(Rd) die
Folge f ∗ ρn für n → ∞).

b) Ist f ∈ Cc(R), so gilt ‖Thf − f‖∞ → 0 für h → 0.

48. Beweisen Sie das Folgende: Für 1 < p < ∞ sind Lp-Räume strikt konvex, d.h. für f, g ∈
Lp(X, µ) mit ‖f + g‖p = 2 und ‖f‖p = ‖g‖p = 1 gilt f = g. Was kann man im Falle p =
1,∞ aussagen? Hinweis: analisieren Sie den Beweis der Minkowski-Ungleichung und der Hölder-

Ungleichung! Wann stehen dort “=”?

49. Sei n ∈ N und 1 ≤ pi ≤ ∞, fi ∈ Lpi für i = 1, . . . ,m. Sei ferner 1 ≤ p ≤ ∞ so, dass
1

p
=

∑n

i=1

1

pi
. Beweisen Sie, dass

n
∏

i=1

fi ∈ Lp und
∥

∥

∥

n
∏

i=1

fi

∥

∥

∥

Lp
≤

n
∏

i=1

‖fi‖Lpi gelten.

Hinweis: Mit vollständiger Induktion. Zunächst für n = 2. Dazu verwende die Hölder-Ungleichung.

Hausübungen

50. Seien f, g, h ∈ L1(Rd) und λ ∈ K. Zeigen Sie:

a) f ∗ g = g ∗ f , (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h),
b) (f + λg) ∗ h = f ∗ h + λ(g ∗ h).

51. Für h ∈ R betrachte den Operator Th definiert durch

(Thf)(x) := f(x + h), f ∈ Lp(R), x ∈ R (1 ≤ p < ∞).

Beweisen Sie, dass Th ∈ L (Lp) und bestimmen Sie seinen adjungierten T ′

h.


