PDGI: Funktionalanalytische Methoden
Balint Farkas
25. November 2008

7. Ubung zu LP-Riumen

36.
a) Betrachte X = LP((0,1)) und f(z) = 2%, o € R. Fiir welche 1 < p < oo liegt f in X?
b) Betrachte LP((0,1)?) und f(z) = |z|*, o € R. Fiir welche 1 < p < oo liegt f in LP?

37. Sei (M,X, ) ein endlicher Mafraum (u(M) < o0) und 1 <7 < p < co. Beweisen Sie, dass
12(M, 1) C L"(M, ). Ferner gilt fiix f € L**(M, ) |0 = limp o | Il

38. Sei p =Zahlmaf auf N, d.h., u(A) =Anzahl der Elemente in A. Zeigen Sie: /% = LP(N, u).

39. Die folgende Aussagen sind zu beweisen.

a) Der Raum L' N L>(M, p) := L*(M, ;) N L>(M, p), versehen mit der Norm | f||1noo := 1l +
[l f]lo, ist ein Banachraum.

b) Es gilt L' N L(M, p) € LP(M, ).

¢) Filr jedes f € LP(M, i) existiert g € L' (M, ) und h € L%(M, ), mit f = g+ h.

40. Seien po,p1 € [1,00], 8 € (0,1) und p% = 1p;09 + z%' Sind f € LPo(M, p) N LP* (M, ), dann
f e LPe(M,p), und es gilt

1 lpo < 115 I£115, -
Hinweis: Hélder-Ungleichung!

41. Seig € C([0,1]) = X und ¢ € C([0,1]) definiert durch

o(f) = /[0 ; f(2)g(z) de.

So ist ein stetiges lineares Funktional auf X definiert, das sich nach dem bekannten Satz als
o(f) = [ fdps+ — [ f du— schreiben lisst. Geben Sie, p4 und p— an.

42. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Falls f € C(K), K C R? kompakt, dann gilt sup, ¢ |f(z)| = ||f||L=~ =wesentliche Supremum
von f.

Hausiibungen
43. Sei X ein Vektorraum und p : X — R eine Halbnorm. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
a) N:=kerp:={x € X : p(x) = 0} ist ein Unterraum in X.

b) Fiir [z] =z 4+ N € X/N setze ||[z]| := p(z). So ist | - || wohldefiniert und eine Norm auf dem
Faktorraum X/N.

44. Sein € Nund 1 < p; < oo, f; € LPi fiir i = 1,...,m. Sei ferner 1 < p < oo so, dass
L 5" L. Beweisen Sie, dass

P i=1p;
n n
H fi € LP und HH fi
i=1 i=1

Hinweis: Mit vollstindiger Induktion. Zundchst fiirn = 2. Dazu verwende die Hélder- Ungleichung.

n
e < H I fillLr:  gelten.
i=1



