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7. Übung zu Lp-Räumen

36.

a) Betrachte X = Lp((0, 1)) und f(x) = xα, α ∈ R. Für welche 1 ≤ p ≤ ∞ liegt f in X?
b) Betrachte Lp((0, 1)d) und f(x) = |x|α, α ∈ R. Für welche 1 ≤ p ≤ ∞ liegt f in Lp?

37. Sei (M,Σ, µ) ein endlicher Maßraum (µ(M) < ∞) und 1 ≤ r ≤ p ≤ ∞. Beweisen Sie, dass
Lp(M,µ) ⊆ Lr(M,µ). Ferner gilt für f ∈ L∞(M,µ): ‖f‖∞ = limp→∞ ‖f‖p.

38. Sei µ =Zählmaß auf N, d.h., µ(A) =Anzahl der Elemente in A. Zeigen Sie: `p = Lp(N, µ).

39. Die folgende Aussagen sind zu beweisen.

a) Der Raum L1 ∩L∞(M,µ) := L1(M,µ)∩L∞(M,µ), versehen mit der Norm ‖f‖1∩∞ := ‖f‖1 +
‖f‖∞, ist ein Banachraum.

b) Es gilt L1 ∩ L∞(M,µ) ⊆ Lp(M,µ).
c) Für jedes f ∈ Lp(M,µ) existiert g ∈ L1(M,µ) und h ∈ L∞(M,µ), mit f = g + h.

40. Seien p0, p1 ∈ [1,∞], θ ∈ (0, 1) und 1
pθ

:= 1−θ
p0

+ θ
p1

. Sind f ∈ Lp0(M,µ) ∩ Lp1(M,µ), dann

f ∈ Lpθ (M,µ), und es gilt
‖f‖pθ

≤ ‖f‖1−θ
p0

‖f‖θ
p1

.

Hinweis: Hölder-Ungleichung!

41. Sei g ∈ C([0, 1]) = X und ϕ ∈ C([0, 1])′ definiert durch

ϕ(f) :=

∫

[0,1]

f(x)g(x) dx.

So ist ein stetiges lineares Funktional auf X definiert, das sich nach dem bekannten Satz als
ϕ(f) =

∫

f dµ+ −
∫

f dµ− schreiben lässt. Geben Sie, µ+ und µ− an.

42. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Falls f ∈ C(K), K ⊆ R
d kompakt, dann gilt supx∈K |f(x)| = ‖f‖L∞ =wesentliche Supremum

von f .

Hausübungen

43. Sei X ein Vektorraum und p : X → R eine Halbnorm. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) N := ker p := {x ∈ X : p(x) = 0} ist ein Unterraum in X.
b) Für [x] = x + N ∈ X/N setze ‖[x]‖ := p(x). So ist ‖ · ‖ wohldefiniert und eine Norm auf dem

Faktorraum X/N .

44. Sei n ∈ N und 1 ≤ pi ≤ ∞, fi ∈ Lpi für i = 1, . . . ,m. Sei ferner 1 ≤ p ≤ ∞ so, dass
1
p

=
∑n

i=1
1
pi

. Beweisen Sie, dass

n
∏

i=1

fi ∈ Lp und
∥

∥

∥

n
∏

i=1

fi

∥

∥

∥

Lp
≤

n
∏

i=1

‖fi‖Lpi gelten.

Hinweis: Mit vollständiger Induktion. Zunächst für n = 2. Dazu verwende die Hölder-Ungleichung.


