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5. Ubung zu kompakten Operatoren und linearen Funktionalen

24.

a) Sei m € £>°, und M : ¢* — (! sei definiert durch M(z,) = (m,z,). So ist M genau dann
kompakt, wenn m € cg. Beweisen Sie dies.

b) Zeigen Sie die Existenz einer Folge T;, € £ (¢') mit dim Bild T}, < oo und ||T,, — M|| — 0.

¢) Widerlegen Sie anhand eines Gegenbeispiels die folgende Behauptung: Ist (73,) eine Folge kom-
pakter Operatoren auf einem Banachraum X und existiert Tx := lim T,z fiir alle z € X, so ist
T kompakt.

25. Sei X ein normierter Vektorraum.

a) Sei L C X abgeschlossen, K C X kompakt. Man zeige, dass L+ K :={z+y: 2 € L, y€ K}
abgeschlossen ist. Ist L kompakt, dann folgt auch die Kompaktheit von L + K. Beweisen Sie
dies.

b) Seien U,V C X offen. Zeigen Sie, dass U + V', U — V auch offen sind.

26. Sei X normierter Vektorraum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
a) Sind A, B konvex so sind AN B, A und int A (das Innere von A) auch konvex; hier ist

int A= {z € A:3r>0mit B(z,r) C A}.

Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist auch konvex.

b) In einem normierten Vektorraum ist die Einheitskugel B konvex, absorbierend und kreisformig
(d.h. AB C B fiir alle A € K mit |A| < 1).

¢) Sind A, B C X konvex, so sind A + B, A — B auch konvex.

27. Geben Sie zwei konvexe abgeschlossene Mengen A, B C R? an, die nicht strikt getrennt
werden konnen. (Keine der Beiden kann kompakt sein!)

Hausiibungen

28. Sei X normierter R-Vektorraum, A C X und x € X. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Es gilt

conv(A):{;)\ixi::riEA, ;/\izl, A€100,1],i=1,...,n, nGN}.

b) Wenn z € conv(A), so kann x von A durch lineare Funktionale nicht getrennt werden, d.h. es
gibt kein p € X’ mit
p(r) <¢ly) VyeA
¢) Wenn z € conv(A), so kann  von A durch lineare Funktionale nicht strikt getrennt werden,
d.h. es gibt kein ¢ € X’ und ¢ € R mit

p(x) <c<eply) VyeA
d) Es gilt
conv(A) = ﬂ M

ACM

M konvex und
abgeschlossen

29. Ein normierter Vektorraum heifit strikt konvex, falls z,y € X, ||z|| = |ly|| = 1, und ||z+y|| = 2

die Gleichheit x = y impliziert.

a) Man betrachte (R?, || - ||,) und zeige, dass es fiir p = 2 strikt konvex ist, wobei fiir p = 1,00
nicht strikt konvex ist. Was ist die geometrische Bedeutung von strikt Konvexitét?

b) Zeigen Sie, dass cg, ¢, £>°, £1, C([0,1]) nicht strikt konvex sind.

¢) Sei X' strikt konvex und Y C X ein Unterraum, 1) € Y'. Beweisen Sie, dass die Fortsetzung
¢ € X' mit |y =1 und ||¢|| = ||¢| im Satz von Hahn-Banach eindeutig ist.



