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4. Übung zu linearen Operatoren

20.

a) Seien X, Y normierte Vektorräume und Y vollständig, D ⊆ X ein dichter Unterraum und
T : D → Y ein beschränkter linearer Operator. Zeigen Sie: T hat eine eindeutige stetige
Fortsetzung auf X.

b) Seien X, Y normierte Vektorräume und Y vollständig, D ⊆ X ein dichter Unterraum. Ferner
seien T, Tn ∈ L (X, Y ) mit ‖Tn‖ ≤ M für jedes n ∈ N. Zeigen Sie: falls Tnx → Tx für alle
x ∈ D, so gilt auch Tnx → Tx für alle x ∈ X.

c) Sei c00 := {x ∈ K
N : xn 6= 0 für höchstens endlich viele n}. Sei (mn) ∈ K

N eine Folge und
definiere den linearen Operator M : c00 → c00 durch M(xn) = (mnxn). Zeigen Sie, dass so
ein linearer Operator definiert wird. Welche Bedingungen muss man an (mn) stellen, damit M

bezüglich der `p-Norm (1 ≤ p < ∞) beschränkt wird? Geben Sie die Fortsetzung von M auf `p

an.

21. Es sei X := `p, 1 ≤ p < ∞. Die Operatoren R,L seien definiert durch

R : (x1, x2, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . ),

L : (x1, x2, . . . ) 7→ (x2, x3, . . . ).

Betrachte auch den Operator M aus Aufgabe c), und setze T := ML.

a) Zeigen Sie, dass R,L,M, T beschränkt sind und bestimmen Sie die jeweiligen Operatornormen.
b) Es gelte außerdem |m1| ≥ |m2| ≥ · · · . Für n ∈ N bestimme man die Operatornormen von Rn,

Ln, Mn, Tn.
c) Konvergieren Ln, Rn bzgl. Operatornorm oder stark (d.h. punktweise) für n → ∞?

22.

a) Sei ∅ 6= Ω ⊂ R
d offen und beschränkt und aα ∈ C(Ω̄) für α ∈ N

d
0
, |α| ≤ k. Setze

Tf :=
∑

|α|≤k

aαDαf für f ∈ Ck(Ω̄).

Zeigen Sie, dass T : Ck(Ω̄) → C(Ω̄) stetig ist.
b) Zeigen Sie, dass der Identitätsoperator I : (C1([0, 1]), ‖ · ‖C1) → (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) kompakt ist.
c) Sei k : [0, 1] × [0, 1] → K stetig. Für f ∈ C(I) definiere

(Sf)(x) :=

∫ x

0

k(x, y)f(y) dy, x ∈ [0, 1].

Zeigen Sie, dass T kompakt ist.

Hausübungen

23. Wir definieren die Bernstein-Operatoren wie folgt:

(Bnf)(x) :=
n

∑

k=0

(

n

k

)

f( k
n
)xk(1 − x)n−k, x ∈ [0, 1], f ∈ C([0, 1]).

Zeigen Sie, dass für jedes f ∈ C([0, 1]) die Konvergenz Bnf → f bzgl. ‖ · ‖∞ (n → ∞) gilt.

24. Sei (aij) ∈ K
N×N eine unendliche Matrix. Die Formel

(Tx)i :=
∞
∑

j=1

aijxj , i ∈ N, x ∈ `∞

definiert genau dann einen stetigen, linearen Operator T auf (`∞, ‖ · ‖∞), wenn

sup
i≥1

∞
∑

j=1

|aij | < +∞.

Beweisen Sie diese Aussage.


