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1. Ubung zu Banachriumen

1.
a) Fiir 1 <p<oound z = (z1,...,74) € R setze
d 1/p
ol == (2 @) 7 lalle = max foi.
i=
i) Zeigen Sie, dass (R, | - [|,) Banachréume sind.
ii) Skizzieren Sie fiir d = 1,2 und p = 1,2, 0o die Einheitskugeln B, = {z € R?: ||z||, < 1}.
iii) Zeigen Sie: ||z||, = lim,_, ||z, fir jedes 1 < p < oo.
iv) Beweisen Sie, dass in einem normierten Vektorraum die Einheitskugel B eine konvexe
Menge ist (d.h., wenn zwei Punkte x, y in B liegen, so gehort die Verbindungslinie zwischen
x,y auch zu B).
2.

a) Zeigen Sie: (1 C (P C co C £ fiir 1 < p < co. Es gelten aber nicht:
U #=c [ #=2¢.
1<p<oo 1<p<oo
b) Beweisen Sie: Ist x € ¢* so gilt ||z||; = lim,_; ||z,. Falls 2 € ¢7 fiir ein 1 < p < oo, so gilt
2]loo = limy— oo |||
¢) Zeigen Sie: (co, || - ||oo) ist ein Banachraum.
d) Ergiinzen Sie den Beweis aus der Vorlesung fiir die Vollstindigkeit des /!-Raums.
e) Beweisen Sie die Vollstdndigkeit von ¢P!

3. Zwel normierte Vektorraume (X, || - ||) und (Y, ||| - |||) heiken isometrisch isomorph (X ~Y),
falls ein linearer (algebraischer) Isomorphismus J zwischen X und Y existiert, welcher auch eine
Isometrie ist: |||Jz||| = ||z||. Zeigen Sie: X ist vollstdndig genau dann, wenn Y vollstandig ist.

Hausiibungen

4. Fiir a < bsei X := C([a,b]) := {f € C([a,b]) : f stetig differenzierbar in [a,b]}. Fiir f € X

p1(f) = sup{|f(s)| : s € [a,b]}

p2(f) = sup{|f'(s)| : 5 € [a,b]}

p3(f) = [f(a)| +sup{|f'(s)| : 5 € [a,b]}
Zeigen Sie:

a) p; ist eine Norm auf X; po ist keine Norm auf X.
b) (X,p1) ist kein Banachraum.
¢) (X, ps) ist ein Banachraum.

5. Essei X := C([a,b]) fiir a < bund w : [a,b] — R eine beschrinkte, nichtnegative Funktion.
Wir setzen
Po(f) = sup{w(s)|f(s)] : s € [a,0]}.
a) Welche Bedingungen muss man an w (genauer an w~'(0)) stellen, damit p,, eine Norm ist?
b) Es existiere € > 0 so, dass w(s) > ¢ fiir alle s € [a,b]. Dann ist (X, p,,) ein Banachraum.
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Zusatziibungen
Z.1. SeiLip([0,1]) :={f :[0,1] —» R : f Lipschitz-stetig}. Fiir f € Lip([0,1]) sei
I llip := 1£(0)] + sup| L=t
T#Y
Zeigen Sie, dass (Lip([0,1]), || - ||Lip) ein Banachraum ist.

Z.2. Zeigen Sie, dass die Funktion

d 1/p
Il R =R, el = (Y lal?) ©, @ e R?
i=1

fiir 0 < p < 1 und d > 2 keine Norm ist! Skizzieren Sie die “Einheitskugel” fiir d = 2! Was passiert
fiir p — 0? Dazu beweisen Sie: fiir 0 < p < 1 und a,b > 0 gilt (a + b)? < a? + b’. Hinweis: es
reicht (1 + x)P <1+ aP zu zeigen.



