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12. Ubungsblatt zur
Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI),
AngGeo und VI

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei r € [—-1,1). Durch die Menge

K, = {(z1,29,23) € R* : 2} + a3 + 23 <1, 23 <7}

wird eine Kugelkappe der Einheitskugel beschrieben. Veranschaulichen Sie diese Men-
ge mit Hilfe einer Skizze und bestimmen Sie das Volumen von K.

Losung: Wie in der Vorlesung definieren wir
Blr = [—1,7’],
bQ(IEl) =4/1— :E%, r1 € By
B2 = {(.%'1,.%'2) c R2 X1 € Bh«, ’372‘ < bg(&?l)}

bg(.’El,IEQ) = 1-— :E% — .’E%, (.’El,l‘z) S B2,

Dann gilt

By = {(z1,22,23) € R?: (21,22) € Ba, |s| < bs(x1,22)} .

Also ist B, ein Normalbereich. Damit gilt

r

1 " 1 2
Vol(B,) = [ #(1~at) doy = [x - —xﬂ = (r(l — o)+ —) |
37, 3 3
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Aufgabe G2

Gegeben seien die Funktionen

fiR* =R, f(z,y) = exp(z +2y),
g: R =R, g(z,y)=2>+y*—4

und die Mengen

M ={(z,y) € R? : g(x,y) = 0},

N ={(z,y) € R?: g(z,y) <0} .
Bestimmen Sie die globalen Extrema von f|y und f|y. Begriinden sie dabei zuerst,
weshalb globale Minima bzw. Maxima fiir beide Probleme existieren.

Losung: Da f stetig ist und M und N kompakt sind, existieren globale Mini-
may/globale Maxima nach Satz der Vorlesung. Wir bestimmen diese zunéchst fiir f|x;.
Wegen

grad g(z,y) = (2x 2y)" =0

gdw. x =y = 0 und (0,0) ¢ M, darf der Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren ange-
wendet werden. Als Kandidaten erhalten wir die Lésungen von

L, = exp(z + 2y) + 2z =0 (1)
Ly, = 2exp(x + 2y) + 2yA = 0 2)
Ly=a2+1y>—420 (3)

Fall 1: A = 0. Hier existiert keine Losung, da exp(z + 2y) > 0.
Fall 2: A # 0. Es gilt

2L, — Ly =2X(2x —y) = 0,

d.h. = &. Einsetzen in die 3. Gleichung liefert die Losungen (z1,y1) = (%, %) und

(22,2) = (=&, = Jz)- Wegen f(z1,41) = exp(10/v/5) und f(x2,y2) = exp(-10/v/5),
wird das globale Maximum bei (z1,y;) und das globale Minimum bei (z2,y2) ange-
nommen.

Wir bestimmen zunéchst die lokalen Extrema von f|y.

grad f(z,y) = (exp(x + 2y) 2exp(z + 2y))T = 0.

Offensichtlich gibt es keine Losungen zu diesen Gleichungen. Daher erhalten wir wie
oben, dass das globale Maximum bei (x1,y;) und das globale Minimum bei (z2,y2)
angenommen wird.
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Aufgabe G3

Es sei durch
Q:{(a:l,xg,xg)ER3:1§$1 <3, 1<29<2, —1<23<1}
und die Dichtefunktion
p:Q—R, plar,2,23) = za(x1 — 2) exp(—w3)

ein inhomogener Quader gegeben. Berechnen Sie die Gesamtmasse

M;:/p($1,$2,$3)d($1,$2a$3)
Q

sowie den Schwerpunkt S = (51, S2,S3), gegeben durch

1 .
S; = i /%‘P(ﬂh,m,m)d(l‘l,m,m:ﬂ), 1=1,...,3,
Q

des Quaders. Zeigen Sie zunédchst, dass die Integrale existieren.

Hinweis: d% ((z+1)exp(—z)) = —zexp(—=2).

Losung: Da alle Integranden stetig sind und ) ein Quader, d.h. insbesondere ein
Normalbereich, existieren alle Integrale nach Satz der Vorlesung.

M

1
/xg(:cl — 2)? exp(—z3) drgdrodr
-1

[—xg(xl —2)? exp(—acg)} 1_1 dxodxy

zo(z1 — 2)%(exp(1) — (exp(—1)) dradz;
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2

:c%(xl — 2)2(exp(1) — (exp(—l))} 1 dzq
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3
2

I
\w H\w H\w H\w H\w

(z1 — 2)*(exp(1) — (exp(—1)) dx;

3

(21 — 2 (exp(1) - <exp<—1>>L — exp(1) — (exp(~1)
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Analog erhélt man:

3 2 1

1
S1 =" /m(m —2)? d /xz d$2/exp(—$3) dxy

1 1 -1
11, 4 Ik
L [Zﬁ s 295%]1 [§x3]1 [~ exp(—a3)]L, = 2
3 2 1

1

S = /(m —2)? day /w% dmg/exp(—xg) dx3
1 e

1
1
- 31y .12 —exp(—1)
37 560 -] [543 o e vty = o
Hausiibung
Freiwillige Abgabe
Aufgabe H1

Bestimmen Sie das Volumen des Korpers, der unterhalb der Fliche
{(z,y,2) ER?: (m,y) € [0,2]*, 2 = xy® + ¢°}
und oberhalb des Quadrats

{(z,y,2) € R*: (z,y) € [0,2]*, 2 =0}

liegt.
Losung:
2 2 ay’+y3 2 2 2 9
Vol(K // / dzdyd:c://:cy +y° dydx = /[ zy> + y} dx
0 0 0 0 0 0 0
8 > 16 40
:/—x+4dx—[x+4m] = —+8=—.
3 0 3 3
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Aufgabe H2
2

Es sei B der Bereich im ersten Quadranten zwischen den Parabeln y = y/z und y = z*.
Skizzieren Sie B und berechnen Sie

[ Vi)
B

Losung
1 Vz 1 = 1
/ﬁyd(z,y)://ﬁydydm:/[12\/52/2} dac:/%:cg—%xg dx
B 0 22 0 v 0
11+ 1 u]' 1 1 6
:[ng‘ﬁ”CQL:g‘ﬁ:%-



