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Y PSR[Z]\_^ PSRa`;b cac d2e]W f chg Y PSi `jgKi c7kjf cmlng
o H]Jqp \Vr FIHDs t c

uXv,waxyx{zj|�}m~�wy|a�
�{�2�#���5���_�V�
�"�3�������[�n�.� 4 �/���[���������������.�����.������ 
�¡���5 ��£¢#¤5¥5�5¦>���/§��©¨;�/��ªj«>���¬�.�h����­1�.���¬�T®�§��

f : R
2 → R ��. ��.¯!�.�°¨;¥5�¬±¡²

f(x, y) = xy,¥5�³�¬�.�"¨5�.�1´��.¯!�.�µ¯!�3¨;���5 
¥5�5 
g(x, y) = x2 +2y2 − 1 = 0

:µ¶ ���&¨;�/�3�¡�¸·�¥;�¹ µ��¯!����¥�±¡²{�[���"¨5�.�ºV�.��²�§³¨5�.�n��¥��»¨5�.�]�.�¬���¬�.� 4 �.�n�3���¬�.�»�/¼
��¯Q����½¸¾��.¯!�.� 4 �/�¿ ��. ��.¯!�.�;�À�����/�j¨;�/�&Á�§��� ��.²��.����­1�.�/�¬���� :
Â¿ÃQÄ �ÆÅ���Ç_È �/�NºV�.�5 ��

M := {(x, y) ∈ R
2 : x2 + 2y2 − 1 ≤ 0, −(x2 + 2y2 − 1) ≤ 0} �/����Q��±¡²ÉÁ�§����/�3��¥5�5 {��¯5 ��3�¡±¬²5�/§
�¬�¬�.�°¥5��¨7­&�. ��.�

‖(x, y)‖2 ≤ x2 + y2 ≤ x2 + 2y2 − 1 + 1 = 1¯!�3�¬±¬²5�¡Ê��5¦>��Ë�¨ : ² :
M

�/���"¦�§��[ÌQ��¦³� : È �
f
���¬�.���� [�/����Ë5�£«;�/�����/�.�����.���7 
�/§�¯Q���/�3��º©��«>���a¥5�Í¥5��¨�.���Î 
�/§�¯Q���/�3��ºÉ���5���a¥5� :ª��h 
�����

(grad g)(x, y) = (2x 4y) = (0 0)
�µ¥5�n�¹Ï5�

(x, y) = (0, 0)
: È �

(0, 0)
�5�/±¬²³�¨5�.��´��.¯!�.��¨;���5 
¥5�5 * ��.�µÏ5 
��Ë�¦����5�V¨5�.� 4 ����Ðy��¥���¨5�.�¸Á�§����/�3�¬¥5�5 ����5 ��.­1�.��¨5�.��­1�.�¬¨5�.� : È �/����� 
�¡���5 ��£¢#¤�¥5�5¦³���/§��©����¥5�¬�.�

L(x, y, λ) = xy + λ(x2 + 2y2 − 1).
È ���[�����.��²QÊ������h���

Lx(x, y, λ) = y + 2λx
!
= 0, Ñ�Ò�Ó

Ly(x, y, λ) = x + 4λy
!
= 0, Ñ 6 Ó

Lλ(x, y, λ) = x2 + 2y2 − 1
!
= 0. ÑÀÔ�Ó¤Q����� Ò
Õ λ = 0

: ·�¥��
λ = 0

�À§��� 
�
x = y = 0

���×ÖM�/¨5�.�¬��Ì5��¥�±¡²ÉÐ3¥5��¾��/�.�/±¬²µ¥5�5  ÑÀÔ�Ó :



Ø
Ø�ÙjÚ"Û;Ü�Ý;Þ ß_à>á�â!ã¬ä{à>á�å�æ7ç¬ç�è�é�ê�ë"ç¬ìQß_à�íVå�ì�íVç�î/ë"çðï3ìQñ�Ý;Þ,ò�ã3óhÜ�Ý!ôöõ»ç
¤Q����� 6 Õ λ 6= 0

: ·�¥��N¾��/�.�/±¬²µ¥5�5  Ò �.�� 
��¯5�N���/±¬² y = −2λx
Ë!¾��/�.�/±¡²µ¥5�5  6 �.�� 
��¯5�

y = − 1

4λ
x
:·��/�¬§��.��²QÊ������h���

λ2 = 1

8
Ñ ¨ : ² : λ = ± 1√

8
Ó ¥5��¨ y2 = 1

2
x2
:%4 �.��Ð3���h���÷¨;�/�3�����©¨;�/��¨;�������¬�¾��/�.�/±¡²µ¥5�5 ��.���(Ë��.��²QÊ������h���

2x2 = 1
:4 §��[�����.�� ��.¯,�.�É�¬�/±¬²��À§��� ��.��¨5�møT����¨;�/¨����¬�.�Î��Ï5��¨;�/���/§�¦
���/�.�Éª»«;���¬�.�h� Õ

x1 =
1√
2

y1 =
1

2
,

x2 =
1√
2

y2 = −1

2
,

x3 = − 1√
2

y3 =
1

2
,

x4 = − 1√
2

y4 = −1

2
.

Ö÷�.���¬�.��²5���°�/���
f(x1, y1) = f(x4, y4) = 1

2
√

2

Ë
f(x2, y2) = f(x3, y3) = − 1

2
√

2

:
È ���[���&�¬����¨

(x1, y1)
¥5��¨

(x4, y4)
¨;�/��º©��«>���h���/���¬�.���/�.�(Ë

(x2, y2)
¥5��¨

(x3, y3)
¨;�/��º°���5���h����¢���¬�.���/�.� :È �/�3�¬�N·�¥;�¹ µ��¯!��¦
���5�É��¥�±¬²Î�[����¨5�.�ÎºV�.��²�§³¨5�.�V��¥��ù¨5�.�ú�.�¬���¬�.� 4 �.�n�3���¬�.�� ��.�/¼
�¬�ù­&�.�¬¨5�.� :���/�.��Ð3¥û�/¼
�����h���ü¨;�/��´��.¯!�.�µ¯!�3¨;���5 
¥5�5 ÷�Q��±¬²

x
§>¨5�.�

y
��¥;��¥5��¨û�¬�.��Ð3�[¨����[ªj�� ��.¯5�5�/�[���

f
�.��� : ·����/�.�¬¨;���5 ��[�m¥��¬�n���ü¨;�/�3�¬�.�ý¤Q�������.�����7¤Q������¥5�³�¬�.�¬�¬±¬²��.�/¨;¥5�5 û¨;¥5�¬±¬²5 ��£��Ï5²5���h­1�.�¬¨5�.�

Ñ �"����±¬²³�¬� Õ x = ±
√

1 − 2y2 Ó :;¶ �×·����� ��.�n�.�����.�Î��Ê��¬���"���/±¡²É�����/�.�¬¨;���5 ���¨;�/�N´��.¯!�.�µ¯!�3¨;���5 
¥5�5 ­1�3¨5�.�¸�Q��±¬²
x
��§>±¬²Î�Q��±¡²

y
��¥;þQ¼
�¡�.� :

�{�2�#���5���_�Îÿ¾��. ��.¯!�.�É�¬�.�/�.�°¨;�/�Nº°�.�5 ��.�
G1 =

{

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

}

,

G2 =
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1

}

.

Ñ � Ó 4 ¦>��Ð3Ð3�/�.�¬�.� 4 �/�T¨;�/�NºV�.�5 ��.� G1

¥5��¨
G2

:
Ñ ¯ Ó �"�.�¬�3±¬²5���.� 4 �/�N¨;�/� ¶ �µ�¬�. 
�¡���/�

∫

G1

y(1 − x) d(x, y),

∫

G2

y(1 − x) d(x, y).

Â¿ÃQÄ �ÆÅ���Ç ª��¸�.�� 
��¯5�¸�¬�/±¬²
∫

G1

y(1 − x) d(x, y) =

∫

1

0

∫

1

0

(1 − x)y dy dx

=

∫

1

0

(1 − x)

[

1

2
y2

]y=1

y=0

dx

=
1

2

∫

1

0

(1 − x) dx =

[

−1

4
(1 − x)2

]x=1

x=0

=
1

4
.

6



Ø
Ø�ÙjÚ"Û;Ü�Ý;Þ ß_à>á�â!ã¬ä{à>á�å�æ7ç¬ç�è�é�ê�ë"ç¬ìQß_à�íVå�ì�íVç�î/ë"çðï3ìQñ�Ý;Þ,ò�ã3óhÜ�Ý!ôöõ»ç
È �

y
�.�����N¥5�5 ��.�¡��¨5�T¤5¥5�5¦>���/§��É�/����Ë; 
����� ∫

1

−1
y dy = 0

ËQ¨ : ² :
∫

G2

y(1 − x) d(x, y) = 0.

�{�2�#���5���_���
�"�3�������[�n�.� 4 �/�"¨;�¬�.�;Ì,§
�¬������®����!��²5�/�.�(Ë
¨5�.�¬�.� 4 ¥5�[�n�" 
�/�.�/±¬²�� 8 ¥5��¨�¨5�.�¬�.����¥Q��¨;�¡���¬��¥5�[�n��[���5���h�����/��� :
¶ �³�¬�.��Ì5�¬�.���/�.�¬�.� 4 �/�ù¨��������¬§�¯5�/�.�IÐ3¥5�QÊ�±¬²��¬�� ��3§��n�.�����/�¬±¬²(Ëµ¯,�.�¬�3±¡²5���.� 4 �/��¨����5��.���S�/§�¦����/�3�aª»«>���¬�.�a¥5� �[���m�¸�����À�n�.�����.�a ��3�.�� 
���.�¬�.� ���� 
�¡���5 ��£¢#¤�¥5�5¦³���/§�� ¥5��¨÷¯!�. 
��Ï5��¨5�.�4 �/�T¨����5�É ��3§��n�.�����/�¬±¬²(ËQ­ù�/�3�¬§n¨����ù ��£��¥5��¨5�.���T�/§�¦
���/�Nª»«;���¬�.�m¥5� �.���°ºÉ���5���a¥5�ú�/��� :
Â¿ÃQÄ �ÆÅ���Ç 4 �.��Ð��

f : R
3 → R

Ë
f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

¥5��¨
g : R

3 → R
Ë
g(x, y, z) =

x + y + z − 90
: Ö÷�. ��.�

(grad g)(x, y, z) = (1 1 1) 6= (0 0 0)
Ë(¦
���5�S¨5�.� 4 ����Ð*��¥��¨5�.��Á�§����/�3��¥5�5 Î���5 ��.­&�.��¨5�.�N­1�.�¬¨5�.� : È �/�y���� 
�¡���5 ��£¢#¤5¥5�5¦>���/§��÷����¥5�¬�.��²5�/�.�

L(x, y, z, λ) =
x2 + y2 + z2 + λ(x + y + z − 90), λ ∈ R

: È ���[���¸�.�� 
��¯5�¸���/±¡²É¨�����¾��/�.�/±¡²µ¥5�5 ��¬�
	>���¬�.�
Lx(x, y, z, λ) = 2x + λ

!
= 0,

Ly(x, y, z, λ) = 2y + λ
!
= 0,

Lz(x, y, z, λ) = 2z + λ
!
= 0,

Lλ(x, y, z, λ) = x + y + z − 90
!
= 0.·�¥��T¨5�.�÷�.�¬���¬�.�÷¨;�¬�.�1¾��/�.�/±¬²µ¥5�5 ��.� �.��²QÊ����T�h���

x = y = z
Ë%�¬§��[�����À§��� 
�N�[���m¨5�.�N®>�/�.���¬�.�¾��/�.�/±¡²µ¥5�5 

x = y = z = 30
¥5��¨

x2 + y2 + z2 = 2700
:

¾��3§��n�.�����/�¡±¬²�� ¶ �³�¬�.��Ì5�¬�.�¡�����/§�� Õ
È �/�TºV�.�5 ��

M = {x, y, z ≥ 0 : x + y + z = 90} �/����¨5�.�¸�"�.�¬�.�/±¬²°¨5�.�¸ªj¯!�.���
E =







x ∈ R
3 :

1√
3





1
1
1



 · x = 30
√

3







,

¨5�.����� �.�¬���¬�.����¦³�¡���³�¬�.�É���/�. 
� :
È �y­&�.���¬�.��²5��� √

x2 + y2 + z2
¨5�.�¸�.¥5¦>���/¨;�/�¬±¡²��T·¸¯��¬�¡����¨�®�§��Í´¸¥5����Ì5¥5�5¦>���/����Ë>­ù���¬¨7���Î¨;�/�£¢�¬�.� ºÉ���5���[�/�.��¥5�5 ��¬Ì5�¬§�¯5�/�.�Í¨5�.�
�j¥5�5¦>�"��¥��

M
�[���¿�[���5���h���/�.�×·�¯����¡����¨nÐ3¥5�G´¸¥5����Ì5¥5�5¦>� ��3��¥�±¡²µ� :

·��/�¬§Î�/�¬�a¨5�.�y ��3��¥�±¬²³�¬���j¥5�5¦>��¨5�.� 4 ±¡²5�5������Ì5¥5�5¦³�[¨5�.�aª�¯,�.���
E
�[����¨5�.��¾N�.�¡��¨5�.�

g
ËÆ¨;�/�¨;¥5�¬±¡² ¨5�.�ö´�¥5����Ì5¥5�5¦>�T®��.����Ê�¥;�¹�a¥5��¨÷¨5�.�ö´�§����h���/�.�µ®��.¦>�¬§��y¨5�.�aªj¯,�.���

E
���/���¸�/±¬²³��¥5�5 ���¢®��.¦>�¬§���¯!�3������Ð3� :

Ô



Ø
Ø�ÙjÚ"Û;Ü�Ý;Þ ß_à>á�â!ã¬ä{à>á�å�æ7ç¬ç�è�é�ê�ë"ç¬ìQß_à�íVå�ì�íVç�î/ë"çðï3ìQñ�Ý;Þ,ò�ã3óhÜ�Ý!ôöõ»ç
Ñ È �/�3���/���N��¥�±¬²_¨;�/�a�.���;�ð��±¬²��¬�¬�yºV¼� 
���/±¬²5¦��.���NÐ3¥V®��.������Ð3�/�.�¬�.�(Ë!¨����¬��¨;�/�m�[����¨5�.� ���� 
�¡���5 ��£¢·����¡����ÐT ��£��¥5��¨5�.���T�(¼
��¥5�5 

(30, 30, 30)
�[���5���h���(�/����� Ó

��� w���}m~�wa|y�
�{�2�#���5�����_�
�"�.���¡��±¬²³�¬�.� 4 �/��Ð�	>������¨;���/�¬±¡²�� È §
�¬�.� : ª��N¯!�.Ð��.�/±¬²5���

r
¨5�.������¨;��¥��N�.�����.� È §
�¡��¥5��¨

h
¨;�/���¼�²�� : È �/����¯,�.��þ�Ê�±¡²��

O
¯,�.���¡Ê� 
�©¨����5�

O(r, h) = 2πr2 + 2πrh
¥5��¨ ¨����ÉÁ�§���¥5�n�.�

V (r, h) = πr2h
: �"�.�¬�3±¬²5���.� 4 �/�7¨;�/���[���5���h���/����¯,�.��þ�Ê�±¡²��Î�.�����.� È §
�¬���[���n�¸�����À�7�.�����.����� 
�¡���5 ��£¢#¤�¥5�5¦³���/§��©¯!�.�(�.�����.� È §
�¬�.�µ®�§���¥5�n�.�V®�§�� Ò 8
8
8 Á�§���¥5�n�.���.���5²��.���¬�.� :�! #"%$
&' )(�*�Á��.��­1�.��¨5�.� 4 �/�¸§�²5�����"�.­&�.�/��Ë³¨����¬�&¨;�/�¸ ��£�¹¥5��¨5�.� 4 �¬�.���/��¨����¿ ��3��¥�±¡²µ�¬��º°���5���m¥5��/��� :

Â¿ÃQÄ �ÆÅ���Ç Ö÷�. ��.�
(grad g)(r, h) = (2πrh πr2) 6= (0 0)

��Ï5�
r 6= 0

Ëj¨������T¨5�.� 4 ����Ð��¥��Î¨5�.��Á�§����/�3��¥5�5 A���5 ��.­1�.��¨5�.�É­1�.�¬¨5�.� Ñ �"����±¬²µ�¬� Õ r = 0
¥5��¨

h
¯,�.���/�.¯5�� ü�.����Ï5�����Î¨;�/�´��.¯,�.�³¯,�3¨;���5 
¥5�5 ��5�/±¬²³� Ó : ���� 
�¡���5 ��£¢#¤5¥5�5¦>���/§�� Õ L(r, h, λ) = 2πr2+2πrh+λ(πr2h−1000)

:·�¯5�/�.����¥5�5 ��.� Õ
Lr(r, h, λ) = 4πr + 2πh + λ2πrh

!
= 0,

Lh(r, h, λ) = 2πr + λπr2 !
= 0,

Lλ(r, h, λ) = πr2h − 1000
!
= 0.

+�����§����n�.�y¨5�.��Ð3­1�.���¬�.�[¾��/�.�/±¡²µ¥5�5 N�.�� 
��¯5�
πr(2+λr) = 0

: È �/�¿�(¼
�¬¥5�5 ��.�a¨;�/�3�¬�.�j¾��/�.�/±¬²³¥5�5 ������¨
r = 0

¥5��¨
r = −2/λ

: È �/���(¼
��¥5�5 
r = 0

�/�����5�/±¡²µ�TÐ3¥5��Ê��¡����  : ·¸�/�¬§*�.��²QÊ����N�h���©�[���
λ = −2/r

¨����ù���.¥��a¾��/�.�/±¡²µ¥5�5 ��¬�,	;���¬�.�
4πr − 2πh = 0,

πr2h − 1000 = 0.4 §��[���
r∗ = 10/ 3

√
2π
Ë
h∗ = 20/ 3

√
2π

¥5��¨
O∗ = 6πr2

∗ ≈ 553.58
:

�{�2�#���5�����°ÿ
Ñ � Ó 4 �.� Q =

{

(x, y) ∈ R
2 : 1 ≤ x ≤ 2, 3 ≤ y ≤ 5

} ¥5��¨
f : R

2 → R
 ��. ��.¯,�.�°¨;¥5�¬±¬²

f(x, y) = cos(2πx)e3y .� :�4 ¦>��Ð3Ð3�/�.�¬�.� 4 �/�
Q
¥5��¨7�.�µ�¬�¬±¡²��.�/¨5�.� 4 �/�
Ë�§�¯ ∫

Q
f(x, y)d(x, y)

�£«>�/�����/�.��� :��� : �j��Ï;�À�.� 4 �/�
Ë5§�¯°¨;�/�N���¬�.���/�.���¬�.� ¶ �µ�¬�. 
�¡���/�
∫

2

1

[

∫

5

3

f(x, y) dy] dx
¥5��¨ ∫

5

3

[

∫

2

1

f(x, y) dx] dy

Ï5¯!�.�¬�.�����������[�n�.� :

-



Ø
Ø�ÙjÚ"Û;Ü�Ý;Þ ß_à>á�â!ã¬ä{à>á�å�æ7ç¬ç�è�é�ê�ë"ç¬ìQß_à�íVå�ì�íVç�î/ë"çðï3ìQñ�Ý;Þ,ò�ã3óhÜ�Ý!ôöõ»ç
Ñ ¯ Ó 4 �.� G =

{

(x, y, z) ∈ R
3 : 1 ≤ x ≤ 4, −1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ π

} : �1�.�¬�3±¡²5���.� 4 �/�
∫

G

(x3y cos(z) − 3exy2 + 2xy sin(z)) d(x, y, z).

Â¿ÃQÄ �ÆÅ���Ç
Ñ � Ó � : È �/�TºV�.�5 ��

Q
�/�����.������¥Q��¨5�.��Ë

f
�/�������¬�.���� {��¥;�

Q
Ë����/�¬§n�£«;�/�����/�.����¨���� ¶ �³�¬�. 
�¡��� :��� : ª��¸ 
�����

∫

2

1

[
∫

5

3

cos(2πx)e3y dy

]

dx =

∫

2

1

cos(2πx)

[

1

3
e3y

]y=5

y=3

dx

=
1

3
(e15 − e9)

∫

2

1

cos(2πx) dx

=
1

3
(e15 − e9)

[

1

2π
sin(2πx)

]x=2

x=1

= 0

¥5��¨
∫

5

3

[∫

2

1

cos(2πx)e3y dx

]

dy =

∫

5

3

e3y

[

1

2π
sin(2πx)

]x=2

x=1

dy = 0.

Ñ ¯ Ó
∫

G

(x3y cos(z) − 3exy2 + 2xy sin(z)) d(x, y, z)

=

∫

4

1

∫

2

−1

∫ π

0

(x3y cos(z) − 3exy2 + 2xy sin(z)) dz dy dx

=

∫

4

1

∫

2

−1

[

x3y sin(z) − 3exy2z − 2xy cos(z)
]z=π

z=0
dy dx

=

∫

4

1

∫

2

−1

−3πexy2 + 4xy dy dx

=

∫

4

1

[

−πexy3 + 2xy2
]y=2

y=−1
dx

=

∫

4

1

−9πex + 6x dx

=
[

−9πex + 3x2
]x=4

x=1
= −9π(e4 − e) + 45.

.
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