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f : R
3 → R

2 � ��� g : R
2 → R � ���

f(x, y, z) :=

(

xyz

−xyz

) � ��� g(x, y) := x3 + y3 − 3xy

� � � �.�!�.� ;
�����`� �3����� �[� �.� 4 �/� ����� �N�5�. 1¡�¢ � � �.���5�.�¤£ � ���< �¥�¦¨§��
©��<�/� 4 ���5� � � ¦�ª��.�(« (grad f)(x, y, z)

©
Jf (x, y, z)

©
Hf (x, y, z)

©
(grad g)(x, y)

©
Jg(x, y)

©
Hg(x, y)

;� � �`� �3����� �[� �.� 4 �/� ����� � � ¢�§ ��� �.�¬�®¯�� �� � �[° ¢�� g
;� ¦ �`± ���"�<�/�³²�  � � ��� � ¦�ª � ¢�§ ��� �.���i¯�� �� � �x° ¢�� f
�����5� ° ¢ ����´T� � �  �¥5���5�.� 4 �/�³��ª5 ���£µ�¶�#·1¢� �� ;

¸º¹Q» �½¼���¾
�����l¿ �� µ�. �ª ��� ���.�(«

Jf (x, y, z) =

(

yz xz xy

−yz −xz −xy

)

Jg(x, y) = ((grad g))T (x, y) = (3x2 − 3y 3y2 − 3x), Hg(x, y) =

(

6x −3
−3 6y

)

.

grad f � ��� Hf

�À<�/�����/�. ��.�¤�5�/¦�ª¶� ;
� � �l¿ �� Á�!�3����� �[� �.�Â�<�/��§¯ ������/��¦�ª��.� 4 ��� ��� �.� � ������� � � (grad g)(x, y)

!
= (0 0)T � ���¤�. �ª ���ÄÃ���.�

(0, 0) � ��� (1, 1)
��� �N§¯ ������/��¦¨ª�� 4 ��� ��� �.� ;(Å �/�m�i� � �.�Æ·1�. ���� ° ¢�� Hg(0, 0)

�������
±3

;Å � ��¢�·&¢�ª �ÁÇ ¢
������� ° � ��� � � � ¦�ªÈ��� � � ��� ° �¤�i� � �.�Æ·1�. ���� � � ¡É�� ��.���.�(© � �/� � �[��� (0, 0)
§��.����®<�� �� � ·1�. �� ° ¢�  ;!Å �/�`Ê � �� ��Ä Hg(1, 1)

�!�3������Ë3�³�<�/���i� � �.�¶·&�. ���� 3 � ��� 9
;,Å � ª��. N�/������/� Ç ¢
������� ° �5�ÀÌ��5��� � ���¤�3� � �/� � �µ��� (1, 1)

�.��� � ¢�§ ��� �3�µÊÂ���5� � � � ° ¢�  ;
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� ¦ �`� �.�

f
�/���&�<�/�µ²�  � � �µ� � ¦¨ª*�®<�� �� � ·1�. ����.���5�/¦�ªÆ�í�����5� ° ¢ ��� ©¶� � f : R

3 → R
2 � ��� ¿ �. �������

R
2
�5�/¦¨ªÆ� ° �.  � � �.�/¦�ªÆ� �  �������� ;

�z�2�#���5���@�¤î
ï �.�!�.� 4 �/�"ð��.·&�.� � �µ�.�����Tñ��.� � � �.� � �x�5�3� R

2
� �(©��<�/�

����� �5�/¦¨ªÆ� � � � �3��¦�ª � ¢
���¨�.� � ���7�5�/¦�ª¶�µ�!�3��¦�ª5 ¨ò��5§¯��©� � � §�¢ � ÇQ� §¯��©� ¦ � � �¶�,�3��¦¨ª5 ¨ò��5§¶� � ��� � � � �3��¦¨ª � ¢
�����.�(©� � � �!�3��¦�ª5 ¨ò��5§¯� � �����5�/¦¨ªÆ� � � � �3��¦�ª � ¢
���¨�.�(©
�/��� ;
¸º¹Q» �½¼���¾
����� {

(x, y) ∈ R
2 : |x| ≤ 1, y < 7

} ©� � � {

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 3

2
, y = 0

} ©� ¦ � {

(x, y) ∈ R
2 : x ≥ 0

} ©� � � {

(x, y) ∈ R
2 : 0 < x, y ≤ 1

} ;
�z�2�#���5���@�7ó¿ �� Á�!�.��  � ¦�ªÆ���.�V�<�/�T² � �5§¯���/¢�� f : R

2 → R � ���
f(x, y) :=

{

x2y
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

����� 4 �.�
v ∈ R

2 \ {0} � ��� ‖v‖ = 1
; � �. ��3¦�ª5���.� 4 �/���<�/�³ôÁ�/¦�ª¶� � � � � � � � �.��� � � � ��� (0, 0) � ����5� � Å �Äõ%�. ��.�5Ë��.��ö � ¢����/�.�¶���.�(©!� ; ª ;

∂vf(0, 0) = lim
t→0

f(tv) − f((0, 0))

t
.

� � � 4 �.�
v ∈ R

2 \ {0} � ��� ‖v‖ = 1
;�ï � � �

∂vf(0, 0) = 〈grad f(0, 0), v〉
´

� ¦ �l¿ �/�3��¢m� �  �¡i�<�/�T²�¢�  � � �2� � �µ�5� � 4 §¶ �� Ç �µ�5�/¦�ªÆ� � � � �.·&�.���5�.�³·&�. ��5�.� ´
÷Nø�ù�ú&û.ø�ü�ý 4 ¦¨ª5 ��.���,�.� 4 �/�

v
���¤�5�. µ²�¢�  � (

cos(ϕ)
sin(ϕ)

) ©
ϕ ∈ [0, 2π)

;
¸º¹Q» �½¼���¾
����� ²½¥5 

ϕ ∈ [0, 2π)
���.�

v =

(

cos(ϕ)
sin(ϕ)

) ;5Å � �5� � � � ��«

∂vf(0, 0) = lim
t→0

f(tv) − f((0, 0))

t
= lim

t→0

t cos2(ϕ) sin(ϕ)

t
= cos2(ϕ) sin(ϕ).

6
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� � ��þ õ%�.�����/¦�ª¶� � �/¦�ª � � � � 〈grad f(0, 0), v〉 = 0

�ÿ° � � ;�� � � � � ��� ��� ��� : © ï�� � ; ± �����,�3��¢����5�. ��� � � � ∂vf(0, 0) = 〈grad f(0, 0), v〉
� ; £ ; �5�/¦�ª¶� ;� ¦ � Å �/����¢�  � � ���¨�.��Ë � � ��� �����.��� � ÇQ�  ����/� ��� �<�Äõ!�. ��.�5Ë3�/�. �� �  	���/���%ª5�/�. (�5�/¦¨ªÆ�½�. �¡ÿ¥ ��� � �ÿ° � � ;
� � � � � � Ã� ��� ��� : © ï�� � ;

�� v���|l}�v`{x~
�z�2�#���5�����@�
�������.�/�.�¤�<�/�T² � �5§¯���/¢����.� f : R

2 → R
©
g : R → R

2 � ��� h : R → R
� � � �.�,�.�Â� �  �¦¨ª

f(x, y) = −x2 + 2xy − y3, g(x) =

(

cos(x)
sin(x)

)

, h(x) = f (g(x)) .

����� ï �.�!�.� 4 �/�T�<�/� ÇQ�  ����/� ��� �.�V£µ� � �.��� � � � �.� fx

©
fy

©
fxx

©
fxy

©
fyx

©
fyy

� � ;4 ��� �[� �.� fxy
� ��� fyx

¥5�!�. ��.��� ´� � �`� �3����� �[� �.� 4 �/�N�<�/�T�. ������T£�� � �.��� � � � ° ¢�� h � �����5�. ��N�.�����.�5 �� � � � ;� ¦ �`� �3����� �[� �.� 4 �/� h′(x)
�<�� ��.§¯� ;

¸º¹Q» �½¼���¾
����� ��� � � � ��«

fx(x, y) = −2x + 2y, fy(x, y) = 2x − 3y2,

fxx(x, y) = −2, fxy(x, y) = 2 = fyx(x, y), fyy(x, y) = −6yÅ �/� � � � �/��¦¨ªÆ���.� ÇQ�  ����/� ��� �.�¬£�� � �.��� � � � �.�¬��������� � ¦¨ª¬�5� � 4 � ��Ë ° ¢�� 4 ¦¨ªÆ· �  ���Ë � � �.�/¦¨ª ;� � � Ê¬���µ�5�. ��N�.�����.�5 �� � � � �. �ªQò � � � � �(«
h′(x) = Jf (g(x))Jg(x) =

(

−2 cos(x) + 2 sin(x) 2 cos(x) − 3 sin2(x)
)

(

− sin(x)
cos(x)

)

= 2(cos(x) sin(x) − sin2(x) + cos2(x)) − 3 cos(x) sin2(x).

� ¦ � ��� � � � �
h(x) = − cos2(x) + 2 cos(x) sin(x) − sin3(x).Å �   � � �µ�.  � ���5�����/¦�ª h′(x)

·í�/����� � � � ;
�z�2�#���5�����¬î
4 �.�

f : R
2 → R

� � � �.�,�.�¬� �  �¦�ª
f(x, y) := x2 + xy + y2 + x + y + 1.� �3����� �[� �.� 4 �/� ����� � � ¢�§ ��� �.�¬�®¯�� �� � � ;

�
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¸º¹Q» �½¼���¾ ��� � � � ��«

fx(x, y) = 2x + y + 1, fy(x, y) = x + 2y + 1,

fxx(x, y) = fyy = 2, fxy(x, y) = fyx(x, y) = 1.Å �. �� � �5§¯� (−1
3
,−1

3
)
�/���í�5�. Á�.���5Ë3� � �N§¯ ������/��¦�ª���� � �5§¶� ;5Å �/���i� � �.�Æ·1�. ���� ° ¢�� Hf (−1

3
,−1

3
)�������

1 � ��� 3
©�� ; ª ;

Hf (−1
3
,−1

3
)
�/��� Ç ¢
������� ° �5�ÀÌ��5��� ;�Å � ª��.  � �/� � �®�.���xÊ¬���5� � � � ���

(−1
2
,−1

3
)° ¢�  ;

�������! #"%$'&( #"%)*�+$-,/.0��1324)5����67��1���� 8�9+:;��)%"=<�>'>'?A@�B'$DC#EGF(C#H!IKJ-1
L�  ;M� � � � � � � �.�����.  ô � � �� L��/¦3¢ � � Å �/�.����� � 4 � �(�ON�8(P6 £��,�5� � ª � � �/�¤£;Q � � 4 � �(�ON�8(P
� ¿ì��� ���. µô�� �SR ·í� � 4 � 8
9TN�8(UV�
W Ê �  ��/¢��YXÆò�ª5��� 4Z��8 � N�6
6V�
U Ê � ����ª5� � � ï �.� R �. �� N\[ ¢� ���� [ �3¦�§ 4 � �(�ON�8
8V��69 Ê � ����ª5� � � ï �.� R �. �� N\[ ¢� ���� [ �3¦�§ 4 � �(�ON�8
8V��6

� ��������Ì����5�.� 4 �/�³���/¦�ª Ç ¥5�5§¶� � �/¦¨ª7���*�5� � ¡É¥5  4 �/� � � � � � �.�!�.���.�¤ô � � � �.��� � ���z�5 ���� � �.� 4 �/���ª5 ��.� 4 � � �<�/�.� � � ��·&�.�/� � ���¤�.���^]%�/¦¨ªÆ���5� � � � � ��·1�.�/� � ��� ;
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