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9. Ubungsblatt zur
Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI),
AngGeo und VI

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

HLy () #(0,0)
x,y) =1 &Y
fey) {0, (,y) = (0,0).

(a) Zeigen Sie, dass f in (0,0) partiell differenzierbar ist (Differenzenquotient!). Was
ist der Gradient von f in (0,0)?

(b) In welchen Punkten ist f stetig partiell differenzierbar?

(c) Berechnen Sie die Hesse-Matrix von f in allen Punkten, in denen sie existiert.

(d) Was konnen Sie iiber den Zusammenhang zwischen partieller Differenzierbarkeit
und Stetigkeit aussagen?

Losung:
(a)
o fO+R0)—£0,00 0
12(0,0) = fimy h = hm gy =0
F(0,04+h) = f(0,0) . 0
1,(0.0) = fimy h = pmy =0

Also, (grad £)(0,0) = (0,0).
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(b) Fiir (z,y) € R?\ {0} folgt die Behauptung aus Mathematik I. Es gilt:

w2y
@+ @+ )

(grad D)e.) = (2

Sei (zn,yn) = (£,2) fiir n € N. Dann gilt lim;, o0 (@, yn) = (0,0), aber

1/n4 B

(%)
d.h. f, ist in (0,0) nicht stetig. Mit (zp,yn) = (£,
fy in (0,0) nicht stetig ist.

(c) Fiir (z,y) € R?\ {0} erhilt man:

1
_5 7é fm(ovo)a

lim fx(.%'nayn) = -
n—00

0) fiir n € N sieht man, dass

3 2 2 2 2 2
y3(322 — 1?) z7y(3z* — y7)
fzz(xay) = _ZWa fyy(%y) = —2- (:c2 T y2)3
2?y(3z? — y?)
Jay(z,y) = 2W = fya
Also
_oyPBz?—y?)  Ha?y(3a—y?)
2 2)\3 2 2)\3
= ( e ST )
(x2y2)3 (z2y2)3

Wie in (a) ergibt sich f;2(0,0) = f2y(0,0) = fyy(0,0) = 0. fy2(0,0) existiert
nicht. Daher existiert die Hesse-Matrix in (0, 0) nicht.

(d) Es besteht kein Zusammenhang zwischen Stetigkeit und partieller Integrierbar-
keit (Beachte: f, ist in (0,0) nicht stetig,aber partiell differenzierbar.
Aufgabe G2
Es sei f:R? — R gegeben durch f(z,y) = 22 — y.

(a) Bestimmen und skizzieren Sie die Schnitte des Funktionsgraphen fiir x = —1,0, 1,
bzw. y = —1,0,1, d.h. die Graphen der Funktionen von R nach R mit y —
f(=Ly), y = f(0,y) und y — f(L,y) baw. z — f(z,-1), z — f(z,0) und
x— f(x,1).

(b) Bestimmen und skizzieren Sie die Niveaumengen von f zu den Niveaus —2, —1,
0, 1 und 2.

(c) Skizzieren Sie ein 3-dimensionales Bild des Graphen.
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Aufgabe G3
Die Funktion u : ]0,00[xR? — R sei definiert durch
u(t,z,y) = (4mt) " exp [—(a® +y?)/4t] .
Zeigen Sie, dass

ou 9%u d%u

ot Ozdx * Oydy

gilt, indem Sie die auftretenden partiellen Ableitungen berechnen.

Bemerkung: Eine Funktion u : ]0,00[xR? — R, die die obige Gleichung erfiillt, heift
Losung der Warmeleitungsgleichung. Mit dieser partiellen Differentialgleichung lasst
sich die zeitliche Entwicklung einer zur Zeit ¢ = 0 vorgegebenen Temperaturverteilung
beschreiben.

Losung: Es gilt:

1 2?4y 2? + 3
1 2 + y2 1 9 2 + y2
Uge (t, 7, y) = _W exp(— At ) + 167Tt3x exp(— At ),
1 2+ y2 1 9 2+ y2
t = —— exp(— - .
tyy(t,2,y) = =g g xXP(= =) + g gy ep(- =)

Also

du _ Pu N 0%u
ot Oxdxr  Oydy
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Hausiibung

Aufgabe H1

Wir betrachten die Funktion H: R? — R3 mit den drei Komponentenfunktionen

Hi(x1,22,x3)
Hy(x1, 22, x3)

H3(xq, 22, 23)

cosh(z? + z3 — x3),

vexp(xize),

€3,

also H(x1,x2,23) = (Hi(x1,22,23), Ha(x1, 22, 23), H3(21, 22, 23)).

(a) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster Ordnung der Komponenten Hj,

H,, Hs.

(b) Geben Sie die Funktionalmatrix Jg(x1,z2,x3) an.

(c) Berechnen Sie det Jg(0,1,1).

Losung:
%—ZI; =21 sinh(a:% + x% — x3),
(a) %—I;; = —sinh(2? + 23 — 3),
%_1;22 = (x1/2)+/exp(z1x2),

(b) ‘]H(:Clax2a$3) = ($2/2)

0
(c) det Jg(0,1,1) = 0.

Aufgabe H2

Zeigen Sie, dass

OH _ . 2, .2

Far = 2zgsinh(z] + 25 — x3)

OH;

o = (22/2)/exp(z122)

OHo __ OHs __ OH3y __ OHs __
Oxs _0’ 01 _0’ Oxo _0’ oxrs 1

271 sinh(2? + 23 — 23) 2w sinh(a? + 23 — 23) —sinh(z? + 23 — x3)
exp(x122)

(x1/2)+/exp(z122) 0
0 1

3722 sin /
Fil2,2P =R, f(z,y,2) = Vizsstore sin Vil

(42 — 2)2

ein globales Minimum und ein globales Maximum besitzt.

Lésung: Aus der Vorlesung ist bekannt, dass [—2, 2]2 kompakt ist. Da f als Verkniip-
fung stetiger Funktionen stetig ist, existiert ein globales Minimum und Maximum nach

Satz der Vorlesung.



