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f : R
2 → R   ���

f(x, y) :=

{

x2y
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).¡ ��¢�£,�.��¤��.� 4 �/�
¥��¦��§�§
f
���

(0, 0) ¨ �������/�.©�©!�;�«ª!�.���.�5¬3�/�.���M���1�/§�� ¡®­ �«ª%�.���.�5¬��.�¦¯��¦�����/�.�°��±²¢ : �³��§�/§��´�5�.�´µ¶�����;�/�.���´·����
f
���

(0, 0) ¸¡ ��¢\¹)�7º&�.©/���¦�.�o»e�5�5�����.�¼�/§��
f
§����.����¤ ¨ �������/�.©�©½�;�«ª!�.���.�5¬3�/�.���M��� ¸¡ ��¢\¾"�.���3���5�¦�.� 4 �/�J�;�/�P¿¶�3§�§��ÁÀ#ÂÃ�������«Ä*·����

f
���R��©�©/�.�¼»��5�5�°���.�(¥M���¼�5�.�¦�.�R§��/�J�ÁÄ;�/§����/�.��� :¡ �M¢i�³��§"��Å��5�¦�.� 4 �/�¶Æ5�,�.�"�5�.�Ç£��¦§��  W  �.�5�M���5¤W¬3ºÈ�/§����¦�.� ¨ �������/�.©�©/�.� ­ �«ª%�.���.�5¬3�/�.���M�������.����5�¦� 4 ���.����¤
���.�������¦§�§���¤��.� ¸ÉËÊMÌ �½Í���Î

¡ ��¢
fx(0, 0) = lim

h→0

f(0 + h, 0) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0,

fy(0, 0) = lim
h→0

f(0, 0 + h) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0

Ï ©/§��5¥
(grad f)(0, 0) = (0, 0)

:
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¡ ��¢\�½Æ5�

(x, y) ∈ R
2 \ {0} ï ��©�¤
�ð�;�/�i¾1�.�M��� ¨ ���5�5¤����¦§�ÂÃ�����¦�   ��������¹ :5ñ §È¤
��©���ò

(grad f)(x, y) =

(

2
xy3

(x2 + y2)2
x2(x2 − y2)

(x2 + y2)2

)

4 �.�
(xn, yn) = ( 1

n
, 1

n
) ï Æ5� n ∈ N

: ­ ���5�¼¤
��©��
limn→∞(xn, yn) = (0, 0)

¥����!�.�
lim

n→∞

fx(xn, yn) = −2
1/n4

( 2
n2 )2

= −1

2
6= fx(0, 0),

� : � :
fx

�/§��´���
(0, 0)

�5�/�����J§����.����¤ : ÂÇ���
(xn, yn) = ( 1

n
, 0) ï Æ5� n ∈ N

§��/�.���   ���(¥��¦��§�§
fy

���
(0, 0)

�5�/�����¶§����.����¤j�/§�� :¡ ��¢\�½Æ5�
(x, y) ∈ R

2 \ {0} �.���Mó�©��   ���(ò
fxx(x, y) = −2

y3(3x2 − y2)

(x2 + y2)3
, fyy(x, y) = −2

x2y(3x2 − y2)

(x2 + y2)3

fxy(x, y) = 2
x2y(3x2 − y2)

(x2 + y2)3
= fyx

Ï ©/§��
Hf (x, y) =

(

−2y3(3x2
−y2)

(x2+y2)3
2x2y(3x2

−y2)
(x2+y2)3

2x2y(3x2
−y2)

(x2+y2)3
−2x2y(3x2

−y2)
(x2+y2)3

)

�I�/����� ¡ ��¢i�.��¤
���5�j§��/���
fxx(0, 0) = fxy(0, 0) = fyy(0, 0) = 0

:
fyx(0, 0)

�ÁÄ��/§����/�.����5�/����� : ­ ���¦�.�´�ÁÄ��/§����/�.�����;�/�i¿´�3§�§��ÁÀ#Âo�������«Ä����
(0, 0)

�5�/����� :¡ �M¢ ñ §��!�3§����.�°�¶���.���³£��¦§��  W  �.�5�M���5¤Ç¬3ºÈ�/§����¦�.� 4 ���.����¤
���.���J�5�¦� ¨ �������/�.©�©/�.�P¹#�°���.¤
���/�.���M����À���.��� ¡ ¾"�����������
ò
fx

�/§��È���
(0, 0)

�5�/�����¶§����.����¤¦¥<���,�.� ¨ �������/�.©�©2�;�«ª%�.���.�5¬3�/�.���M��� :�z�2�#���5���Z�¼ô
ñ §´§��.�

f : R
2 → R

¤��.¤��.�!�.�Ç�;�5�����
f(x, y) = x2 − y

:
¡ ��¢\¾"�3§����  W  �.�x�5�¦�\§��°��¬3¬3�/�.���.� 4 �/�&�;�/� 4 ���5�5�������"�5�3§��5�5�5�����/���¦§�¤
��� ¨ �¦�.� ï Æ5� x = −1, 0, 1

¥�5¬3º :
y = −1, 0, 1

¥&� : � : �;�/�oµ���� ¨ �¦�.�I�5�.�*�5�5�5�°���/���¦�.�I·����
R
�M�����

R   ��� y 7→
f(−1, y)

¥
y 7→ f(0, y)

�5�¦�
y 7→ f(1, y)

�5¬3º :
x 7→ f(x,−1)

¥
x 7→ f(x, 0)

�5�¦�
x 7→ f(x, 1)

:¡ ��¢\¾"�3§����  W  �.�R�5�¦�7§��°��¬3¬3�/�.���.� 4 �/�J�;�/�Põð��·������   �.�5¤��.�R·���� f
¬3�¼�5�.�Çõð��·������¦§ −2

¥ −1
¥

0
¥
1
�5�¦�

2
:¡ ��¢ 4 ����¬3¬3�/�.���.� 4 �/�P�.���Çö�À#�;�   �.�¦§��/���M��©/�3§´¾1��©/�¼�5�3§´µ���� ¨ �¦�.� :

6
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¡ ��¢
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¡ ��¢
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x*x+2
x*x+1

x*x
x*x-1
x*x-2

ö



Ð�ÑeÒ"Ó;Ô�Õ;Ö ×ZØ�Ù®Ú!Û�ÜzØ�Ù®Ý�Þ7ß�ß�à�á�â�ã"ß�äM×ZØ�åoÝ®ä�åoß�æ/ã"ßèç3äMé´Õ;Ö,ê´Û3ëcÔ�Õ!ì³íîß

¡ ��¢
�z�2�#���5���Z�7÷­ �/�P�5�5�5�����/���

u : ]0,∞[×R
2 → R

§��.���5�Áø¦�5�/�.���ð�;�5�����
u(t, x, y) = (4πt)−1 exp

[

−(x2 + y2)/4t
]

.£,�.��¤��.� 4 �/�
¥¦�¦��§�§
∂u

∂t
=

∂2u

∂x∂x
+

∂2u

∂y∂y¤
��©���¥5���¦�5�   4 �/�J�;�/�i��� ï �����.���.�¦�5�.� ¨ �������/�.©�©/�.� Ï �5©/�.�����5�5¤��.�¼�!�.���3���5�¦�.� :ù%	��¶	��è��ú�û�ü¦ý ñ ���¦���5�5�5�°���/���
u : ]0,∞[×R

2 → R
¥M�;�/�x�;�/�\���5��¤��Wµ¶©/�.�/���°�5�5¤¼�.� ï Æ5©�©���¥��¦�.��þ
�ÿ(Å
§��5�5¤R�5�.���������	��
�����
�����������
�������������� : ÂR���i�;�/�3§��.��������
�� ��
�
����"!#� $%�������&
����'
 ��
���� ���������*©�ó�§�§��§��/���c�;�/�"¬��.����©��/���¦� ñ ���)ºÈ�/����©��5�5¤x�.���¦�.�Ë¬3�5�&£,�.���

t = 0
·�����¤��.¤��.�!�.�¦�.�)(2�  W¨ �.�������5��·��.�����.��©��5�5¤�!�3§����5���.���!�.� :

ÉËÊMÌ �½Í���Î ñ §�¤
��©���ò
ut(t, x, y) = − 1

4πt2
exp(−x2 + y2

4t
) +

1

16πt3
(x2 + y2) exp(−x2 + y2

4t
),

uxx(t, x, y) = − 1

8πt2
exp(−x2 + y2

4t
) +

1

16πt3
x2 exp(−x2 + y2

4t
),

uyy(t, x, y) = − 1

8πt2
exp(−x2 + y2

4t
) +

1

16πt3
y2 exp(−x2 + y2

4t
).

Ï ©/§��
∂u

∂t
=

∂2u

∂x∂x
+

∂2u

∂y∂y
.

*
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+-, v/.�|i}�v\{x~

�z�2�#���5���10Z�
�I�����!�.�������������.�o�;�/�P�5�5�5�����/���

H
ò
R

3 → R
3   ���ð�5�.�Ç�;���.�32ð�  W¨ ���¦�.�����.� ï �5�5�°���/���¦�.�

H1(x1, x2, x3) = cosh(x2
1 + x2

2 − x3),

H2(x1, x2, x3) =
√

exp(x1x2),

H3(x1, x2, x3) = x3,��©/§��
H(x1, x2, x3) = (H1(x1, x2, x3),H2(x1, x2, x3),H3(x1, x2, x3))

:
¡ ��¢\¾"�3§����  W  �.� 4 �/����©�©/� ¨ �������/�.©�©/�.� Ï �5©/�.�����5�5¤��.�c�.��§����.�54´���;�°�5�5¤\�5�.�62´�  W¨ ���¦�.�°���.� H1

¥
H2

¥
H3

:¡ ��¢�µ��.�!�.� 4 �/�P�;�/�J�¦�5�5�°���/���M��©   �������«Ä JH(x1, x2, x3)
��� :¡ ��¢\¾"�.���3���5�¦�.� 4 �/�

det JH(0, 1, 1)
:

ÉËÊMÌ �½Í���Î
¡ ��¢ ∂H1

∂x1
= 2x1 sinh(x2

1 + x2
2 − x3),

∂H1

∂x2
= 2x2 sinh(x2

1 + x2
2 − x3)

∂H1

∂x3
= − sinh(x2

1 + x2
2 − x3),

∂H2

∂x1
= (x2/2)

√

exp(x1x2)

∂H2

∂x2
= (x1/2)

√

exp(x1x2),
∂H2

∂x3
= 0, ∂H3

∂x1
= 0, ∂H3

∂x2
= 0, ∂H3

∂x3
= 1

¡ ��¢
JH(x1, x2, x3) =





2x1 sinh(x2
1 + x2

2 − x3) 2x2 sinh(x2
1 + x2

2 − x3) − sinh(x2
1 + x2

2 − x3)

(x2/2)
√

exp(x1x2) (x1/2)
√

exp(x1x2) 0
0 0 1





¡ ��¢
det JH(0, 1, 1) = 0

:
�z�2�#���5���10Rô
£,�.��¤��.� 4 �/�
¥¦�¦��§�§

f : [−2, 2]3 → R, f(x, y, z) =
√

12381
37x2 sin

√

|y|
(42 − z)2

,

�.���¼¤
©/���M��©/�3§´ÂÇ���5�   �   �5�¦�¼�.���7¤
©/���M��©/�3§´Âo��Ä;�   �   �,�3§�����¬3� :
ÉËÊMÌ �½Í���Î Ï �¦§e�5�.�87�����©/�3§��5�5¤P�/§��½�!�.�
���5����¥��¦��§�§

[−2, 2]3
���  W¨ ���°���/§�� : ­ � f

��©/§97��.���°�°Æ ¨ Àï �5�5¤¶§����.����¤��.�½�5�5�5�����/���¦�.�W§����.����¤¶�/§���¥��ÁÄ;�/§����/�.���î�.���\¤
©/���M��©/�3§îÂR���5�   �   �5�¦�\ÂÃ��Ä;�   �   �M�����4 ����¬i�5�.�:7�����©/�3§��5�5¤ :

;


