TECHNISCHE

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. K. Ritter

Dr. M. Geilert UNIVERSITAT
Dr. H. Heck DARMSTADT
SS 2006

15.6.2006

8. Ubungsblatt zur
Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI),
AngGeo und VI

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Bestimmen Sie die passenden Graphen bzw. Hohenlinien zu folgenden Funktionen.

Losung:
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Abbildung 1: sin(z) - sin(y) Abbildung 2:

22+ 42+ 10
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Abbildung 3: log(z? + y?) Abbildung 4: 2% + 41>
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Abbildung 5: x +y — 1

Aufgabe G2
Wir betrachten die folgenden Folgen in R?:

1 1 n 1 1 .nT NIT\T
an = (n E)T b, = (ﬁ 1+n)T Cp = (ﬁ ﬁ)T dy, = (sm(T) COS(T)) , n>1.

(a) Skizzieren Sie diese Folgen. Welche dieser Folgen sind beschrénkt?

(b) Welche sind konvergent, welche nicht? Was ist gegebenenfalls der Grenzwert?

(c) Geben Sie zwei weitere Nullfolgen in R? an.
Losung:

(a) Wir benutzen, dass eine Folge in R™ genau dann beschrénkt ist, wenn jede Kom-
ponente beschrinkt ist (s. Vorlesung). Mit Mathematik I erhalten wir:
(an)nen ist nicht beschrankt,
(bp)nen ist beschrankt,
(cn)nen ist beschrénkt,
(dp)nen ist beschrankt.

(b) Wir benutzen, dass eine Folge in R™ genau dann konvergiert, wenn jede Kompo-
nente konvergiert (s. Vorlesung). Mit Mathematik I erhalten wir:
(an)nen konvergiert nicht,
lim,, o0 by = (0 1)7
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lim,, oo ¢ = (0 0)T
(dy)nen konvergiert nicht.

(c) Beispiele fiir Nullfolgen sind:

en = D In=( T neN.

Aufgabe G3

Es seien die Mengen

A = {(z,y) eR®:2?+y* <1},
B = {(z,y) eR’:y>1} und
C = {(x,y)€R2:0<x<1,0<y§1}

gegeben.

(a) Skizzieren Sie die Mengen.

(b) Welche dieser Mengen sind abgeschlossen, beschriankt bzw. kompakt? Begriinden
Sie dabei Thre Aussagen!

(c) Fiir eine beliebige Menge M C R" wird die Menge

M = {x € R" : Es existiert eine Folge (z)neny € M mit lim z, = x}

n—o0

als Abschluss von M bezeichnet. Bestimmen Sie den Abschluss von A, B und C.
Was wire hier genau zu zeigen?

Losung:

(a)

(b) A ist beschriinkt, da fiir x € A gilt: ||z||* < 1.
Behauptung: A ist abgeschlossen.
Beweis Sei (zx)ren C A eine konvergente Folge mit Grenzwert . Nach Vorlesung
gilt:

lz|| = lim ||zg|| < lim 1 =1, (1)
k—oo k—oo

d.h. x € A.
Da A abgeschlossen und beschrinkt ist, ist A kompakt.

B ist nicht beschrinkt, da (b))nen = (7 2)neny C B nicht beschrinkt ist.

B ist nicht abgeschlossen, da fiir (b2),en = (0 1+ 2),en C B gilt: limy, o b2 =
(01)¢B.

Da B nicht abgeschlossen ist, ist B auch nicht kompakt.
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C ist beschrankt, da
Iz =a*+y* <1+1=2, (z,9)€C.

C' ist nicht abgeschlossen, da fiir (¢, )nen = (% %)neN C B gilt: lim,, .o ¢, =
(0 0) ¢ C.
Da C nicht abgeschlossen ist, ist C' nicht kompakt.

(c) A ist bereits abgeschlossen, d.h. A = A.

B ={(x,y) e R? :y > 1}.
6:{(1:,1/)ERQ:Ongl,Ogygl}.

Zu Zeigen waren zwei Dinge:

1) Fiir jeden Punkt x € M existiert (z,,)neny C M mit lim,, o x,, = .

2) Sei (2,,)nen C M eine beliebige konvergente Folge. Dann gilt lim,, oo 2, € M.

Hausiibung
Aufgabe H1
Es seien
-2 0 -2 2 2 —1
1 1 -
A=g| -1 -2 -1 |, B=g 2 -1 2 ,C:(_:j é)
2 0 2 -1 2 2
1 -1 1
und D := | -1 1 -1
1 -1 1

(a) Welche dieser Matrizen sind symmetrisch, positiv definit, negativ definit, bzw.
orthogonal?

(b) Was weif man damit jeweils iiber die Diagonalisierbarkeit und die Eigenwerte
der jeweiligen Matrix?

(c) Bestimme eine ONB des R? aus Eigenvektoren von C.

Hinweis: Eine Matrix A ist genau dann positiv definit wenn —A negativ definit ist
(vgl. Definition).

Losung:
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(a)

Man erkennt leicht, dass A nicht symmetrisch und B, C und D symmetrisch sind.
Das charakteristische Polynom von A lautet:
9 2
pa(A) = A(A+ 3).

Daraus folgt, dass 0 ein Eigenwert von A ist. Insbesondere ist A weder positiv
noch negativ definit (s. Vorlesung). Wegen det A = p4(0) = 0 # £1 ist A nicht
orthogonal (s. Vorlesung).

Das charakteristische Polynom von B lautet:
pe(\) = (A =12\ +1).

Da +1 Eigenwerte von B sind, ist B weder positiv noch negativ definit. B ist
orthogonal, da

2 2 -1

1
% 2 1, % -1 undg 2
-1 2 2

eine ONB des R? bilden.
ACHTUNG: det B = p;(0) = 1 reicht NICHT.

Wegen det C' = 8 und det 3 = 3 folgt mit der Vorlesung, dass C positiv definit
ist. Insbesondere ist C' nicht negativ definit und auch nicht orthogonal (wegen
det C' # £1).

Das charakteristische Polynom von D lautet:
pp(N) = A2(A = 1).

D ist weder positiv noch negativ definit, da 0 ein Eigenwert von D ist. Aus dem
gleichen Grund ist D nicht orthogonal.

Da B, C, D symmetrisch sind, sind sie diagonalisierbar.
Da C positiv definit ist, folgt o(C) C]0, oco[, insbesondere ist C' invertierbar.
Da B orthogonal ist, ist B invertierbar.

ACHTUNG: Aus symmetrisch folgt NICHT invertierbar.

Aufgabe H2
Untersuchen Sie die folgende Funktion f : R? — R auf Stetigkeit.

e
—
=

(=)
~—

2zy > fiir (.’L’,y)
— ) z?+
f(mvy) {0 ! fiir (.’E,y) = (Oa 0)
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Hinweis: Betrachten Sie verschiedene Nullfolgen (n,¥n),cy im R? und untersuchen
Sie die Folgen (f(#n,¥n)), ey auf Konvergenz.

Lésung: Wihle a,, = (% Lyund b, = (=%,1) , n € N. Dann gilt lim,, .o a, =

lim,, o by, = (0,0), aber
1 . . 1
) = lim f(a,) # lim f(by) = 9

Dabher ist f in (0,0) nicht stetig. In R?\ {0} ist f als Komposition stetiger Funktionen
stetig.

Aufgabe H3
0 1
Es seien v; = 0 |, v = 1 und E = {A\vy + pvg : A\, u € R}. Bestimmen Sie
1 1

mittels des Schmidtschen Orthonormierungsverfahren eine Orthonormalbasis e1, eo, €3
mit £ = {Xe; + pes : A\, € R}

Hinweis: Dies ist eine Bonus-Aufgabe.

1
Losung: Wir wahlen v3 = 0 | . Dann ist vq,vs,v3 eine Basis des R?. Mit dem
0
Schmidtschen Orthonormierungsverfahren ergibt sich:
1 0
el = v = 0
[[o]] 1

29 = < Vg,€1 >€] =e€1
1
Vg — 29 = 1
0

1 1

eg =—— (Vg — 29) = —
T L A

z3 =< ws,e1 > e+ <vg,eg>ex=0e +ex = €9

V2

1 1
1)3—2325 -1
1
1 1
€3 =73 — 23) = —= -1
Tl =1 )



