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x
42-2-4

y

4

2
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-4

µ �5�5��¤/�=¦5�5ª{Û ¶
log(x2 + y2)

x
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y
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µ �5�5��¤/�=¦5�5ª{Ü ¶
x2 + 4y2

x
42-2-4

y

4

2

-2

-4

µ �5�5��¤/�=¦5�5ª ;=¶
x + y − 1

�{�2�#���5���[��Ý
ÞJ���Í�!�.������ß��à���.�p�=�/��§©¨�¤�ª��.���5�.�¥«�¨�¤�ª��.�¥���

R
2 ¶

an := (n
1

n
)T bn := (

1

n2

n

1 + n
)T cn := (

1

n2

1

n2
)T dn :=

(

sin
(nπ

4

)

cos
(nπ

4

))T
, n ≥ 1.

á ��â 4 ¬���3�3�/�.���.� 4 �/�Q�=�/�3���K«�¨�¤�ª��.� < Þã�.¤/ß����j�=�/�3���.�Í«�¨�¤�ª��.�p���������!�3��ß��5��ä��5¬��åá ��âjÞã�.¤/ß����j�������7¬�¨��¹æ��.��ª��.�à��ç� &�.¤/ß����Q�5�/ß��¹��å]ÞÙ���è�/���èª��.ª��.�!�.���.�=§©��¤�¤/�Ô�5�.�£�£���.�5�3 1�.����åá ß�â����.�!�.� 4 �/�K�3 1�.�( &�.�����.���]éê¦5¤�¤ë§©¨�¤�ª��.�����
R

2 ��� <
®°¯N± �³²���´
á ��âjÞJ���°�!�.�à¦5�����.�(ç�������1�.�����ê«�¨�¤�ª��Ô���

R
n ª��.�N��¦{�����5�{�,�3��ß��5��ä��5¬�&�/����ç� &�.�5�]ì��3�5�Ôíê¨���î�!¨����.�à���j�,�3��ß��5��ä��5¬¹�ê�/��� á � <=ï ¨���¤/�3��¦5�5ª¹â <�ð ��� ð �������.�d������¬7ñ&�.���N��¤����.�S è��� ¶

(an)n∈N

�/���è�5�/ß��¹�ê�!�3��ß��5��ä��5¬��ç
(bn)n∈N

�/���è�!�3��ß��5��ä��5¬��ç
(cn)n∈N

�/���è�!�3��ß��5��ä��5¬¹��ç
(dn)n∈N

�/���è�!�3��ß��5��ä��5¬� <á ��âjÞJ���&�!�.�à¦5�����.�(ç5�������&�.������«�¨�¤�ª��£���
R

n ª��.�N��¦������5��¬�¨��¹æ��.��ª
�/�.����ç= &�.�5�yì��3�5�£íê¨��X�!¨�î���.�¹���Q¬�¨��àæ��.��ª
�/�.��� á � <=ï ¨���¤/�3��¦5�5ª¹â <Nð ��� ð �������.�d������¬7ñ&�.���N��¤����.�¥ è��� ¶
(an)n∈N

¬�¨��àæ��.��ª
�/�.���£�5�/ß��¹��ç
limn→∞ bn = (0 1)T ç

6
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limn→∞ cn = (0 0)T ç
(dn)n∈N

¬�¨��àæ��.��ª
�/�.���Ô�5�/ß��à� <á ß�â]�"�.�/���5�/�.¤/��§Ãò5�êéÔ¦5¤�¤ë§Ã¨�¤�ª��.��������� ¶
en = ( 1

n3

3
n
)T
ç
fn = ( 4

n
sin(n)√

n
)T
ç
n ∈ N

<
�{�2�#���5���[�7ó
ô��Ô���.�/�.���=�/� ð �.�5ª��.�

A =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ 1

}

,

B =
{

(x, y) ∈ R
2 : y > 1

} ¦5���
C =

{

(x, y) ∈ R
2 : 0 < x < 1, 0 < y ≤ 1

}

ª��.ª��.�!�.� <
á ��â 4 ¬���3�3�/�.���.� 4 �/�Q�=�/� ð �.�5ª��.� <á ��âjÞã�.¤/ß����ê�=�/�3���.� ð �.�5ª��.�k�������X���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.�(ç
�!�3��ß��5��ä��5¬���5�3  < ¬�¨��X�N��¬��åÍ�"�.ª
��ò5���5�.�4 �/�Q�����!�.��ñ)�5��� µ ¦�������ª��.�(õ
á ß�â]«³ò5�ê�.�����K�!�.¤��/�.�5��ª�� ð �.�5ª��

M ⊆ R
n  è�����¥�=�/� ð �.�5ª��

M =
{

x ∈ R
n :

ô��ê�÷ö�/�����/�.���Ô�.�����Q«�¨�¤�ª��
(xn)n∈N ⊆ M

�X���
lim

n→∞
xn = x.

}

��¤/� Óy»�ø3ù)Â5úÒ¼
ø�ø æ�¨��
M

�!�.���.�/ß��5���.� < �1�3�������X�k�.� 4 �/�Ô�5�.� µ ����ß��5¤�¦����&æ�¨��
A
ç
B
¦5���

C
<ÞÙ���ê 1ä����K�5�/�.�Íª��.�N��¦¥�3¦����.��ª��.��å

®°¯N± �³²���´
á ��âá ��â

A
�/���è�!�3��ß��5��ä��5¬��ç����y§Ãò5�

x ∈ A
ª
��¤�� ¶ ‖x‖2 ≤ 1

<�"�.�N��¦5�5��¦5�5ª ¶
A
�/���ê���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.� <�"�. &�.�/� 4 �.�

(xk)k∈N ⊂ A
�.�����"¬�¨��àæ��.��ª��.�à���ê«�¨�¤�ª��"�X���&�£���.�5�3 &�.���

x
< é£��ß�� ï ¨���¤/�3��¦5�5ªª
��¤�� ¶

‖x‖ = lim
k→∞

‖xk‖ ≤ lim
k→∞

1 = 1,
á : â

� < � <
x ∈ A

<ûK�
A
���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.�¥¦5�����!�3��ß��5��ä��5¬�ê�/����ç=�/���

A
¬�¨��X�N��¬� <

B
�/���è�5�/ß��¹�ê�!�3��ß��5��ä��5¬��ç����

(b1
n)n∈N = (n 2)n∈N ⊂ B

�5�/ß��¹�ê�!�3��ß��5��ä��5¬�Í�/��� <
B
�/���°�5�/ß��¹�Í���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.�(ç5���K§Ãò5�

(b2
n)n∈N = (0 1+ 1

n
)n∈N ⊂ B

ª
��¤�� ¶
limn→∞ b2

n =
(0 1) /∈ B

<ûK�
B
�5�/ß��¹�£���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.���/����ç=�/���

B
��¦�ß����5�/ß��¹�ê¬�¨��X�N��¬� <

Û
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C
�/���è�,�3��ß��5��ä��5¬¹��çN���

‖(x, y)‖2 = x2 + y2 ≤ 1 + 1 = 2, (x, y) ∈ C.

C
�/�����5�/ß��à�]���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.�(ç%���d§Ãò5�

(cn)n∈N = ( 1
2n

1
n
)n∈N ⊂ B

ª
��¤�� ¶
limn→∞ cn =

(0 0) /∈ C
<ûK�

C
�5�/ß��à�£���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.�S�/����ç=�/���

C
�5�/ß��à�Ô¬�¨��X�N��¬¹� <á ß�â

A
�/���è�!�.���.�����ê���5ª��3��ß��5¤/¨
�����.�(çN� < � <

A = A
<

B ={(x, y) ∈ R
2 : y ≥ 1}.

C ={(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.ü�¦pü,�.��ª��.�¥ 1ä����.�¥�3 1�.��û£���5ª�� ¶: â"«³ò5�Úì��3�5�.�¥ýf¦5�5¬�

x ∈ M
�÷ö�/�����/�.���

(xn)n∈N ⊂ M
�X���

limn→∞ xn = x
<

6 â 4 �.�
(xn)n∈N ⊂ M

�.�����"�!�.¤��/�.�5��ª��è¬�¨��àæ��.��ª��.�¹���Ô«N¨�¤�ª�� < û����5�dª
��¤��
limn→∞ xn ∈ M

<

þrÿ w���}j~�w]|y�
�{�2�#���5�����[�
ô��Ô���.�/�.�

A :=
1

3





−2 0 −2
−1 −2 −1

2 0 2



 , B :=
1

3





2 2 −1
2 −1 2

−1 2 2



 , C :=

(

3 −1
−1 3

)

¦5���
D :=





1 −1 1
−1 1 −1

1 −1 1



 .

á ��âjÞã�.¤/ß����*�=�/�3���.� ð �����������.� �������V���¹�X�k�.�����/��ß��(ç(�!¨
��������æ[�5�����5����ç2���.ªà������æã�5�����5����ç��5�3  <¨�������¨�ª�¨��N��¤�åá ��âjÞÙ���y &�.�	� �d��� �����X���Ôì��. 1�.��¤/��ò5�,�.�y�=�/�*û£����ª�¨��N��¤��/���/�.���N����¬��.���X¦5���P�=�/�*ôf��ª��.�à 1�.������5�.�fì��. &�.��¤���ª��.� ð �������ëöNåá ß�â]�"�3�������X�k�]�.������
£éÔ� �5�3�
R

2 ��¦��êôf��ª��.�àæ��.¬��¨����.�Sæ�¨�� C
<

�������������Úôf����� ð �������ëö
A
�/���]ª��.�N��¦P�����5�V�,¨
��������æã�5�����5���y &�.�5� −A

���.ªà������æÙ�5�����5���y�/���á æª
¤ < û������5�����/¨���â <
®°¯N± �³²���´

Ü



·¹¸fº"»=¼�½=¾ ¿[ÀÁÃÂ!Ä�Å{ÀÁÃÆ�Ç7È�È�É�Ê�ËÍÌ"È�ÎN¿[À�ÏpÆÃÎ�ÏpÈ�Ð/Ì"ÈÒÑ3ÎNÓÔ½=¾,ÕÔÄ3Öd¼�½!×ÙØÚÈ
á ��â ð ���X�.��¬��.�5�à�f¤/�.�/ß��¹��ç
�������

A
�5�/ß��¹������X�k�.�����/��ß���¦5���

B,C
¦5���

D
����X�k�.�����/��ß���������� <

ûK���êß��N������¬¹���.���/�����/��ß����]ý2¨�¤	���¨�� æ�¨��
A
¤���¦5���.� ¶

pA(λ) = λ2(λ +
2

3
).

ûK������¦��K§©¨�¤�ª
��ç%�������
0
�.���ãôf��ª��.�¹ &�.���yæ�¨��

A
�/��� < ñ#�����,�3��¨����5�.�����/���

A
 &�3�5�.�]�,¨
��������æ��¨ß�� ���.ªà������æ¥�5�����5��� á � <�ï ¨���¤/�3��¦5�5ª¹â < Þã�.ª��.�

detA = pA(0) = 0 6= ±1
�/���

A
�5�/ß��à�¨�������¨�ª�¨��N��¤ á � <5ï ¨���¤/�3��¦5�5ª¹â <

ûK���êß��N������¬¹���.���/�����/��ß����]ý2¨�¤	���¨�� æ�¨��
B
¤���¦5���.� ¶

pB(λ) = (λ − 1)2(λ + 1).ûK� ±1
ôf��ª��.�à 1�.�����{æ�¨��

B
�������%ç%�/���

B
 1�3�5�.�]�!¨
��������æ ��¨ß��Ù���.ªà������æã�5�����5��� <

B
�/���¨�������¨�ª�¨��N��¤Òç,���

1

3





2
2

−1



 ,
1

3





2
−1

2





¦5��� 1

3





−1
2
2





�.������
£é£� �5�3�
R

3 �5��¤/�5�.� <µ�� ¡���� éK� ¶
detB = pb(0) = 1

���.�/ß��à�£éÔñ � ¡��K<
Þã�.ª��.�

detC = 8
¦5���

det 3 = 3
§Ã¨�¤�ª
���X���Q�5�.� ï ¨���¤/�3��¦5�5ª�ç%�������

C
�,¨
��������æS�5�����5����/��� < ñ#�����,�3��¨����5�.���k�/���

C
�5�/ß��à�y���.ªà������æ[�5�����5���]¦5���Ù��¦�ß��V�5�/ß��à��¨�������¨�ª�¨��N��¤ á  1�.ª��.�

det C 6= ±1
â <

ûK���êß��N������¬¹���.���/�����/��ß����]ý2¨�¤	���¨�� æ�¨��
D
¤���¦5���.� ¶

pD(λ) = λ2(λ − 1).

D
�/���& 1�3�5�.�è�,¨
��������æd��¨¹ß��7���.ªà������æ{�5�����5����ç5���

0
�.���7ôf��ª��.�¹ &�.���Ôæ�¨��

D
�/��� < µ ¦��"�5�.�ª
¤/�.�/ß����.�[�£��¦5�����/���

D
�5�/ß��¹�Ô¨�������¨�ª�¨��N��¤ <á ��â]ûK�

B
ç
C
ç
D
� �¹�X�k�.�����/��ß��S�������%ç5�������7���/�Q�=����ª�¨��N��¤��/���/�.���N��� <

ûK�
C
�!¨
��������æ��5�����5���ê�/����ç§©¨�¤�ª
�

σ(C) ⊆]0,∞[
ç5�������!�3��¨����5�.���K�/���

C
���àæ��.�����/�.���N��� <

ûK�
B
¨�������¨�ª�¨��N��¤��/����ç=�/���

B
���¹æ��.�����/�.���N��� <

µ�� ¡���� éK� ¶ µ ¦��è����X�k�.�����/��ß��¥§Ã¨�¤�ª
�Íé£ñ � ¡!� ���¹æ��.�����/�.���N��� <
�{�2�#���5�����SÝ

� �à���.����¦�ß����.� 4 �/�K�=�/�K§Ã¨�¤�ª��.���5�Q«�¦5�5¬¹���/¨��
f : R

2 → R
��¦=§ 4 ���.����ª
¬��.��� <

f(x, y) =

{

xy
x2+y2

§Ãò5�
(x, y) 6= (0, 0),

0
§ ò5�

(x, y) = (0, 0).

;
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0°#"%$f	� & ¶ �"�.������ß��¹���.� 4 �/�kæ��.����ß��5�/�3�5�.���*éÔ¦5¤�¤ë§©¨�¤�ª��.�

(xn, yn)n∈N

���
R

2 ¦5���V¦5�à���.����¦�ß����.�4 �/�Q�=�/�j«�¨�¤�ª��.�
(f(xn, yn))n∈N

��¦=§ÚíÔ¨��àæ��.��ª��.�5� <®°¯N± �³²���´ Þ ä��5¤/�
an = ( 1

n
, 1

n
)
¦5���

bn = (− 1
n
, 1

n
)
ç
n ∈ N

< ûK���5� ª
��¤��
limn→∞ an =

limn→∞ bn = (0, 0)
ç!���,�.�

1

2
= lim

n→∞
f(an) 6= lim

n→∞
f(bn) = −1

2
.ûK�����.�°�/���

f
���

(0, 0)
�5�/ß��¹�1�����.����ª < ñ#�

R
2 \{0} �/��� f

��¤/�°íÔ¨��X�,¨
�������/¨��{�����.����ª��.�1«5¦5�5¬¹���/¨����.������.����ª <
�{�2�#���5�����¥ó
ô��£���.�/�.�

v1 =





0
0
1





ç
v2 =





1
1
1





¦5���
E = {λv1 + µv2 : λ, µ ∈ R} < �"�3�������X�k�.� 4 �/�

�X�������.¤/���5�3� 4 ß��5�X�/�=����ß����.�'
Ô������¨���¨����X�/�.��¦5�5ª���æ��.��§©���5���.���.�����(
Ô������¨���¨����d��¤��N�����/�
e1, e2, e3�X���

E = {λe1 + µe2 : λ, µ ∈ R} <
��������������û£�/�3�è�/���Í�.�����j�1¨��¹¦���î µ ¦=§ ªà���!� <
®°¯N± �³²���´ Þ ���K "ä��5¤/�.�

v3 =





1
0
0



 .
ûK���5�ã�/���

v1, v2, v3
�.�����k�è�����/�Q�5�3�

R
3 <%ð ���j�5�.�

4 ß��5�X�/�=����ß����.�)
Ô������¨���¨����X�/�.��¦5�5ª���æ��.��§Ò���5���.� �.��ª
���5�£���/ß�� ¶
e1 =

1

‖v1‖
v1 =





0
0
1





z2 = < v2, e1 > e1 = e1

v2 − z2 =





1
1
0





e2 =
1

‖v2 − z2‖
(v2 − z2) =

1√
2





1
1
0





z3 = < v3, e1 > e1+ < v3, e2 > e2 = 0e1 + e2 =
1√
2
e2

v3 − z3 =
1

2





1
−1

0





e3 =
1

‖v3 − z3‖
(v3 − z3) =

1√
2





1
−1

0
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