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~y�2�#���5���Z�n�
�"�3�������W�j�.� 4 �/���<�/�1�e�����.���&�.�����"�5���w�e�����.�����.���� ����.�j�5�.��¡¢ �£����.���5�.�w£�������¤����.��¥§¦5¦5��£/�<�5�5���.� ;¨ª© ¤�«�¬��.� 4 �/�P���/«�¬®­3�5�� ��¯�<�/�����3 ��j�.�����/��«�¬��w�"�3�5�.�5���5�5�j�� ��®�e�����.���&�.�����.�°��£�¤�� ;²±
¨ ¤ ±

f1 : R
2 → R

2 ³ f1

¦!�3��«´¬5���.��¦5�§�<�/� 4�µ �/�.���.£��5�5�*¤��R�5�.�§¶��.�´¤��5�.�
G = Lin{

(

2
1

)

} ;¨ ¦ ±
f2 : R

3 → R
3 ³ f2

¦!�3��«´¬5���.��¦5�1�<�/�¸·¸���.¬��5�5���5�¹�5�.�*ºI���5���.£ π
2

���.���.���5�.�*»§¬5��­��.�����.��¼
�����5�®�W���¯·¸���.¬M¤�«�¬����

Lin{





1
1
0



} ;
¨ « ±

f3 : R
3 → R

3 ³ f3

¦!�3��«´¬5���.��¦5�§�<�/�J �����¬� ��� ��M¤�£/�i½��� �¾��.�����/ ��n¤��<¡e�<�/�
x1

¼#¥¿«´¬���� ;
À�ÁMÂ �ÄÃ���Å
¨ ¤ ± ·¸�/�¿Æ��.���� ����.�

v1 = µ

(

2
1

) ³ µ ∈ R\{0} �������j�e�����.�����.���� ����.�*­3�5�A�e�����.���&�.���
λ1 =

1
; ·¸�/��Æ��.���� ����.�

v2 = µ

(

−1
2

) ³ µ ∈ R \ {0}
¨ �<�/�3����Æ��.���� ����.�Ç�����.¬��.�Ç���.�5�����3«´¬��

¤��<¡ (

2
1

) ± �������R�e�����.�����.���� ����.�°­3�5�È�e�����.���&�.���
λ2 = −1

¨ 4�µ �/�.���.£��5�5� ±É; ·J¤
v1, v2�.�����P�¿¤����/�¯�5�3�

R
2
¦5��£/�5�.� ³ �
��¦5�¯�3�Ê���.�����J�&�.�����.���.�n�e�����.�����.���� ����.��Ë��e�����.���1�.����� ;

¨ ¦ ± ·¸�/��Æ��.���� ����.�
v1 = µ





1
1
0





³ µ ∈ R \ {0} �������Ì�������.�����.���� ����.�Í­3�5�Î�e�����.���&�.���
λ1 = 1

; ¥¯�<¡ª�
���5���®�5�.��·¸���.¬��5�5���¿�����R���.���°¤����5�.���.�¸Æ��.���� ��J¤��<¡��.���nÆ§�/�.£Ï¡Ð¤�«�¬��3�¸�� �����/«´¬®���.£�¦����¯¤�¦5���.¦5��£/�5�.� ;
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¨ « ± 4 �.�

e1, e2, e3

�<�/� 4 �´¤�����¤����<¦M¤����/���5�3�
R

3
; ·J¤��5�I�
��£��

f3e1 = e1
³ � ; ¬ ; λ1 = 1

�/����.���I�e�����.���1�.���y­3�Í�5�.�ð�e�����.�����.���� ����.�
v1 = µe1

³ µ ∈ R \ {0} ; ·¸�3���&�.�����.���.�Í�
��£��
f3ej = 0 ³ j = 1, 2

; ·J¤�¬��.�Ê�������
v2 = µe2 + νe3

³ µ, ν ∈ R \ {0} �e�����.�����.���� ����.�®­3�5��e�����.���&�.���
λ2 = 0

; ºÇ�.�����.�����e�����.���1�.������Ë��e�����.�����.���� ����.�ñ��¤��5�Ì�3�w�5�/«�¬������.¦,�.� ³ ��¤
e1, e2, e3

¦,�.���.�����Ê�.�����i�"¤����/�¿¦5��£/�5�.� ;
~y�2�#���5���Z�óò
�"�3�������W�j�.� 4 �/�J�<�/�P�e�����.���1�.�����\�5�.� © ¤������Ïô

A =









0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0









.

À�ÁMÂ �ÄÃ���Å ���Ê�
��£���õ

det(A − λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ 1 1 1
1 −λ 1 1
1 1 −λ 1
1 1 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ + 1)3(λ − 3),

¤�£/�� 
pA(λ) = (λ + 1)3(λ − 3)

; ·J¤�¬��.���������
λ1 = −1

�5���
λ2 = 3

�<�/�c�e�����.���&�.�����7�5�.�© ¤������Ïô
A~y�2�#���5���Z�7ö

¶��.���.¦!�.�®���.�
A =





1 1 1
−6 3 −1

6 −2 2



 .

¨ ¤ ± �"�3�������W�j�.� 4 �/�J��¤��¯«�¬M¤��´¤������.���/�����/��«´¬��i½Ä �£�÷��� ��È�� ��
A
;¨ ¦ ± �"�3�������W�j�.� 4 �/�P¤�£�£/�P�e�����.���1�.�����i�5���®�e�����.�����.���� ����.� ;¨ « ±\ø ���

A
�<��¤��� ��M¤�£�ù�¬5�5£��/«�¬�ú§ûM¤�£�£/�,¾�¤ ³ ���.¦!�.� 4 �/�"�.�����1·¸��¤��� ��M¤�£��c¤������Ïô D

�5�����.����� © ¤������Ïô
T
¤�� ³ �´ W��¤���� T−1AT = D

�
��£�� ;
À�ÁMÂ �ÄÃ���Å
¨ ¤ ± ���¯�
��£��

det(A − λE) = (4 − λ)(1 − λ)2 ³ ¤�£/��  pA(λ) = (λ − 4)(1 − λ)2
;

¨ ¦ ± ·¸�/�¿�e�����.���&�.�����¯�������
λ1 = 4 ³ λ2 = 1

; ·¸�/�&­3�
λi
���.¬�ü����.���5�.�c�e�����.�����.���� ����.�*�.�����.¦,�.����/«´¬�¤�£/�1ý(ü
���5�5�w�5�.�¿¶�£/�.�/«�¬��5�5���´��÷������.�j�

(A−λiE)vi = 0 ³ i = 1, 2
;�þ �c¦!��¤�«�¬����.�*�/����� �«�¬ ³ ��¤����¿�5�.�¯ÿ§�5£�£����.���� �� µ �.�Ê·������5�����/ ��®�5�/�P�.���ó�������.�����.���� ��§�/��� ; © ¤��7¦!�.���3«�¬5���.�

v1 = µ ·





0
1

−1



 , µ ∈ R \ {0}, v2 = µ ·





1
2

−2



 , µ ∈ R \ {0}.

6
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¨ « ± ·¸�/� © ¤������ÏôI�/���*�5�/«�¬��R�<��¤��� ��M¤�£�ù�¬5�5£��/«�¬ ; �e���������´¤�����¡¢ ����c¤����/ ������c¤������Ïô

T
�W���7�5�.����.���5����«´¬����.�ñ�e�����.����«´¬M¤�¡ ���.�I��¤��5�Ì�5�/«´¬��y���.¦5��£/�5�.�c�&�.���5�.� ; ¨ ÿ¯�5� 6 �e�����.�����.���� ����.��� ���¬M¤����5�.� ³�� �1ù����.�°¤�¦,�.�¿��ü������ ;²±

�
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�
	 u���{i|�u\zw}

~y�2�#���5����
Z�
�"�3�������W�j�.� 4 �/�����3�.£�£/� þ ¤�¬5£/�.�

a, b ∈ R
�´  ³ ��¤����Ê�<�/� © ¤������Ïô





0 2 0
2 2a a

0 b 0





��÷��W�j�.�����/��«´¬î�/���J�5���Ç�<�/�W�������.���&�.�����
0 ³ −2

�5���
2
¦!�3������­3� ; ºI�/�W£�¤��5���.�Ç­3�5���.¬�ü��������y�e�Ï¼���.�����.���� ����.��ú

À�ÁMÂ �ÄÃ���Å ·�¤��W���§�<�/� © ¤������Ïô7��÷��W�j�.�����/��«�¬®�/��� ³ �i���´� b = a
���.��� ; ºÇ�.�����.��¬5���

det





−λ 2 0
2 2a − λ a

0 a −λ



 = (−λ) ·
(

(2a − λ)(−λ) − a2
)

− 2 · (2(−λ))

= −λ3 + 2aλ2 + (4 + a2)λ

= (−λ) · (λ2 − 2aλ − (4 + a2)).

·¸�/��ÿ¯�5£�£/�����.£�£/�.���<�/�3�´�3�¿½2 �£�÷��� ��j�¿�������
λ1 = 0 ³ λ2/3 = a±

√
2a2 + 4

; ¥§£/�� w�/���
a = 0

�5���

A =





0 2 0
2 0 0
0 0 0





·¸�/�J­3�5���.¬�ü��������.�n�e�����.�����.���� ����.�n�������%õ
¨ ¤ ± ¡��5�

λ1 = 0 ³ v1 = µ ·





0
0
1





³ µ ∈ R \ {0},

¨ ¦ ± ¡��5�
λ2 = 2 ³ v2 = µ ·





1
1
0





³ µ ∈ R \ {0} �5���
¨ « ± ¡��5�

λ3 = −2 ³ v3 = µ ·





1
−1

0





³ µ ∈ R \ {0}.

~y�2�#���5����
Rò
¶��.���.¦!�.�®���.�

A =





−1 −3 −3
−2 −1 −2

2 3 4



 .

¨ ¤ ± �"�3�������W�j�.� 4 �/�J��¤��¯«�¬M¤��´¤������.���/�����/��«´¬��i½Ä �£�÷��� ��È�� ��
A
;

�
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¨ ¦ ± �"�3�������W�j�.� 4 �/�P¤�£�£/�P�e�����.���1�.�����i�5���®�e�����.�����.���� ����.� ;¨ « ±\ø ���

A
�<��¤��� ��M¤�£�ù�¬5�5£��/«�¬�ú§ûM¤�£�£/�,¾�¤ ³ ���.¦!�.� 4 �/�"�.�����1·¸��¤��� ��M¤�£��c¤������Ïô D

�5�����.����� © ¤������Ïô
T
¤�� ³ �´ W��¤���� T−1AT = D

�
��£�� ;
À�ÁMÂ �ÄÃ���Å
¨ ¤ ±

det(A − λE) = det





−1 − λ −3 −3
−2 −1 − λ −2
2 3 4 − λ



 = det





−1 − λ −3 −3
−2 −1 − λ −2
0 2 − λ 2 − λ





= (−1 − λ) · ((−1 − λ)(2 − λ) + 2(2 − λ)) + 2 · (−3(2 − λ) + 3(2 − λ))

= −(2 − λ)(1 + λ)(1 − λ).¥§£/�� ��/���
PA(λ) = (1 + λ)(1 − λ)(2 − λ).

¨ ¦ ± ·¸�/�J�e�����.���&�.�����P�� ��
A
���������<�/�¸ÿ§�5£�£/�����.£�£/�.�ó�5�3�¿«´¬M¤��´¤������.���/�����/�´«�¬��.�R½Ä �£�÷��� ��j� ³ ¤�£/�� 

λ1 = −1 ³ λ2 = 1 ³ λ3 = 2
;

λ1 = −1
õ ø �ó�<�/�3���.� ûM¤�£�£(�/���

(A + E)v1 = 0
­3�ó£/ü
�´�.� ;





0 −3 −3 0
−2 0 −2 0

2 3 5 0





 





0 1 1 0
1 0 1 0
0 0 0 0





¥§£/�� ��/���
v1 = µ ·





1
1

−1



 , µ ∈ R \ {0}.

λ2 = 1
õ��§�/�.�¿�/���

(A − E)v2 = 0
­3�®£/ü
���.� ;





−2 −3 −3 0
−2 −2 −2 0

2 3 3 0





 





1 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0





4  ��W���
v2 = µ ·





0
1

−1



 , µ ∈ R \ {0}.

λ3 = 2
õ����.��­3�Ê�/���

(A − 2E)v3 = 0
­3�ó¦!�.���´¤�«�¬����.� ;





−3 −3 −3 0
−2 −3 −2 0

2 3 2 0





 





1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0





�
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¥§£/�� 

v3 = µ ·





1
0

−1



 , µ ∈ R \ {0}.

¨ « ± ·¸�/� © ¤������Ïô
A
�/���Ê�<��¤��� ��M¤�£�ù�¬5�5£��/«´¬ ;

D =





−1 0 0
0 1 0
0 0 2



 , T =





1 0 1
1 1 0

−1 −1 −1




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