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 ������������	�������
�����������! "�#�%$&�('(
 �)��	�� "�#�(�*�,+�	�
�-.	��/� "�#�%01�(02	3��� 45476
8
8
9:
; 9 ; 6
8
8
9
<>=@? ACB@DFEHGIA@JLKNMOM PQBFR

S KTMVUFWYX KTM[Z]\ ^[^ _2`FR a ^cb S KTd Zebfd ^7gea ^ihjb
k DFEml Won B@Dqp r ^

sut,v[wxwzye{�|i}�vx{[~
�z�2�#���5���Y�o����.���.�!�.�����.�/�.�Q�]�/�I�o�����������.�

A =

(

4 −8
−1 5

) � ���
B =





2 4 1
−1 0 −2

1 −2 2



 .

� �.���3���5���.� 4¡�/�I�]�/�O¢��.���.��£V���L���¤���.�
det(A)

� ���
det(B)

• £V�������.¥/�¦�5�.�¨§e�¤�)©ª�/��«¬¥ � �5�*�L���­�o®,�.��¥/�.�¯�5�3© ; 4¡°L��¥����.�(±
• £V�������.¥/�¦�.¥/�.£j�.�¡�­�����.�³²¨£�´¶µ���£ � �5���.��� � �.�����.�¦µ��,�.���.�¯¢³���.�/�3�­«¬��£c�������¸· ;¹»ºL¼ �¾½���¿ §e�¤�)©ª�/��«¬¥ � �5�*�L���­���5�.�¦�.�������.�À4¡°L��¥����O�.���
���5�

det A = 4 · 5 − (−1) · (−8) = 12.Á ���¨���5�]�/�.���.�������¦Â¡�/�.��´Ã�������O�5�.�¦¥/�.���3���.�o®,�.��¥/�I� � �¦�.�������.� � �����.���L��¥����.�
det A = det

(

0 12
−1 5

)

.

Ä �.���­� � ���­���.�o�5�.�¨®,�.��¥/�.�o�.���
���5�
detA = −1 det

(

−1 5
0 12

)

= 12.

Å¾Æ �
B
�.�¤�)©ª�/��«��.¥��o©ª���Ç�L�������5�.�¦�3©&�.�����.�À4¡°L��¥���� ; §��¦�.���
���5�¦���/���

detB = −4 det

(

−1 −2
1 2

)

− (−2) det

(

2 1
−1 −2

)

= −4 · 0 + 2 · (−3) = −6.
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§e¥/�.£j�.�¡�­������®,�.��¥/�.� � £�´Óµ���£ � �5���.�Y�.�����.�,�.�

det B = −det





1 −2 2
−1 0 −2

2 4 1



 = −det





1 −2 2
0 −2 0
0 8 −3





= 2 · det





1 −2 2
0 1 0
0 0 −3



 = −6.

�z�2�#���5���Y�¯è
é ��ê[ë)£

R
2
���.�/�.�Y�]�/� Ä �.«¡��µ����.�

a = (2 1)T

� ���
b = (−2 2)T

���.���.�!�.� ; ®,�.�/���5���.�N4¡�/��]�/�3���x���À�.������4¡«¬���3��� � ����£c���­���.�T4¡�/�[���/���Y�����­���o�5�.� � �.�
���¸ìT�5�.�¨í#¢³���.�/�3��«]� � �5�
¥/�.�¸î�­� � �5��ïi«¬¥���� ;é ��ê � �.©&�.�/�­�.�À4¡�/�I£V���Çð¨��¥¸´Ó��Â�µ��Qñ¨µ���£ � ����4¡«
��¥�����°5��µ¬� � «¡�¦�5�.�À4]�����i�5�3�Çòeó¬���L����µ��­��� ;é ��ê[ë)£
R

2
���.�/�.�À� � ����� −x1 + 2x2 = 3

�5�3© ;
x1 + 3x2 = 5

�3©1�.���I�.�­���5�.�
G1

� ���
G2���.���.�!�.� ; � �3������£V£j�.�z4¡�/�"�5�.�j4¬�­�5�5�����#©ª���5«��.¥,�5�.�e�,�.�/�5�.�c���.�­���5�.� ; ���.�!�.�c4¡�/�1©&�.�����.��.�����[�I�.�­���5�

G3

���(±��]�/�
G1

��£ Á ���5«��.¥
π/2

���­�5���.�/�5�.� ;
¹»ºL¼ �¾½���¿
é ��ê[¢³�/�j¢³���.�/�3��«]� � �5�
¥/�.�/�­� � �5�Y�!�3�5� � ���.�[���������L� � ¥��/�­�(±2�����­�i�5�.�i�]�����.«¬��� Á �.�¯« Æ �����.�i�/�����¥/�*�5�.� Á �.� Æ �,�.�*�.�����.�H�����5�.���.�ôò � �5«¡��±&�5�.�c�5�/�­�¤�7� � ´i�5�.� Ä �.���5����� � �5�����������3�­«��¥��/�.�
� ;é ��ê[�Q���¦ñ³µ���£ � ���Q4¡«���¥�����°5��µ¬� � «¬�ª´Óµ���£ � ¥��/�.����±����.��õ
�¦�5�.��4]�����i�5�3�Çòeó¬���L����µ��­����ö

∀x, y ∈ R
n : 〈x, y〉 = 0 ⇒ ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2¢³�/�3���O÷ � ���­�����³´¶µ�¥��
�ª£V���

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉 + 2〈x, y〉 + 〈y, y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2.é ��ê[¢³�/�o�I�.�­���5�.�H�������%±»�5�/�*� � ´O�]�/�oñ¨µ���£V�/�.� � �5��±&���øð³�3�����ùî Å µ���£ú���.���.�!�.� ; §��c¥��������.����/�­�û�������.���.���]´Ã����� Ä �.«¬��µ����.�ü���5���.�!�.�(±Ç�]�/� � � ´V�5�.�ü���.�­���5�.�û���.�5«¬���3���¡�Q�����.���.� ;¢��.� Á ���5«��.¥O�3©ª�/���­���.�ü�]�/�3���.� Ä �.«¬��µ����.�û�/���¯�5�.�Q���.¥��,�À©ª�/�Y�5�.� Á ���5«��.¥O�3©ª�/�­�����.��5�.�æ���.�­���5�.� ; Á �/�i£c���æ� � ���5�.�æ���.�­���5�.�5�
¥/�.�/�­� � �5���.�N���5¥��/�3���������.�¤�
x =

(

−1
2

)

���.�5«¬���3���¡�j� � ´
G1

� ���
y =

(

1
3

) ���.�5«¬���3���¡��� � ´
G2

; Á ���[�,�.���3�­�5���.�ý�������.�x�5�.�
Á ���5«��.¥

ω
�3©ª�/�������.�o�5�.�o���.�­���5�.�Q��¥/�

ω = arccos
〈x, y〉
‖x‖‖y‖ = arccos

5√
50

= arccos

√
2

2
=

π

4
.¢I�V�5�.� Ä �.«¬��µ��

x
���.�5«¬���3���¡�³� � ´

G1

�����.�¡��±�«
���5�¯�]�/�I���.�­���5�
G3

� � £ � �.�/��°5�/�.¥2��¥/�
G3 = {x ∈ R

2 : x = λ

(

−1
2

)

, λ ∈ R}
���.©"þ��5¥��¦©&�.���5�.� ;

6
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�z�2�#���5���Y�7ÿ
§��¨���.�/�.�

v0 =





1
−1

1



 v1 =





−2
1
2



 v2 =





1
0
1



 .

é ��ê � �3������£V£j�.�Y4¡�/�I�]�/�Oð¨�3�­���ùî#ñ¨µ���£c��¥¸´¶µ���£ �5�.�¦§��,�.���
E1 = {λv1 + µv2 : λ, µ ∈ R} �é ��ê � �3������£V£j�.�j4¡�/�»�]�/�&ð¨�3���­�ùî#ñ¨µ���£c��¥¸´¶µ���£>�5�.�¾§e�!�.���

E2 = {v0+λv1+µv2 : λ, µ ∈ R} �é ��ê � �3������£V£j�.�o4¡�/�I�]�/��òç���­��£j�.���.��´Óµ���£ �5�.�Ç§e�!�.���
E3 = {x ∈ R

3 : x1 − x2 + x3 = 5} ;¹»ºL¼ �¾½���¿
é ��ê[²¨£ �.�����.� Ä �.«¬��µ��"� ��� ���5�.�(±]�5�.�¦4¬�.�5«¡���3�­�¤�ª� �

v1

� ���
v2

�����.�¡��±¡¥��
�­�.�*©ª���"�������2�O4
Ax = 0

£V���
A =

(

−2 1 2
1 0 1

)

.

¢³�/�3�¦�.���
���5�¦� � £ � �.�/��°5�/�.¥
x =





−1
−4

1





¢I� ‖x‖ = 3
√

2
�
��¥���±]´¶µ�¥��
�

E1 = {x ∈ R
3 :

1

3
√

2
(−x1 − 4x2 + x3) = 0}

é ��ê[¢I��©ª���O���­��µ��æ�.�����.� Ä �.«¬��µ��I���ù´ � ���5�.�æ�L���,�.�(±(�5�.�[���.�5«¡���3�­�¤�[� � ´
v1

� ���
v2

�����.�¤��±�5�­� � �­���.�Q©ª���ª� � �¦��µ¬���
v0

�.�������.�����.� ; Á ���Ç�.���L��¥����.� −1 + 4 + 1 = 4
±L��¥/��µ

E2 = {x ∈ R
3 :

1

3
√

2
(−x1 − 4x2 + x3) =

4

3
√

2
}

é ��ê Å¾Æ �¨�]�/�[ò¾���­��£j�.���.��´¶µ���£ �5�.�¨§e�!�.���
E3

¥��
���.�Q©ª���¨�������¾�O4
x1 − x2 + x3 = 5

; Á ����.���L��¥����.�
E3 = {





1
1
5



 + λ





1
0

−1



 + µ





0
1
1



 : λ, µ ∈ R}.

	�
 v
��|i}�v[{x~

�
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�z�2�#���5�����Y�
���.�!�.�À4¡�/�x�.�����O¥������������x÷¨�5�5��¥/� � �5�

f : R
3 → R

3
£V���¨�5�.��´Óµ�¥����.���5�.�À�]���.�2§������.�������L��´Ó���.����(ö

��ê
f





1
0
1



 =





0
1
1



 ,
����ê&´ Æ �

G =







λ





1
1
1



 : λ ∈ R







�
��¥��
f(G) = G,

������ê
f
�/���ª�������.«¬����Â ;

� �3������£V£j�.�Y4¡�/�I�]�/�O÷¦�5�5��¥/� � �5����£c�������¸·¯�5�3�
¥ ; �5�.�ª�L��� Æ ��¥��/�����.� � �����/� ;
¹»ºL¼ �¾½���¿ ® � � � �3������£V£ � �5���5�.�I¥������������.� ÷¨�5�5��¥/� � �5�¯���.�,�.�Y©ª���O�]�/� � ��¥/�5�.�O�.�����.� � �����/���� ; Á �.���.����ê � ���7����ê1��µ�¥�¥����.���]�/� Ä �.«¡��µ����.�

b1 =





1
0
1





� ���
b2 =





1
1
1





� � � � �����/�O���.�������.� ; Á ���[©1þ��5¥/�.�
b3 =





0
0
1





��¥/�i�]���������.� � �����/��Â��.«¬��µ�� ; Á �.���.�N����ê � ���
�5�.���%�������������­þ��iÂ�µ��

f
£ � ���

f(b2) = λ0b2

´ Æ �O�.���
λ0 ∈ R

���.¥����.� ; Á ���O©1þ��5¥/�.�
λ0 = 1

;¢I��£V���
f
�������.«¬����Â�©ª�����%±!£ � ���O����� � ��¥/�Y�5�.� � �����/�

b1, b2, b3

�.�!�.�]´¶��¥�¥/�I�.����� � �����/�I�5�3�
R

3���.��� ; ¢��������.��õ
��±�©ª����£ Æ �����.�
f(b3)

��µI©1þ��5¥/�.�(±¡�������
f(b1), f(b2), f(b3)

¥���������� � �L���5�Lþ��5�
���
������� ; Á ���ª©"þ��5¥/�.�Q�.�#©"�

f(b3) =





0
0
1





;
¢I��£V�����/���&�]�/�ª÷¦�5�5��¥/� � �5����£c�������¸·jÂ�µ��

f
�5�3�
¥ ; �5�.� � ���­�.�

B = {b1, b2, b3}
��£@²¨���5��¥/�¬î � ����5�.�Ç�L��� Æ ��¥��/�­���.� � �����/�Ç��£ � ��¥/�]�!�.���.�/���Q���.���.�,�.�Q� � �����

Af,EB =





0 1 0
1 1 0
1 1 1



 .

� � ¥�����°5¥���«������/µ��Q£V���¦�5�.�¦ë)�¤Â��.�����.��Â�µ��




1 1 0
0 1 0
1 1 1





¥��/�ù´¶�.���
Af,EE =





0 1 0
1 1 0
1 1 1



 ·





1 −1 0
0 1 0

−1 0 1



 =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 .

�z�2�#���5�����Qè

�



È�ÉeÊ"Ë]Ì�Í]Î ÏYÐ¬ÑÓÒ!Ô�ÕzÐ¬ÑÓÖ�×7Ø�Ø�Ù�Ú�ÛÇÜ"Ø�ÝLÏYÐ�ÞoÖÓÝ�ÞoØ�ß/Ü"ØÃà3ÝLá¨Í]Î,â¨Ô3ãcÌ�Í!äæåçØ
é ��ê Á �.¥/�­���i�5�.�ª´¶µ�¥����.���5�.�Q�À�����������.���������7µ�������µ���µ��L��¥�� é §e�����[�o�������¸·

A
�/���¦µ�������µ���µ��L��¥Ã±´Ã��¥�¥/�

AT = A−1
�
��¥�� ; ê

(

1 1
1 −1

)





0 0 1
1 0 0
0 1 0





(

1 0 0
0 1 0

)

1√
2

(

1 1
1 −1

)

é ��ê����.�!�.�o4¡�/�O�.�����I�À�������¸·
A ∈ R

n×n
£V��� |det(A)| = 1

���(±5�]�/�O�5�/���¤�³µ�������µ���µ��L��¥��/��� ;é ��ê����.���.�!�.�À���.�2�]�/�[§e�,�.���
E
±��]�/�[�]�/�[ò � �5«¡���

(1, 0, 0)T
±
(2, 1, 1)T

� ���
(1, 1, 0)T

�.�¤��î�Lþ�¥�� ; �I�.�,�.�o4¡�/�I�]�/�ið¨�3���­�ùî#ñ¨µ���£c��¥¸´¶µ���£ Â�µ��
E
��� ;é �Lê[§��1���.�

B = {b1, b2, b3}
�.����� � �����/�»�5�3�

R
3

� ���
ϕ : R

3 → R
3
�.�����¦¥������������¨÷¨�5�5��¥/� � �5�£V���

ϕ(b1) = b1

±
ϕ(b2) = b2

� ���
ϕ(b3) = 0

; Á �.�����.�[���.�
A
�]�/�j÷¨�5�5��¥/� � �5����£c�������¸·Â�µ��

ϕ
�5�3�
¥ ;

B
; � �3������£V£j�.�o4¡�/���¨���5�

A

� ���
ker(A)

;
¹»ºL¼ �¾½���¿
é ��ê[¢³�/�À�.�������o�o�������¸· �/���c�5�/���¡�¯µ�������µ���µ��L��¥Ã±ª��� �3©"���7�]�/�À4¡°L��¥����.�¡Â��.«¡��µ����.�û�­�.�5«¡���3�­�¤�� � ´¶�.���L�����5�.�¨�����.���.�(±L�]�/�3���i���!�.�ª�5�/���¤�¨��µ���£V�/�.���¨������� ; é �2þ��5���O�/�������.©&�.��¥/� √

2
; ê¢³�/�"�3©&�.�����¦�o�������¸·x�/���eµ�������µ���µ��L��¥Ã±������]�/�¦4¡°L��¥����.�V���.�­���5�Ç� � ���5�.�V§e���5���.������Â��.«¬��µ����.��!�3�����.���.� ;¢³�/�O�]���������O�À�������¸·��/���ª�5�/���¡�¨µ�������µ���µ��L��¥Ã±,���/���/���ª��µ¬���¯�5�/�­�¤�¨�.���5£c��¥�� � ���]�­�����/���­� ;¢³�/�[Â¡�/�.�����[�o�������¸·¯�/���³µ�������µ���µ��L��¥Ã±!���V��£ Ä �.���
¥/�.�/���À� � �¨�.�������.�À�À�������¸·��]�/�x4¡°L��¥����.��]�/�3��£c��¥���µ���£V�/�.���¨������� ;é ��ê�® � £ � �.�/��°5�/�.¥��L���¦�]�/�O�À�������¸·

A =











1 1 0 . . .
0 1 0 . . .;;; ; ; ; ; ; ; ;;;
0 0 . . . 1











¢��.���.��£V���L���¤���
1
�/���¦���!�.�ª©&�.���.�o�5�.�¦�.�������.�7�!�.�/�5�.�o4¡°L��¥����.���5�/�­�¤�¨µ�������µ���µ��L��¥ ;é ��ê[¢³�/�O§e�!�.���

E
©ª�����¯Â�µ����5�.� Ä �.«¬��µ����.�

u =





1
1
1





� ���
v =





0
1
0





��¥/���Ç�/���¡� � �5����Â��.«¬��µ����.�o� � ´Ó���3��°L���5�¤� � ���7�L���
v0 =





0
1
0





��¥/�³4¡� Æ ���3Â��.«¡��µ�� ;
Á �/��£c���Y¥/�.�/���¡�i�.��«��.�5���.� «
���5�À�����.�¤�

w =





1
0
−1





���.�5«¬���3���¡�[� � ´
u

� ���
v
; �Q���

〈w, v0〉 = 1
�.���
���5�¨���/�­�¯�]�/�Oð¨ñ Å � �

E = {x ∈ R
3 : x1 − x3 = 1}.

�



È�ÉeÊ"Ë]Ì�Í]Î ÏYÐ¬ÑÓÒ!Ô�ÕzÐ¬ÑÓÖ�×7Ø�Ø�Ù�Ú�ÛÇÜ"Ø�ÝLÏYÐ�ÞoÖÓÝ�ÞoØ�ß/Ü"ØÃà3ÝLá¨Í]Î,â¨Ô3ãcÌ�Í!äæåçØ
é �Lê[¢³�/�O÷¨�5�5��¥/� � �5����£c�������¸·¯�/���ª���.���.�!�.��� � �����

Aϕ =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

¢I��£V�����/���¯�5�.���¨���5� �
¥/�.�/�­�
2
; ¢I���7���.��õ
�À���,�.�Q� � �­�(±¦���������5�.�� I�.���mÂ�µ��

A 1
î�]��£j�.�����/µ��L��¥2�/��� ; ¢I�

b3 ∈ ker(A)
�
��¥���±]´¶µ�¥��
�

ker(A) = Lin{b3}
;
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