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5. Ubungsblatt zur
Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI),
AngGeo und VI

Gruppeniibung

Aufgabe G1

(a) Betrachten Sie die Vektoren

we (1) = (3) = 2) e (1) ()

im R? bzw. R3.
i. Zeigen Sie, dass v, ve bzw. wy, ws, w3 eine Basis des R2 bzw. des R? ist.
ii. Durch ¢(v1) = w1 und ¢(v2) = wy wird eine lineare Abbildung ¢ : R? — R3
definiert. Berechnen Sie ¢ ( i >
iii. Geben Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen vy, vy des R?

und wi, ws, ws des R? an.
iv. Geben Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der natiirlichen Basen an.

(b) Es sei V ein Vektorraum, a € V und A € R. Welche der folgenden Abbildungen
w;: V-V, i=1,...,4 sind linear?

p1(v) =v+a w2(v) = v w3(v) =a p4(v) =v+v

Bestimmen Sie gegebenenfalls fiir den Fall V' = R" die Abbildungsmatrizen be-
ziiglich der natiirlichen Basis des R".

Loésung:
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ii.

iii.
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Die Vektoren v; und vy sind offensichtlich linear unabhéngig, da v; = Ave
fiir kein A € R gelten kann. Fiir wy, ws, w3 bestimmen wir den Rang der
Matrix, die diese Vektoren als Spalten enthédlt. Wir berechnen durch Spalte-
numformungen

1 0 -1 1 00 1 0 O
21 0 | ~ 21 2 |~ 2 1 0
-1 2 1 -1 2 0 -1 2 -4

Da der Rang dieser Matrix gleich 3 ist, folgt die lineare Unabhéngigkeit.
4
Da ( i ) = v1 + 3v9 gilt, folgt wegen der Linearitédt von ¢, dass ¢ ( - > =
o(v1 + 3v2) = @(v1) + ©(3va) = p(v1) + 3p(ve) = w1 + 3w gilt. Also
(1)-(3
el o )=107°
5
Die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der Basis {v1,v2} des R? und der
Basis {wy, wo, w3} des R? ist gegeben durch

1 0
0 1
0 0

Fiir die natiirliche Basis {e1,e2} gilt e = 2v1 — v9 und es = vy — v1. Daher
folgt wegen der Linearitét von ¢, dass

1 0 2
pler) =2p(v1) —p(vg) =2w —wy =2 | 2 -1 1 |= 3
—1 2 -4
und
-1
pleg) =wy —wp = | —1
3

Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der natiirlichen
Basis in R? bzw. R? zu

2 -1
o(r) = 3 -1 | =, r € R?
-4 3

1 ist linear genau dann, wenn a = 0 gilt. Ist a = 0 so ist ¢ die Identitét
in V also linear. Die Abbildungsmatrix ist in diesem Fall daher F,,.

Ist a # 0 so ist 1 wegen p1(0) = a # 2a = p1(0 4+ 0) = ¢1(0) + ¢1(0) nicht
linear.
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® (oo ist linear, denn fiir v,w € V und s,t € R gilt
w2(sv 4+ tw) = A(sv + tw) = Asv + Mw = sA\v + tAw = spa(v) + tpa(w).

Im Fall V' = R" sei {ey, ..., e, } die natiirliche Basis in R”. Dann gilt pa(e;) =
Ae; also ist die Abbildungsmatrix von o gegeben durch AFE,.

e (o3 ist linear genau dann, wenn a = 0 gilt. In diesem Fall ist p3(v) = 0
fiir alle v € V, also auch 0 = ¢3(sv + tw) = sp3(v) + te3(w) = 0. Die
Abbildungsmatrix in R” ist daher auch gegeben durch die Nullmatrix.

Ist a # 0 so ist ¢3 auch nicht linear, denn ¢3(0) = a # 0.

e (4 ist linear, da ¢4(v) = 2v, das heift dies ist ein Spezialfall von ¢o (A = 2).

Aufgabe G2

Es sei eine Ebene E im R? durch die Gleichung 2z — x5 + 3 = 0 gegeben. Wir wollen
die Spiegelung an dieser Ebene betrachten. Das ist eine lineare Abbildung, die wir mit
f bezeichnen.

(a) Zeigen Sie, dass F ein Unterraum des R? ist und geben Sie eine Basis v1, vy von
E an.

(b) Was ist f(v1) und f(ve)?

(c) Geben Sie einen Vektor vs ¢ E an, fiir den f(v3) leicht zu bestimmen ist.

(d) Warum sind die gewihlten Vektoren vy, vs,v3 nun eine Basis des R3? Geben Sie
die Abbildungsmatrix von f beziiglich dieser Basis an.

(e) Geben Sie die Abbildungsmatrix von f beziiglich der natiirlichen Basis des R3
an.

Losung:

(a) Losen des LGS 221 — 29 + 23 = 0 liefert

~1 1 ~1 1
E={| o |+upl 2 | . Apery=Lin([ o], 2]
2 0 2 0

-1 1
v = 0 , Vg 1= 2
2 0

(b) Es gilt f(v1) = v1 und f(vy) = vy, da diese Vektoren in der Spiegelungsebene
liegen.
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()

Ist v senkrecht zu F, so gilt f(v3) = —vs. (Das heifst gerade Spiegelung an der
Ebene E!)
2
Esgilt (2 —11)v; =0= (2 — 1 1)vy. Wir wéhlen daher v3 = | —1 | und es
1
gilt f(’l)g) = —03.
Ist v ¢ E so gilt fiir alle A, p € R, dass A\v; + pvy # v, also sind vy, vy, v linear
unabhiingig. Da vs ¢ E ist {v1, v, v3} eine Basis des R3.
Da f(v1) = v1, f(ve2) = vo und f(v3) = —vs folgt, dass die Abbildungsmatrix
von f bzgl. der Basis V' = {v1, vy, v3} durch

10 0
Agv=(01 o0
00 —1

gegeben ist.
Nach Bemerkung 3 in Kap. 5 der Vorlesung ist die Darstellung bzgl. der natiir-
lichen Basis F von Koordinatenvektoren in R3, die bzgl. der Basis V gegeben
sind, durch

-1 1 2
Tpy = 0 2 -1
20 1

bestimmt.
Die Inverse dieser Matrix ist gegeben durch

L2 15
T,;&,:TVE:E 2 5 1
4 -2 2

Die Abbildungsmatrix bzgl. der natiirlichen Basis ergibt sich nun aus

-1 2 =2
_ 1
App=TevArvTve = TpvArvThy = 3 2 2 1
-2 1 2
Hausiibung
Aufgabe H1
(a) Die lineare Abbildung ¢ : R? — R? sei durch
1 2 1

ol -1 :(_;>, ol O :(_f>und<p 2 :<_(1)>
1 2 -1

gegeben. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der natiirlichen
Basen.
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(b) Sei ¢ : R? — R? die Drehung der Ebene um 7/2 mit anschliefender Spiegelung
an der Gerade G = {( 2 > cER?:z= Qy}. Geben Sie die Abbildungsmatrix
von ¢ beziiglich der natiirlichen Basis des R? an.

Loésung:

(a) Die Abbildungsmatrix von ¢ bzgl. der Basis V = {v1,v2,v3} in R® und der
natiirlichen Basis in R? ist gegeben durch

-1 2 0
A%EV_< 2 -1 -1 )
Die Matrix, die Koordinatenvektoren bzgl. V' in Koordinatenvektoren bzgl. der
natiirlichen Basis in R? iiberfiihrt, ist gegeben durch (Siehe Kapitel 5, Bemerkung

3)
1 2 1
Tey = -1 0 2
1 2 -1
Die Inverse dieser Matrix ist
4 —4 -4
1 1
Tvg =Tgy, = 1 -1 2 3
2 0 -2

Damit ist die Abbildungsmatrix von ¢ bzgl. der natiirlichen Basis gegeben durch

1/-6 8 10
A“”E:A%EVTVE:Z( 7 —10 -9 >

(b) Nach Kap. 5, Beispiel 7 der Vorlesung ist die Abbildungsmatrix der Spiegelung
an der Geraden G gegeben durch

1/3 4
54 -3 )°

Nach Kap. 1, Bemerkung 21 der Vorlesung ist die Drehung mit Winkel 7 gegeben

durch
cos % —sin % (0 -1
sin § cos 5 L1 0/

Damit ist insgesamt die Abbildungsmatrix von ¢ bzgl. der natiirlichen Basis

gegeben durch
173 4 0 -1\ _1 4 -3
5\4 -3 1 0) 5\ -3 —4)°
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Aufgabe H2
Es sei eine Gerade G im R? gegeben durch G = Lin((l 2 l)T), und es sei f die
Drehung um die Achse G mit Winkel 7. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von f
beziiglich der natiirlichen Basis.
Hinweis: Wie bei Aufgabe G2 ist es hilfreich, erst eine dem Problem angepasste
Basis zu wihlen. Man iiberlege sich was f mit Vektoren aus der Ebene, die durch den
Ursprung geht und senkrecht zu G ist, anstellt.

Bestimmen Sie nun noch die Inverse dieser Matrix.
Hinweis: Man kommt dabei ohne Rechnung aus.

Lésung: Sei v; = (1 2 1)T. Da f eine Drehung um die Gerade G beschreibt gilt
f(v1) = v1. Wir bestimmen nun linear unabhéngige Vektoren vs, v, die senkrecht auf
G stehen. Wir 16sen dazu das LGS z1 + 222 + z3 = 0. Dies ergibt etwa die Vektoren

-1 -2
Vg = 0 und vy = 1
1 0

Da f die Drehung um G mit Winkel 7 ist gilt f(v2) = —ve und f(v3) = —v3. Damit
ist die Abbildungsmatrix von f bzgl. der Basis V' = {v1, v, v3} gegeben durch

1 0 0
Ary=[ 0 -1 0
0 0 -1
Wie bei Aufgabe G2 bestimmt man
1 -1 -2 1 L2 1
Tev=|2 0 1 und T,;&,:TVE:6 -1 -2 5
1 1 0 -2 2 =2

22 1
App=TevArvThy = 3 2 1 2
1 2 -2

Da die zweifache Anwendung von f eine Drehung mit Winkel 27 ist gilt f? = Id. Das
heifit, dass die Inverse Abbildung zu f wieder f ist also f~! = f gilt. Damit ist die
Inverse der Matrix Ay gegeben durch

22 1
A;lE:AﬂEzg 2 1 2
1 2 -2



