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8
96
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8
8
9
>@?BA CEDBFHGJIKCBLNMPOQO RSDHT

U MVOXWHY[Z MVO]\;^ _]_ `2aHT b _dc U MVe \fcge _7hfb _jikc
l FHGnm Ypo DBFrq s _

tvu,w]xyx{zf|�}j~�wy|]�
�{�2�#���5���[�p�

�����]�"�.�������������.� 4�� �j� � �K���.���������.�

v1 =

(

1
1

)

, v2 =

(

1
2

)

, w1 =





1
2

−1



 , w2 =





0
1
2



 , w3 =





−1
0
1





� �
R

2 ¡5¢3£ :
R

3
:

�¤:�¥ � � ¦ �.� 4�� �
§¨�¨��©�©
v1, v2

¡5¢3£ : w1, w2, w3

� � �¨�Q�ª��© � ©«�5�3©
R

2 ¡5¢3£ : �5�3©
R

3
� ©�� :� �¤:­¬¯® �����

ϕ(v1) = w1

® �¨�
ϕ(v2) = w2

£ � ���{� � �¨�±° � �¨��������² ¡5¡ � °/� ® � ¦ ϕ : R
2 → R

3�5�´³¨� � �.��� : �1�.���3���5�¨�.� 4�� �
ϕ

(

4
7

) :
� � �¤:�µ � ¡ �.� 4�� ��� � �{² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶¹¸ ��� ϕ ¡ � ¢3º ¦ ° � ���»�5�.���ª��©��.� v1, v2

�5�3©
R

2® �¨�
w1, w2, w3

�5�3©
R

3
��� :� ¸,:�µ � ¡ �.� 4�� �K� � �K² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶7¸ ��� ϕ ¡ � ¢3º ¦ ° � ���¼�5�.�ª�N��� º ��° � ���¨�.�¼�ª��©��.�¼��� :� ¡ �]½�©¯©�� � V

� � �S���.����������� ®5� §
a ∈ V

® �¨�
λ ∈ R

:¨¾ �.°/���¨�]�5�.�ª¿���° ¦ �.�¨�5�.�À² ¡5¡ � °/� ® � ¦ �.�
ϕi : V → V

§
i = 1, . . . , 4

© � �¨��° � �¨������Á
ϕ1(v) = v + a ϕ2(v) = λv ϕ3(v) = a ϕ4(v) = v + v�"�3©�� � �X� �.� 4�� � ¦ � ¦ � ¡ �.�¨�.�;¿¤��° °/©Â¿ º �±�5�.�pÃN��° ° V = R

n
� � �j² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� � ¢ �.� ¡ �´Ä¢3º ¦ ° � ���S�5�.�«�N��� º ��° � ���¨�.�p�ª��© � ©ª�5�3©

R
n
:

ÅÇÆNÈ �ÊÉ���Ë
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����� �¤:­¬¯� �X���.�Ö�������.�

v1

® �¨�
v2

© � �¨�[��ì%�.�¨© � ������° � ���¹° � �¨����� ® �N� ¡ �Ní�� ¦
� ¦ §��¨� v1 = λv2¿ º �X��� � � λ ∈ R
¦ �.° ���.�î�����5� : Ã º � w1, w2, w3

¡ �3©�� � �X� �.� £ � �k�5�.�ðï±��� ¦ �5�.�ñ ����� �·¶ §Ö� � �¯� � �3©��«���.�Ö�������.�ò��°/© 4�ó ��° ���.���.�ô���Ní�° � :Ö¾J� � ¡ �.���3���5�¨�.�7� ® ����� 4�ó ��° ���´Ä� ®5� ¿Ø��� �]® � ¦ �.�




1 0 −1
2 1 0

−1 2 1





 





1 0 0
2 1 2

−1 2 0





 





1 0 0
2 1 0

−1 2 −4





¬ �X�5�.�Âï¯��� ¦ � � �3©��.� ñ ����� �·¶�¦ °/� � ���
3
� ©���§Ö¿���° ¦ �Â� � ��° � �¨�������jõ±�N� ¡ �Ní�� ¦
� ¦ ��� � � :� �¤:­¬ � (

4
7

)

= v1 +3v2

¦
� ° ��§
¿���° ¦ � £ � ¦ �.�*�5�.�&ö � �¨����� � ��í�� ¸ ��� ϕ
§ô�¨��©�©

ϕ

(

4
7

)

=

ϕ(v1 + 3v2) = ϕ(v1) + ϕ(3v2) = ϕ(v1) + 3ϕ(v2) = w1 + 3w2

¦
� ° � : ²Â°/©��

ϕ

(

4
7

)

=





1
5
5



 .

� � �¤:­¬¯� �7² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶»¸ ��� ϕ ¡ � ¢3º ¦ ° � ���î�5�.�k�ª��© � © {v1, v2}
�5�3©

R
2
® �¨�»�5�.��ª��© � ©

{w1, w2, w3}
�5�3©

R
3
� ©�� ¦ � ¦ � ¡ �.�¼� ® �����





1 0
0 1
0 0



 .

� ¸,: Ã º �Â� � �K�N��� º ��° � ���¨�]�ª��© � © {e1, e2}
¦
� ° �

e1 = 2v1 − v2

® �¨�
e2 = v2 − v1

:¨¬ ���¨�.�¿���° ¦ � £ � ¦ �.�p�5�.�«ö � �¨����� � ��í�� ¸ ��� ϕ
§¨�¨��©�©

ϕ(e1) = 2ϕ(v1) − ϕ(v2) = 2w1 − w2 = 2





1
2
−1



 −





0
1
2



 =





2
3
−4





® �¨�
ϕ(e2) = w2 − w1 =





−1
−1
3



 .

¬ � �X� �ò�.� ¦
� ¡ �7© � ���÷� � �À² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶J¸ ��� ϕ ¡ � ¢3º ¦ ° � ���n�5�.���N��� º ��° � ���¨�.��ª��© � © � �
R

2 ¡5¢3£ :
R

3 ¢ ®
ϕ(x) =





2 −1
3 −1

−4 3



x, x ∈ R
2.

� ¡ � • ϕ1

� ©��¯° � �¨����� ¦ �.�N� ® �¨���5�(§ £ �.�5� a = 0
¦
� ° � :!ø ©��

a = 0
©�� � ©��

ϕ1

� � � ø �5�.�ô� � ��í��� �
V
��°/©��X° � �¨����� :¨¬¯� �K² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ò� ©�� � �¼� � �3©�� � ÃN��° °2�¨���¨�.�

En

:ø ©��
a 6= 0

©�� � ©��
ϕ1

£ � ¦ �.� ϕ1(0) = a 6= 2a = ϕ1(0 + 0) = ϕ1(0) + ϕ1(0)
� � �����° � �¨����� :

6
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• ϕ2

� ©��ª° � �¨������§N�5�.�5�7¿ º � v, w ∈ V
® �¨�

s, t ∈ R
¦
� ° �

ϕ2(sv + tw) = λ(sv + tw) = λsv + λtw = sλv + tλw = sϕ2(v) + tϕ2(w).ø)� ÃN��° °
V = R

n
©�� �

{e1, . . . , en}
� � �f�N��� º ��° � ���¨�&�ª��© � © � �

R
n
:�¬ ���5� ¦
� ° �

ϕ2(ei) =
λei

��°/©�� � ©��±� � �K² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ò¸ ��� ϕ2

¦ � ¦ � ¡ �.�¼� ® ����� λEn

:
• ϕ3

� ©��k° � �¨����� ¦ �.�N� ® �¨���5�(§ £ �.�5� a = 0
¦
� ° � :Çø �î� � �3©�� � ÃN��° ° � ©��

ϕ3(v) = 0¿ º �{��° °/� v ∈ V
§Ç��°/©��ë� ® ���

0 = ϕ3(sv + tw) = sϕ3(v) + tϕ3(w) = 0
:�¬¯� �² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ò� �

R
n
� ©��Â�¨���¨�.�±� ® ��� ¦ � ¦ � ¡ �.�S� ® �����S� � �Kù ® ° ° � ����� �·¶%:ø ©��

a 6= 0
©�� � ©��

ϕ3

� ® ���¼� � �����Â° � �¨������§¨�5�.�5�
ϕ3(0) = a 6= 0

:
• ϕ4

� ©��Ç° � �¨������§ô�¨�
ϕ4(v) = 2v

§��¨��©Ç�¨� � ú �1� � �3© � ©��&� � � 4�ó � ¢ � ��°·¿¤��° ° ¸ ��� ϕ2

�
λ = 2

� :
�{�2�#���5���[�òû
½�©&©�� � � � �¨�«½ ¡ �.�¨� E

� �
R

3
� ® �����{� � � µ °/� � ��� ® � ¦

2x1−x2 +x3 = 0
¦ � ¦ � ¡ �.� :ô¾ü� � £ ��° °/�.�� � � 4�ó5� � ¦ �.° ® � ¦ ���d� � �3©��.�Ç½ ¡ �.�¨� ¡ �.�������������.� :ô¬ ��© � ©��&� � �¨�"° � �¨�������Â² ¡5¡ � °/� ® � ¦ §�� � � £ � � �X� �

f ¡ � ¢ � � ���5�¨�.� :
����� ¥ � � ¦ �.� 4�� �
§5�¨��©�©

E
� � �òõÂ�����.����� ®5� �5�3©

R
3
� ©�� ® �¨� ¦ � ¡ �.� 4�� �K� � �¨�K�ª��© � © v1, v2

¸ ���
E
��� :� ¡ � ¾ ��© � ©�� f(v1)

® �¨�
f(v2)

Á
�Ø��� µ � ¡ �.� 4�� �Q� � �¨�.�¼���.������� v3 6∈ E

���(§5¿ º �«�5�.� f(v3)
°/� � ���ô� ¢ ® ¡ �3©�� � �X� �.� � ©�� :�Ø�N� ¾ ��� ®5� © � �¨�7� � � ¦ � £ í��5° ���.�¼���.�Ö�������.� v1, v2, v3

� ® �¼� � �¨�K�ª��© � ©ª�5�3©
R

3
Á µ � ¡ �.� 4�� �� � �Q² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ò¸ ��� f ¡ � ¢3º ¦ ° � ���S� � �3©��.�«�"��© � ©Â��� :�Ø��� µ � ¡ �.� 4�� �k� � �d² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶[¸ ��� f ¡ � ¢3º ¦ ° � ���P�5�.�K�N��� º ��° � ���¨�.�¹�"��© � ©Q�5�3©

R
3��� :

ÅÇÆNÈ �ÊÉ���Ë
�����]ö(ý
©��.�¼�5�3©Âö µj4

2x1 − x2 + x3 = 0
° � �´¿��.���

E = {λ





−1
0
2



 + µ





1
2
0



 , λ, µ ∈ R} = Lin(





−1
0
2



 ,





1
2
0



).

¬ � �X� � � ©��
E
��ì!�.�¨© � ���ô��° � ���p� � �SõÂ�����.����� ®5�ò: ½ � �¨�Q�ª��© � © � ©�� ¢ : � :







v1 :=





−1
0
2



 , v2 :=





1
2
0











.

� ¡ �]½�© ¦
� ° � f(v1) = v1

® �¨�
f(v2) = v2

§��¨�ò� � �3©��X���.�Ö�������.� � �P�5�.� 4�ó5� � ¦ �.° ® � ¦ ©�� ¡ �.�¨�° � � ¦ �.� :

þ
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�Ø��� ø ©��

v3

©��.�5�Ö���3����� ¢ ® E
§¨©�� ¦
� ° �

f(v3) = −v3

: � ¬ ��©Â�¨� � ú � ¦ �.�����5� 4�ó5� � ¦ �.° ® � ¦ ���S�5�.�½ ¡ �.�¨� E ÿ �
½�© ¦
� ° �

(2 − 1 1)v1 = 0 = (2 − 1 1)v2

:5¾ü� � £ í��5°/�.�À�¨���¨�.� v3 =





2
−1

1





® �¨�¼�3©
¦
� ° �

f(v3) = −v3

:�Ø�N� ø ©��
v 6∈ E

©�� ¦
� ° �¯¿ º �K��° °/� λ, µ ∈ R
§��¨��©�©

λv1 + µv2 6= v
§!��°/©��*© � �¨�

v1, v2, v
° � �¨�����® �N� ¡ �Ní�� ¦
� ¦¨:,¬ � v3 6∈ E

� ©��
{v1, v2, v3}

� � �¨�K�"��© � ©«�5�3©
R

3
:¬ �

f(v1) = v1

§
f(v2) = v2

® �¨�
f(v3) = −v3

¿Ø��° ¦ ��§2�¨��©�©j� � �{² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶¸ ���
f ¡5¢ ¦ ° : �5�.�«�ª��© � © V = {v1, v2, v3}

� ® �����
Af,V =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 .

¦ � ¦ � ¡ �.� � ©�� :�Ø���]ù������À�"� � �.��� ® � ¦ þ � ���Q� ó(:�= �5�.�±������°/�3© ® � ¦*� ©��±� � � ¬ ����©����.° ° ® � ¦ ¡5¢ ¦ ° : �5�.�Â�N��� º ��Ä° � ���¨�.�ð�"��© � ©
E
¸ �����Â�Ö����� � �N�����.� ¸ �.�Ö�������.� � �

R
3
§Ê� � � ¡5¢ ¦ ° : �5�.���"��© � © V

¦ � ¦ � ¡ �.�© � �¨�%§N� ® �����
TEV =





−1 1 2
0 2 −1
2 0 1





¡ �3©�� � �X� � :¬¯� � ø � ¸ �.��©��j� � �3©��.� ñ ����� �·¶7� ©�� ¦ � ¦ � ¡ �.�¼� ® �����
T−1

EV = TV E =
1

12





−2 1 5
2 5 1
4 −2 2



 .

¬¯� �Q² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ ¡5¢ ¦ ° : �5�.�ª�N��� º ��° � ���¨�.�p�ª��© � ©«�.� ¦
� ¡ �±© � ���ò� ® �S� ® ©
Af,E = TEV Af,V TV E = TEV Af,V T−1

EV =
1

3





−1 2 −2
2 2 1

−2 1 2



 .

��� w���}j~�w]|y�
�{�2�#���5���	�[�

����� ¬¯� �K° � �¨�������Q² ¡5¡ � °/� ® � ¦ ϕ : R
3 → R

2
©�� � � ® �����

ϕ





1
−1

1



 =

(

−1
2

)

, ϕ





2
0
2



 =

(

2
−1

) ® �¨�
ϕ





1
2

−1



 =

(

0
−1

)

¦ � ¦ � ¡ �.� : �1�3©�� � �X� �.� 4�� �y� � �y² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶p¸ ��� ϕ ¡ � ¢3º ¦ ° � ���[�5�.�±�N��� º ��° � ���¨�.��ª��©��.� :
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� ¡ � 4 � � ϕ : R

2 → R
2
� � � ¬ ���.� ® � ¦ �5�.�¯½ ¡ �.�¨� ®5� π/2

�X� �¯���¨©����5° � � ú �.�¨�5�.� 4�ó5� � ¦ �.° ® � ¦
���P�5�.� µ �.�����5�

G =

{(

x
y

)

∈ R
2 : x = 2y

} :Êµ � ¡ �.� 4�� �k� � �{² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶¸ ���
ϕ ¡ � ¢3º ¦ ° � ���p�5�.�ª�N��� º ��° � ���¨�.�À�"��© � ©«�5�3©

R
2
��� :

ÅÇÆNÈ �ÊÉ���Ë
����� ¬¯� �À² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ü¸ ��� ϕ ¡5¢ ¦ ° : �5�.���"��© � © V = {v1, v2, v3}

� �
R

3
® �¨� �5�.��N��� º ��° � ���¨�.�p�ª��© � © � �

R
2
� ©�� ¦ � ¦ � ¡ �.�S� ® �����
Aϕ,EV =

(

−1 2 0
2 −1 −1

)

.

¬¯� � ñ ����� �·¶ §!� � ���Â�Ö����� � �N�����.� ¸ �.�Ö�������.� ¡5¢ ¦ ° : V � ���Â�Ö����� � �N�����.� ¸ �.�Ö�������.� ¡5¢ ¦ ° : �5�.��N��� º ��° � ���¨�.�k�"��© � © � �
R

3 º5¡ �.��¿ º �5����§ � ©�� ¦ � ¦ � ¡ �.�]� ® �����ò� 4�� �.�¨�
�Q� ó5� ���.° = §��1� � �.��� ® � ¦þ �
TEV =





1 2 1
−1 0 2

1 2 −1



 .

¬¯� � ø � ¸ �.��©��j� � �3©��.� ñ ����� �·¶7� ©��
TV E = T−1

EV =
1

4





4 −4 −4
−1 2 3

2 0 −2



 .

¬ � �X� � � ©���� � �«² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶d¸ ��� ϕ ¡5¢ ¦ ° : �5�.���N��� º ��° � ���¨�.�*�ª��© � © ¦ � ¦ � ¡ �.�d� ® �����
Aϕ,E = Aϕ,EV TV E =

1

4

(

−6 8 10
7 −10 −9

)

.

� ¡ �]ù��������Q� ó(:!= §��"� � © ó5� �.°��k�5�.�¯������°/�3© ® � ¦*� ©���� � �]² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ �5�.� 4�ó5� � ¦ �.° ® � ¦���¼�5�.� µ �.�����5�.�
G
¦ � ¦ � ¡ �.�¼� ® �����

1

5

(

3 4
4 −3

)

.

ù��������Q� ó(:�� §��1� � �.��� ® � ¦Q6�� �5�.�Ê������°/�3© ® � ¦¯� ©��Ê� � � ¬ ���.� ® � ¦K�X� � ¾J� �5���.° π
2

¦ � ¦ � ¡ �.�� ® �����
(

cos π
2

− sin π
2

sin π
2

cos π
2

)

=

(

0 −1
1 0

)

.

¬ � �X� � � ©�� � �¨© ¦ �3©�� � ��� � �À² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ ¸ ���
ϕ ¡5¢ ¦ ° : �5�.�*�N��� º ��° � ���¨�.�@�ª��© � ©¦ � ¦ � ¡ �.�S� ® �����

1

5

(

3 4
4 −3

)(

0 −1
1 0

)

=
1

5

(

4 −3
−3 −4

)

.

=
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�{�2�#���5���	�Sû
½�©X©�� � � � �¨� µ �.�����5�

G
� �

R
3
¦ � ¦ � ¡ �.�¹� ® ����� G = Lin

(

(1 2 1)T
) § ® �¨�¹�3©�©�� �

f
� � �¬ ���.� ® � ¦*®5� � � �]²ª���¨©��

G
�X� � ¾J� �5���.°

π
: �"�3©�� � �X� �.� 4�� �Q� � �Q² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶¼¸ ��� f¡ � ¢3º ¦ ° � ���p�5�.�«�N��� º ��° � ���¨�.�À�ª��© � © :

���ØÉ��y��� È�� ¾ü� � ¡ � � ² ® ¿ ¦ � ¡ � µK6ë� ©��*�3©*� � °·¿Ø��� � ���(§ª�.��©���� � �¨�À�5� ��� ��� ¡ °/� � ��� ¦ � ó ��©�©�����ª��© � © ¢ ® £ í��5°/�.� : ñ ��� º5¡ �.��°/� ¦ �¯© � ��� £ ��© f
�X� �&���.�Ö�������.��� ® ©"�5�.�"½ ¡ �.�¨�
§�� � �¯� ® �����7�5�.�õ±��© ó � ® � ¦k¦ �.��� ® �¨�7©��.�5�Ö���3����� ¢ ® G

� ©���§����¨©����.° ° � :
�"�3©�� � �X� �.� 4�� ��� ® �¼�¨�Ö���S� � � ø � ¸ �.��©��Q� � �3©��.� ñ ����� �·¶%:
���ØÉ��y��� È��¨ñ ���7��� �X� �¯�¨� ¡ � � ���5�¨�jïÂ�3���5� ® � ¦ � ® © :ÅÇÆNÈ �ÊÉ���Ë 4 � �

v1 = (1 2 1)T
:­¬ �

f
� � �¨� ¬ ���.� ® � ¦[®5� � � � µ �.�����5�

G ¡ �3©����5��� � ¡ � ¦
� ° �
f(v1) = v1

:�¾J� � ¡ �3©�� � �X� �.��� ® �*° � �¨����� ® �N� ¡ �Ní�� ¦
� ¦ �����.���������.� v2, v3

§Ö� � �±©��.�5�����3���ô�ª� ® ¿
G
©����.�¨�.� :5¾ü� �ª°/ý
©��.�¼�¨� ¢ ® �¨��©«ö µj4 x1 + 2x2 + x3 = 0

:5¬¯� �3©±�.� ¦
� ¡ �Â�.� £ �k� � �����.�Ö�������.�

v2 =





−1
0
1





® �¨�
v3 =





−2
1
0



 .

¬ �
f
� � � ¬ ���.� ® � ¦*®5�

G
�X� � ¾ü� �5���.°

π
� ©�� ¦
� ° �

f(v2) = −v2

® �¨�
f(v3) = −v3

:N¬ � �X� �� ©��±� � �K² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶ò¸ ��� f ¡5¢ ¦ ° : �5�.�±�"��© � © V = {v1, v2, v3}
¦ � ¦ � ¡ �.�¼� ® �����

Af,V =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 .

¾J� � ¡ � � ² ® ¿ ¦ � ¡ � µQ6 ¡ �3©�� � �X� � � ���

TEV =





1 −1 −2
2 0 1
1 1 0





® �¨�
T−1

EV = TV E =
1

6





1 2 1
−1 −2 5
−2 2 −2



 .

²±°/©��y¿���° ¦ �ª¿ º �«� � �j² ¡5¡ � °/� ® � ¦ © � ����� �·¶7¸ ��� f ¡5¢ ¦ ° : �5�.�ª�N��� º ��° � ���¨�.�p�ª��© � ©

Af,E = TEV Af,V T−1

EV =
1

3





−2 2 1
2 1 2
1 2 −2



 .

¬ �]� � � ¢3£ � � ¿¤�����¨��²±� £ �.�¨� ® � ¦X¸ ��� f
� � �¨� ¬ ���.� ® � ¦��X� � ¾J� �5���.°

2π
� ©�� ¦
� ° �

f2 = Id
:Ö¬ ��©�¨� � ú ��§%�¨��©�©K� � � ø � ¸ �.��©���² ¡5¡ � °/� ® � ¦ ¢ ® f £ � �3�5�.� f

� ©��Q��°/©��
f−1 = f

¦
� ° � :%¬ � �X� � � ©��K� � �ø � ¸ �.��©��j�5�.� ñ ����� �·¶
Af,E

¦ � ¦ � ¡ �.�¼� ® �����

A−1

f,E = Af,E =
1

3





−2 2 1
2 1 2
1 2 −2



 .
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