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n ∈ N � ��� A,B ∈ R

n,n � ���������O�����e���¡ ¡��¢��.�(£,� < ¤(<

A =













a1 0 · · · 0

0 a2

< < < <<<<<< < < < < < <
0

0 · · · 0 an













B =













b1 0 · · · 0

0 b2

< < < <<<<<< < < < < < <
0

0 · · · 0 bn













�Y���¥ ��3�.���/�.�\¦!� ¤ �/�.�
a1, . . . , an � ��� b1, . . . , bn

<� <¨§ �. ��3© ¤ ���.� 4 �/�
A · B��� <¨ª¬«  ®&�.�/© ¤ �e¦!� ¤ �/�.�

a1, . . . , an ∈ R
�/���®�=�/�y¯p���¡ ¡�±°

A
���³²��. ¡�¡�/�. ¡´O�� �µ{¶L�.´,�.� 4 �/����.���.´!�.���.�=·������/�®�=�/�L¸)�¹²��. ����j��� <�º´��^���&���.�

n ∈ N � ��� A ∈ R
n,n
£����R�������

En−A
���¹²��. ¡�¡�/�. ¡´O�� 1�/�¡� < ¦,�.�����.� 4 �/�
£������»�¼�����5��
������½

(En − A)−1 = En + A(En − A)−1

�¾©��^�������.�
C ∈ R

n,n
�.������¿ � ���= »���¡�/��© ¤ ��¯À���¡ ¡�±°Á�Y��� 2C = C2 − En

< ¦,�.�����.� 4 �/�
½
C
�/�¡����³²��. ¡�¡�/�. ¡´O��  <

Â¼ÃOÄ �¬Å���Æ



Ç=ÈgÉ"Ê=Ë�Ì=Í Î\ÏÑÐ¾Ò!Ó�Ô{ÏÑÐ¾Õ�Ö7×�×�Ø�Ù�Ú¥Û"×�ÜOÎ\Ï�ÝpÕ¾Ü�Ýp×�Þ/Û"×àß3ÜOá�Ì=Í,â�Ó3ãeË�Ì!äæå¨×
�����^¯T���

(En − A)A = A − A2 = A(En − A)
·������
�

(En − A)(En + A(En − A)−1) = (En − A) + (En − A)A(En − A)−1

= (En − A) + A(En − A)(En − A)−1

= (En − A) + A

= En

= (En − A) + A

= (En + A(En − A)−1)(En − A)

� ���Á�����Y���®� � © ¤ �=�/� § � ¤ � �5ç � � �5� <�º´�� 4 �.�
x ∈ R

n
�Y���

Cx = 0
< � ���5�k�
����� 0 = 2Cx = (C2−En)x = C2x−Enx = x

£����/���
x = 0

< � ���Y����·������
�
Kern(C) = {0} � ���À�Y��� 4 ���¡¢ 6 : ·������
��£,�����»� C

���¹²��. ¡�¡�/�. ¡´O�� �/�¡� <�¾©��^���è�
�����

A · B =













a1b1 0 · · · 0

0 a2b2

< < < <<<<<< < < < < < <
0

0 · · · 0 anbn













.

é �/���7·������
�
A · B = En

£����.�O� � �����5�(£2&�.�5�W· «  èê��3�5�3� i ∈ {1, . . . , n} ai 6= 0 � ���
bi = 1

ai

�
����� < � � ¤ �. ¥�/�¡� A
£Ñ·������/�

ai 6= 0
£
i ∈ {1, . . . , n}

£5���¹²��. ¡�¡�/�. ¡´O��  � ���Á�3�ë�
�����

A−1 =













1

a1
0 · · · 0

0 1

a2

< < < <<<<<< < < < < < <
0

0 · · · 0 1

an













.

�{�2�#���5���\�Áì
§ �3�¡�¡���Y�k�.� 4 �/�¥ê¡�.&�.���/�®�.�����j¯À���¡ ¡�±°

A ∈ R
m,3 � ���í�.�����.�pî��.ï³����  b ∈ R

m
· «  ��.���T���3�.����ð���.���3�

m ∈ N
£5���Y�������¥�����ë���������� ��y¶®�/�.�/© ¤ � �5�����¡ñ=�¡���.� Ax = b�����^�=�/�Rò�ó
� � �5���¡�k�.�5���

G =











1
2
3



 + λ





1
1
1



 : λ ∈ R







�º´��^�=�/�Rò�ó
� � �5���¡�k�.�5���
E =











1
2
3



 + λ





1
1
1



 + µ





1
1
0



 : λ, µ ∈ R







¤ ��� <
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Ç=ÈgÉ"Ê=Ë�Ì=Í Î\ÏÑÐ¾Ò!Ó�Ô{ÏÑÐ¾Õ�Ö7×�×�Ø�Ù�Ú¥Û"×�ÜOÎ\Ï�ÝpÕ¾Ü�Ýp×�Þ/Û"×àß3ÜOá�Ì=Í,â�Ó3ãeË�Ì!äæå¨×
Â¼ÃOÄ �¬Å���Æ
����� � �/�èò�ó
� � �5���¡�k�.�5��� G

´,�3�»© ¤  ��.��´5�&�.������¶��. »���5�¥���
R

3
< � ��� ¤ �.��ô
��£³�������¼�5�. 1õ����5�j�5�. ¯À���¡ ¡�±°7¢ � �ö���3� � © ¤ ���.�Tò2¶ 4 �
�/�.�/© ¤ 2

�»�.���7� � ��� < é � ô��. ��5�.�ö� � ���

ker(A) = {λ





1
1
1



 : λ ∈ R}

���.�����.� < � �/�è¦,�.���/�.� a1, a2

�5�. �¯À���¡ ¡�±°y1�. ��5�.�e��� ¤ �. ����®���.1÷ ¤ ����£������»�
a1 ·(1, 1, 1)

T =
a2 · (1, 1, 1)

T = 0
�
����� <5ø �� ����.�¡¢��.�

A

A =

(

1 −1 0
1 0 −1

)

ª¬«  {�=�/�Á ��3© ¤ ��� 4 �.�����7´!�. ��3© ¤ ���.�Kë�� 
(1,−1, 0) · (1, 2, 3)T = −1 � ��� (1, 0,−1) ·

(1, 2, 3)T = −2
< �g���íò¬¶ 4 �����

G
���/�¥ò(ó
� � �5���¡�k�.�5��� ¤ ���ë�/�¡�¥�����Y���

Ax =

(

1 −1 0
1 0 −1

)

x =

(

−1
−2

)

.

�º´�� � �/�3�¡�e���(� � ���èõ®���5�O� A �¡ù : ���.�����.� <�ø �� è� � © ¤ �.� A
�Y���

Kern(A) = Lin









1
1
1



 ,





1
1
0







 .

ø �� ¥1÷ ¤ �/�.�
A = (1 − 1 0)

< �¾ò(ó
���j�����èò2¶ 4
α1 + α2 + α3 = 0 � ��� α1 + α2 = 0

� <
�g�����»�.�¡¢��.�k²���� 



1
2
3





£�� < ¤(<
1−2 = −1

�. ¡�
��´5�
b = −1

< � ���Y���g�/�¡� E
ò(ó
� � �5���¡�k�.�5���

�5�3��ò2¶ 4
(1 − 1 0)x = −1

<
�{�2�#���5���\�7ú
§ �. ��3© ¤ ���.� 4 �/�L�=�/� � �.���. ¡�Y���O���¹���y�5�. "·��������.���5�.�T¯À���¡ ¡��¢��.� <

A =

(

1 3
−4 −5

)

, B =





1 0 7
0 2 2
0 0 3



 , C =





1 0 2
0 0 0
3 42 1



 , D =





2 0 0
1 1 2

13 1 3



 .

Â¼ÃOÄ �¬Å���Æ ���è�. ¡���.´!�.�í�¡�/© ¤ ·¾�������.���5� � �.���. ¡�Y���O���³���.�(½
det(A) = 1 · (−5) − (−4) · 3 = 7

�O��© ¤T§ �.�/� ç �/�.� 6 �5�. ¥î��� ¡�/�3� � �5�
det(B) = 1 · 2 · 3

ù 9 �O��© ¤ 4 ���¡¢^û7�º²³���
� � rg(C) = 2 6= 3

�
������£3�/�¡�
C
�5�/© ¤ �2���¹²��. ¡�¡�/�. ¡´O��  < ���%·������
�%�Y��� 4 ���¡¢&ûL�º��²��ü£��������

det(C) = 0�
����� <

û



Ç=ÈgÉ"Ê=Ë�Ì=Í Î\ÏÑÐ¾Ò!Ó�Ô{ÏÑÐ¾Õ�Ö7×�×�Ø�Ù�Ú¥Û"×�ÜOÎ\Ï�ÝpÕ¾Ü�Ýp×�Þ/Û"×àß3ÜOá�Ì=Í,â�Ó3ãeË�Ì!äæå¨×
�g�³�#ë�/©»ï³� � �5���O��© ¤ �5�. è�. ��¡���.�p¦,�.���/�R�. ¡�
��´5�è�O��© ¤ 4 ���¡¢ >
det(D) = 2 ·det

(

1 2
1 3

)

−0 ·det

(

1 2
13 3

)

+0 ·det

(

1 1
13 1

) § � ç < 6
= 2 · (3−2) = 2

ýrþ w^ÿ�}j~�w^|y�
�{�2�#���5�����\�
ø �� ¥´!�.�¡ »��© ¤ ���.�p�=�/�R¯À���¡ ¡�±°

A :=





1 2 −1
2 4 −2

−1 −2 1



 .

����� § �3�¡�¡���Y�k�.� 4 �/�L�.����� § ���¡�/�¥�5�3���L�. ¡���è²����
A � ���Áõ®���5�O� A � <�º´��^ò(ó
�»�.� 4 �/�e��·à�����/�ë�kó��
���/© ¤ �¥�=�/�Rò2¶ 4 �

Ax = b � ��� Ax = c
£5�Y���

b :=





1
2

−1



 � ��� c =





1
−1

1



 .

�¾©�� § �3�¡�¡���Y�k�.� 4 �/�Y�����/�
b ∈ R

3
· «  L�=�/��������ò2¶ 4

Ax = b
�.������ò(ó
� � �5�*´!�3�¡���¡¢3� < � � ��¢ �� � ���¥�e���Yê¡�.�¡¢3�ë�5�/© ¤ �è�k� ¤  ¥ ��3© ¤ ���.��� �Â¼ÃOÄ �¬Å���Æ

����� ø �� ¥´!�3�¡�¡���Y�k�.�í�5�.���L�. ¡�Á� �  �© ¤ ¦,�.���/�.� � ��·��� ¡� � �5���.�À²���� A
<





1 2 −1
2 4 −2

−1 −2 1





 





1 2 −1
0 0 0
0 0 0





� ���Y���¥�/�¡� rg(A) = 1 � ���










2
−1

0



 ,





1
0
1











�/�¡�è�.����� § ���¡�/�¥�5�3���L�. ¡��� <
�º´���¦,�.���/�.� � ��·¾�� ¡� � �5�*�Y��� b

´5¢3 <
c
���/�è ��3© ¤ ���.  4 �.�����R�. ¡�
��´5�





1 2 −1 1 1
2 4 −2 2 −1

−1 −2 1 −1 1





 





1 2 −1 1 1
0 0 0 0 −3
0 0 0 0 2



 .

� ���Y���"·������
��£³�������"�����ëò2¶ 4 Ax = b
�/ó
�¡´O�� �£5��´,�. ë�����"ò2¶ 4

Ax = c
�5�/© ¤ �¥�/ó
��´O�� &�/�¡� <

�
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� �/�Rò(ó
� � �5���¡�k�.�5���R²���� Ax = b

�/�¡�

L =











1
0
0



 + λ1





2
−1

0



 + λ2





1
0
1



 : λ1, λ2 ∈ R







é � ·º�
  � ���*�5�. &� �  �© ¤ ���ü· «5¤  ¡���.�T¦,�.���/�.� � ��·¾�� ¡� � �5���.�7�/�¡� Ax = b
���.�O� � �����5�*�/ó
�¡´O�� �£

1�.�5�
−2b1 + b2 = 0 � ��� b1 + b2 = 0

�
������£5� < ¤(<
b = λ





1
2

−1





· «  ¥�.���
λ ∈ R

<
�{�2�#���5�����Tì
���Y�»�.�/�.� �=�/���= ��.�
	 � �5ïÑ��� x0 := (1, 0, 1)T

£
x1 = (0, 1, 1)T � ��� x2 = (1, 1, 0)T

���
R

3���.���.´!�.� <
�����jî��. ¡����¢3�/�. ��.� 4 �/�
£5�������¥�=�/�Lî��.ïÑ���� ��.�

x1 − x0 � ��� x2 − x0

����������  � �O��´ ¤ ÷��5�
���*�¡����� <�º´�� § �.�¡ »��© ¤ ���.� 4 �/�j�=�/�R� �  �© ¤ x0

£
x1 � ��� x2

� � ·º���3� ç ���5�³���j�g´!�.���
E =

{

x ∈ R
3 : x = x0 + λ(x1 − x0) + µ(x2 − x0); λ, µ ∈ R

}

.¶��.´!�.� 4 �/�R�.���Áò¬¶ 4 ���(£��5�3���»�.�Áò(ó
� � �5���¡�k�.�5��� E
�/�¡� <

Â¼ÃOÄ �¬Å���Æ
�����^�����
�����

x1−x0 =





0
1
1



−





1
0
1



 =





−1
1
0



 � ��� x2−x0 =





1
1
0



−





1
0
1



 =





0
1

−1





< � ��� � � α1





−1
1
0



+α2





0
1

−1



 = 0
£�·������
��£
�������

−α1+0α2 = −α1 =

0 � ��� 0α1 − α2 = −α2 = 0
�
������£5�¡����� 



−1
1
0



 � ���




0
1

−1





����������  � �O��´ ¤ ÷��5�
��� <
�º´�� é � �j�����&·������
�

E =







x ∈ R
3 : x =





1
0
1



 + λ





−1
1
0



 + µ





0
1

−1



 ; λ, µ ∈ R







.

ø �/�L´!�.� é � ·¾�¹��´,�j¶ 6 ´,�3�¡�¡���Y�^�¥�e��� A = (1 1 1) � ��� b = 2
<

>


