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�/����������������� 2�� �N� � �N������� ��� ���

A :=
(

1 2 0 3
)
, B :=




1 2 3 5
0 1 1 0
0 1 2 0
0 0 0 1


 , C :=




1 2 0
0 1 2
0 0 1


 .

�d����������� � �3��� 2�� �6�#���W� � �1��� ������� ��� ��� � �¢¡�� ��£ ��������¤[¥¦���[¥§����¨ª©«��©«���¬����� � ��� 9#­ ��������� £�� ���®�����b¯ £ � � ����¤3�3©«�±°��²³������¨
Ax = 3

£-´ ���K���¶µ]�/�1��� � ¨ ¨i��� 2�� �N� � �H· ´ ��¤3�3©«��¨i���3©«�h�3�1�¸·�¯ 2
Cx = d

¨ � �
d = (1, 1, 1)T

9
¹�ºK» ��¼��&½¿¾ � ���À����� ��� ���

A
¤3���

C
� � ��� � �G¡�� ��£ ��������¤[¥§���[¥¦����¨Á©«��©«������� 9 ¾ � �Â������� �ÄÃ

B
� ��� � � ����� � �¡�� ��£ ��������¤[¥¦���[¥§����¨ 9 ¾ ���Å·�¯ 2

Ax = 3
� ��� £-´ ���K��� 9[Æ �1�3���ÅÇ���È������

x
¨ � �

x1 = −2x2 − 3x4 + 3
� ���Å· ´ ��¤3�3©É � 9 � 9

(0, 0, 0, 1) Ê 9 ¾ �i�3���{ËÌ���3©xÍ«��� C
© £ � � ���

3
� ���®���K���Ì������·�¯ 2

Cx = d
� � ���]� � ���3��¤3� � ©*���1��� � ¨ ¨h���· ´ ��¤3�3© 9 ¾ � �1��� £ ��¤3�����

x = (3,−1, 1)T
9

~*�'�!�K�3������ÎÏ �¬����Ð3��Ñ[¥¦��� 2�� �6�����Â� � �{¥§� £ ©«�����3��� £�� ���®��������¯ £ � � ����¤3�3©«����²³������¨i�
x1 + 2x2 + 3x3 = 0
2x1 + 4x2 + 6x3 = 0
3x1 + 6x2 + 9x3 = 0

¤3��� x1 + 2x3 = 1
3x1 + 2x2 + x3 = 0
4x1 + x2 + 3x3 = 0£-´ ���K���*� � ��� 9 � �1��� � ¨ ¨i��� 2�� � Ò���ÓÔ� ��£ �Õ�3���ÖË����3©X�3���x×Ì����Ø �1� ���������3¨b����� �ÄÃ ���®Ó � �P� � � ¾ � ¨i����� � ���Ù�3�1�· ´ ��¤3�3©«������¤3¨i� 9 ¯{���¬��� 2�� �N�3���Ú· ´ ��¤3�3©«������¤3¨Û��� 9

¹�ºK» ��¼��&½ É 8 Ê ¾ � ��×Ü�³��Ø �1� ���������3¨b����� �ÄÃ A
¤3���*� � �{����ÓÔ� � ���������{�À����� �ÄÃ

(A, b)
�3�1� �����������Â¯ £ � � ����¤3�3©«����²�°������¨i�Ü� � ���

A =




1 2 3
2 4 6
3 6 9


 , (A, b) =




1 2 3 0
2 4 6 0
3 6 9 0


 .



Ý�Þdß à[á�â[ã äWå³æ¦ç¬è�éxå³æ¦ê�ëÕì�ì�í±î�ï¸ð/ì�ñKäWåóòPê¦ñ�ò�ì�ô-ð ì)õ1ñKöÜâ[ã�÷�è1øbá�â¬ù¢ú0ì
���h© ��£ �

rgA = 1
¤3���

rg(A, b) = 1
�0� £ ��� � ����������¯ £ � � ����¤3�3©«����²³������¨ £-´ ���K��� 9 ¾ � � ¾ � ¨i����� � ���X�3�1��· ´ °��¤3�3©«������¤3¨i� � ���

3−rgA = 2
96­ �������1�������3����� � �����3����· ´ ��¤3�3©«������¤3¨p©«�������3�

Kern(A)
9 ¾ ¤3�����b� £ ��¨i�����������¡�� ��£ ����¤3¨T¥§����¨h¤3�3©«���W����© � �3�Ì� � ���




1 2 3 0
2 4 6 0
3 6 9 0



 




1 2 3 0
0 0 0 0
3 6 9 0



 




1 2 3 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

¾ ¤3�����PËÜÑ���È³Ó/û�������� � ������� � ���À�����Kû £ �¸¨b���
x3 = t,

x2 = s,

x1 + 2s + 3t = 0 ⇒ x1 = −2s − 3t¥üÑ3�
s, t ∈ R

9 ¾ ���Ü· ´ ��¤3�3©«������¤3¨Û� � �1���1�Ü·�¯ 2*� ���Ü� £ ���
L1 =



s ·




−2
1
0


 + t ·




−3
0
1


 , s, t ∈ R



 .

É 4 Ê � � � ¨ � ÓÔ� � �����W¯ £ � � ����¤3�3©«����²[������¨Û� � ���
A =




1 0 2
3 2 1
4 1 3


 , (A, b) =




1 0 2 1
3 2 1 0
4 1 3 0


 .

� £ ��¨i����������� ¡�� ��£ ����¤3¨T¥§����¨h¤3�3©«���W����©«���¬���



1 0 2
3 2 1
4 1 3



 




1 0 2
0 2 −5
4 1 3



 




1 0 2
0 2 −5
0 1 −5



 




1 0 2
0 2 −5
0 0 −5

2


 .

¾ ��¨ � � � ���
rgA = 3

9�ý ¤��
rgA ≤ rg(A, b) ≤ 3

¥¦� £ ©6�
rg(A, b) = 3

9 ¾ ��¨ � � � ���Ô�����/·�¯ 2 � � ���3��¤3� � © £-´ ���K��� 9þÜ¨ÿ� � �{· ´ ��¤3�3© � ¤*�¬�1��� � ¨ ¨i���&�[Ó/�����3���ÂÓ � �¸��������¤3�Ü� £ ��¨i������������¡�� ��£ ���3¤3¨T¥¦����¨]¤3�3©«�������&�3� � �1��¨b� £ ��¤[¥� � �N����ÓÔ� � ���������]×Ü�³��Ø �1� ���������3¨b����� �ÄÃ 9



1 0 2 1
3 2 1 0
4 1 3 0



 




1 0 2 1
0 2 −5 −3
4 1 3 0



 




1 0 2 1
0 2 −5 −3
0 1 −5 −4




 




1 0 2 1
0 2 −5 −3
0 0 −5

2
−5

2


 .

Ë¸¤���È³Ó/û�������� � ������� � ���À����© � �3�
−

5

2
x3 = −

5

2
⇒ x3 = 1,

2x2 − 5 = −3 ⇒ x2 = 1,

x1 + 2 = 1 ⇒ x1 = −1.2 ��¨ � � � ���

L2 =








−1
1
1






 .

4
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~*�'�!�K�3�������
�/�����1���3����� 2�� �H� � � ­ ��Í«�������HÍ«���




1 −2 1
2 0 2

−1 1 −3


 .

¹�ºK» ��¼��&½ � � ��� £ ��¨i�������������Â¡�� ��£ ����¤3¨T¥§����¨h¤3�3©«��� É ¯H��¤�����° Æ ���������[°)� £�� ¨ � �K��� � ��� Ê ���3©«��Ó/�����[� ��¤[¥ (A,E)�����Kû £ �Ü¨b���
(E,A−1)

9



1 −2 1 1 0 0
2 0 2 0 1 0

−1 1 −3 0 0 1



 




1 −2 1 1 0 0
0 4 0 −2 1 0

−1 1 −3 0 0 1




 




1 −2 1 1 0 0
0 4 0 −2 1 0
0 −1 −2 1 0 1



 




1 −2 1 1 0 0
0 1 0 −1

2

1

4
0

0 −1 −2 1 0 1




 




1 −2 1 1 0 0
0 1 0 −1

2

1

4
0

0 0 −2 1

2

1

4
1



 




1 −2 1 1 0 0
0 1 0 −1

2

1

4
0

0 0 1 −1

4
−1

8
−1

2




 




1 0 1 0 1

2
0

0 1 0 −1

2

1

4
0

0 0 1 −1

4
−1

8
−1

2



 




1 0 0 1

4

5

8

1

2

0 1 0 −1

2

1

4
0

0 0 1 −1

4
−1

8
−1

2




ý £ ��� � ���
A−1 =

1

8




2 5 4
−4 2 0
−2 −1 −4


 .

~*�'�!�K�3�������
þÜ����������¤�������� 2�� �¬Ò���ÓÔ� ��£ �'¥üÑ3��� � �d¥§� £ ©«�����3���]�À���3©«���&�����h� � �$þÜ����������û�¤3¨i�/�3�1�0���3©«��©«�����������]Ç���È�����������¤3¨i�� � ��� 9 � ��ÓÔ� � �����P���3���¸Ó � �3��� £ ��©«��� 2�� �H�����dÒ���ÓÔ� ��£ � 9
É � Ê U1 :=








x1

x2

x3


 ∈ R

3 : x1 = 0
¤3���

x2 = 0




� �

R
3
�

É � Ê U2 :=








x1

x2

x3


 ∈ R

3 : x2 = 1




� �

R
3
�

É � Ê U3 := {p ∈ P : p(1) = 0}
� �

P
�3�3��¨ÿÇ���È�����������¤3¨ �3�����0� £ ²�����¨i� É Í�© £ 9#869 Ï �3¤3�3© Ê �É � Ê�� Ñ3� n ∈ N

�
b ∈ R

n
¤3���

A ∈ R
n×n

� � �N�P���3©«�
Mb := {x ∈ R

n : A · x = b}
� �

R
n
9

¹�ºK» ��¼��&½
É � Ê U1

� ���¸� � �ÚþÌ��������Í«��È³����������¤3¨Â���3���3�P��¤��
x, y ∈ U1

¤3���

αx + βy = α




x1

x2

x3


 + β




y1

y2

y3


 =




αx1 + βy1

αx2 + βy2

αx3 + βy3




¥¦� £ ©6�
αx1 + βy1 = 0

¤3���
αx2 + βy2 = 0

�K� 9 � 9
αx + βy ∈ U1

9

�



Ý�Þdß à[á�â[ã äWå³æ¦ç¬è�éxå³æ¦ê�ëÕì�ì�í±î�ï¸ð/ì�ñKäWåóòPê¦ñ�ò�ì�ô-ð ì)õ1ñKöÜâ[ã�÷�è1øbá�â¬ù¢ú0ì
É � Ê U2

� ���ÅÈ«� � �ÚþÌ��������Í«��È³����������¤3¨Â�����
0 6∈ U2

9É � Ê U3

� ���/� � �ÕþÜ��������Í«��È�����������¤3¨Â�[�3���3�*¥¦Ñ3�
p1, p2 ∈ U3

© ��£ �Å��¤����
αp1(1)+βp2(1) = α · 0+β · 0 = 0

�� £ ���
αp1 + βp2 ∈ U3

9É � Ê�� � £�£ � b = 0
��� � ���

Mb = Kern(A)
¤3���

Mb

� ���Ü����¨ � �Ì� � �ÀþÜ��������Í«��È�����������¤3¨Â�¬�3���3�Ú¨ � �
x1, x2 ∈

Kern(A)
¥¦� £ ©6�

A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = 0
��� 9 � 9

αx1 + βx2 ∈ Kern(A)
9

� � £�£ � b 6= 0
����� � ���

Mb

È«� � �PþÜ��������Í«��È�����������¤3¨Â�ó�3���3�
0 6∈ Mb

�����
A0 = 0 6= b

9

	�
 u��ózh|Tu]y�}
~*�'�!�K�3����
��

� Ñ3�ÜÓÔ� £ �������0������¨i������� λ ∈ R
���1� � � � �¸������¯ £ � � ����¤3�3©«����²[������¨

x1 − 2x2 − 2x3 = 0
x1 + x2 + λx3 = 2
2x1 + (λ − 1)x2 − 2x3 = 2É � Ê È«� � ���6�É � Ê ©«���K��¤P� � ���6�É � Ê ¨i���3�������h· ´ ��¤3�3©«���óµ�/�1��� � ¨ ¨i��� 2�� �{©«��©«���¬�������[¥§� £�£ �{� £�£ �H· ´ ��¤3�3©«�����

¹�ºK» ��¼��&½W¾ � �N����ÓÔ� � ���������]×Ü�³��Ø �1� ���������3¨b����� �ÄÃ �3�1�¸·�¯ 2*£ ��¤3�����

(Aλ, b) =




1 −2 −2 0
1 1 λ 2
2 λ − 1 −2 2


 .

¾ ¤3�����P� £ ��¨i������������¡�� ��£ ����¤3¨T¥§����¨h¤3�3©«���W�����Kû £ �Ì¨b���



1 −2 −2 0
1 1 λ 2
2 λ − 1 −2 2



 




1 −2 −2 0
0 3 λ + 2 2
0 λ + 3 2 2



 




1 −2 −2 0
0 3 λ + 2 2
0 0 λ2 + 5λ 2λ


 .

ý £ ��� � � ���Â� � � � û £�£ � λ2 + 5λ = 0
¤3���

λ2 + 5λ 6= 0
� ¤��¬����������������� 9

λ = 0 :
­ �Â� � �1����¨ � � £�£'� ���

(Ãλ, b̃) =




1 −2 −2 0
0 3 2 2
0 0 0 0




� £ ��� � ���
rgAλ = 2 = rg(Aλ, b)

¤3���������Ü·�¯ 2x� ��� £-´ ���K��� 9¾ ¤3�����PËÜÑ���È³Ó/û�������� � ������� � ���À�����Kû £ �¸¨b���Ú� � �N· ´ ��¤3�3©«���

L0 =





1

3
·




4
2
0


 + s ·




2
−2

3


 , s ∈ R



 .

�



Ý�Þdß à[á�â[ã äWå³æ¦ç¬è�éxå³æ¦ê�ëÕì�ì�í±î�ï¸ð/ì�ñKäWåóòPê¦ñ�ò�ì�ô-ð ì)õ1ñKöÜâ[ã�÷�è1øbá�â¬ù¢ú0ì
λ = −5 :

­ �Â� � �1����¨ � � £�£&� ���
(Ãλ, b̃) =




1 −2 −2 0
0 3 −3 2
0 0 0 10


 ,

� £ ��� � ���
rgAλ = 2 6= rg(Aλ, b) = 3

¤3���Â�����¸·�¯ 2*� ���Å� � ����� £-´ ���K��� 9
λ 6= −5, 0 : � � ���/© ��£ � rgAλ = 3 = rg(Aλ, b)

9 2 ��¨ � � � ���Ô�����/·�¯ 2 � � ���3��¤3� � © £-´ ���K��� 9 ¾ � �Ì� � ���3��¤3� � ©«��· ´ ��¤3�3© � ���

xλ =
1

λ + 5
·




8
2
2


 .

~*�'�!�K�3����
ÚÎ
�/�����1���3����� 2�� �H� � � ­ ��Í«�������N�3��� ¥§� £ ©«�����3���P������� �ÄÃ

A =




1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5


 .

· ´ ����� 2�� �N� � ��¯ £ � � ����¤3�3©«����²[������¨i�
Ax = c

�3¤3���
Ax = d

¨ � �
c =




3
2
1


 ¤3���

d =




3
2
11

10


 ¤3����Í«����© £ � � ������� 2�� �N� � �H· ´ ��¤3�3©«��Í«��È���������� 9

öÜâ3éÕè�ï�ë¬á�â[ã�����ê¦è���è����/÷���ê��®æ è�ê�âxðÜè�ê�����ê¦è! #ù³å í(î�ï�ñ#" ê¦è¸è�ê�â¬è�$�ë% ¦è�ê�â¬è'&0öTà�"�è�ê)(!ç�á�â[ãTê�âÂù3è�â*�Nå³æ(è�â¬ñ�ù«ê¦è,+�Þ ðHÞùKá�ï-(!ç�è�ê�â¬è�âPä�è��!��í)è�ç. ¦è�ï{è�â�æ/�®æ(è�çóæ(ñ0��ê)(!ç1+«á�è�ê�â¬è�ï2$Äã«ï�ø43[è�â�& ö�à5"dè�ê)(!ç�á�â[ã*ê�â�ù3è�ï��76'�®á�â[ã98�è�ï!��æ;: ï�ë�æ�Þ
¹�ºK» ��¼��&½=< � �{��� � Ï �3¤3�3©x¯ � �¬�����1���3�����Ü¨b���Ú� � � ­ ��Í«�������HÍ«���

A
9 2�� � £ ��¤3�����

A−1 =




9 −36 30
−36 192 −180

30 −180 180


 .

ý ¤.>«�����3��¨ �����Kû £ �¸¨b���
x = A−1




3
2
1


 =




−15
96

−90




¤3���
y = A−1




3
2

11

10


 =




−12
78

−72


 .

¾ ��¨ � � � ���
x
� � �x· ´ ��¤3�3© � ¤3¨Á¯ £ � � ����¤3�3©«����²[������¨ ¨ � �����1��������� 2 � � ���

c
¤3���

y
� � �x· ´ ��¤3�3© � ¤3¨ ¯ £ � � °����¤3�3©«����²³������¨ ¨ � �¸���1��������� 2 � � ���

d
9

:


