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3. Ubungsblatt zur
Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI), AngGeo
und VI

Gruppeniibung
Aufgabe G1
Betrachten Sie die Matrizen
0110 12 0
A=(12 0 3), B:= , C:=101 2
0120 00 1
0 0 0 1

Entscheiden Sie, ob diese Matrizen in Zeilenstufenform gegeben sind. Ist das lineare Gleichungs-
system Az = 3 16sbar? Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS Cx = d mit d = (1,1,1)7.

Losung: Die Matrizen A und C sind in Zeilenstufenform gegeben. Die Matrix B ist nicht in
Zeilenstufenform. Das LGS Ax = 3 ist 16sbar. Jeder Vektor z mit 1 = —2x9 — 3x4 + 3 ist Losung
(z.B. (0,0,0,1)). Da der Rang von C gleich 3 ist, hat das LGS Cx = d eine eindeutig bestimmte
Loésung. Diese lautet = (3, —1,1)7.

Aufgabe G2

Uberpriifen Sie, ob die folgenden linearen Gleichungssysteme

r1 4+ 2z + 33 = 0 T + 2z3 = 1
201 + 4xz9 4+ 6x3 = 0 und 3r1 + 229 4+ x3 = 0
3r1 + 6z0 4+ 923 = 0 dr1 + x20 4+ 33 = 0

l6sbar sind. Bestimmen Sie jeweils den Rang der Koeffizientenmatrix sowie die Dimension des
Losungsraums. Geben Sie den Losungsraum an.

Losung: (1) Die Koeffizientenmatrix A und die erweiterte Matrix (A, b) des ersten Gleichungssy-
stems sind

12 3 12
A=[2 46 ], (Ab=|2 4
369 3 6
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Es gilt rgA = 1 und rg(A,b) = 1, also ist das Gleichungssystem losbar. Die Dimension des Lo-
sungsraums ist 3—rgA = 2. Insbesondere ist der Losungsraum gerade Kern(A). Durch elementare
Zeilenumformungen ergibt sich

1 2 3]0 1 2 3|0 1 2 3|0
2 4 6/0 |~ 00O0[0]~]0UO0TO0O|O0
36 9]0 36 9|0 0 0 0]0
Durch Riickwartseinsetzen erhédlt man
xgzt,
T = S,
r1+2s4+3t=0=>21=—25—3t

fiir s,t € R. Der Losungsraum dieses LGS ist also

-2 -3
Li=<s- 1 |+t 0], s,teR
0 1

(2) Beim zweiten Gleichungssystem sind

1 0 2 1 0 21
A=|3 21|, @A@p=|321]0
4 1 3 4 1 3|0
Elementare Zeilenumformungen ergeben
1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
321 |~]102 -5 ]~|02 -5 ]~]02 -5
41 3 41 3 01 -5 00 -3
Damit ist rgA = 3. Aus rgA < rg(A,b) < 3 folgt rg(A, b) = 3. Damit ist das LGS eindeutig losbar.

Um die Losung zu bestimmen, wenden wir erneut elementare Zeilenumformungen an, diesmal auf
die erweiterte Koeffizientenmatrix.

1 0 2|1 10 2| 1 10 2| 1
32 1|0 )~[02 —5|-3|~][02 -5|-3
4 1 3|0 41 3] O 01 —-5|—4
10 2 1
~ 1 0 2 —-5| -3
00 3|}
Ruckwirtseinsetzen ergibt
)
I = __ =1
2:173 2:>£L'3 s
2x2—5:—3:>a?2:1,
r1+2=1=x =—1.
Somit ist
Ly = 1
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Aufgabe G3
Berechnen Sie die Inverse von
1 -2 1
2 0 2
-1 1 -3

Losung: Mit elementaren Zeilenumformungen (Gauss-Jordan-Elimination) angewandt auf (A, E)
erhiilt man (E,A71).

1 -2 1]1 00 1 -2 1] 100
2 0 2|01 0 |~ 0 4 0/-210
-1 1 =3]/0 0 1 -1 1 =3] 0 0 1
1 -2 1] 100 1 -2 1] 100
~0 4 0/|-210]|~[0 1 o=+ Lo
0 -1 -2 1 01 0 -1 -2 1 01
1 -2 1] 100 1 -2 1] 1 0 o0
~fo 1 o/-+ 0]~ [0 10[-L 1 o0
00—2ii1 001—i—i—l
2 4 4 8 2
1 15 1
101?%0 100%§§
1 1
00 1f—-3 -5 —3 00 1f-7 —§ —2
Also ist
) 2 5 4
A‘1:§ -4 2 0
-2 —1 —4
Aufgabe G4

Untersuchen Sie jeweils fiir die folgenden Mengen, ob sie Unterrdume des angegebenen Vektorraums
sind. Beweisen oder widerlegen Sie das jeweils.

(a) Uy := zy | €R?:2y =0und 25 =0 p in R?,

(b) Uy := zo | €ER?:29 =1} in R?,

(c) Us:={pe€ P:p(1) =0} in P, dem Vektorraum der Polynome (vgl. 1. Ubung),
(d) Fiir n € N, b € R" und A € R™" die Menge Mp := {x € R" : A-x = b} in R".

Losung:

(a) Uy ist ein Untervektorraum, denn aus x,y € U; und

1 Y1 azy + B
ax+PBy=al| x2 | +B8| y2 | = | az2+ By
T3 Y3 ars + 6y3

folgt a1 + By = 0 und aze + By2 = 0, d.h. ax + By € U;.
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(b) Us ist kein Untervektorraum, da 0 ¢ Us.

(c) Us ist ein Untervektorraum, denn fiir pq, py € Us gilt auch ap; (1) + Op2(1) = -0+ 3-0 =0,
also ap; + Bps € Us.

(d) Falls b = 0 so ist M, = Kern(A) und M, ist damit ein Untervektorraum, denn mit z1,z9 €
Kern(A) folgt A(azx; + Bx2) = aAx; + fAze =0, d.h. ax; + Bz € Kern(A).
Falls b # 0, so ist My kein Untervektorraum, denn 0 & M;, da A0 = 0 # b.

Hausiibung

Aufgabe H1

Fiir welche Parameter A € R besitzt das Gleichungssystem

I — 2:52 - 21‘3 = 0
r1 -+ T9 + Axg = 2
207 + A—=1)xzg — 223 = 2

(a) keine,
(b) genau eine,

(c) mehrere Losungen?

Bestimmen Sie gegebenenfalls alle Lésungen!

Losung: Die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS lautet

1 -2 =210
(Anb)=[1 1 X |2
2 A—1 —2]2

Durch elementare Zeilenumformungen erhilt man

1 -2 =210 1 =2 -2 10 1 =2 -2 0
1 1 A2 ]~10 3 Xt+2|(2]~]0 3 X+2 |2
2 A—1 —-212 0 A +3 2 |2 0 0 MN+51|2)

Also sind die Falle A2 + 5\ = 0 und A? + 5\ # 0 zu betrachten.

A =0: In diesem Fall ist

o 1 -2 =210
A= 0 3 2|2
0 0 010
also ist rgAy\ = 2 = rg(Ay,b) und das LGS ist 1osbar.
Durch Riickwértseinsetzen erhélt man die Losungen
1 4 2
Ly = 3 2 | +s-| -2 ],s€eR
0 3



3. Ubung Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI), AngGeo und VI

A = —5: In diesem Fall ist

o 1 -2 —2]0
Anb)=[0 3 -=3|2 |,
0 0 010

also ist rgAy = 2 # rg(Ay,b) = 3 und das LGS ist nicht lésbar.
A # —5,0: Hier gilt rgAy = 3 = rg(A),b). Somit ist das LGS eindeutig l6sbar. Die eindeutige Losung ist

neL [
= —
A+5 9
Aufgabe H2
Berechnen Sie die Inverse der folgenden Matrix
1 1/2 1/3
A= 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5
3
Losen Sie die Gleichungssysteme Ax = ¢, und Az =dmit c= | 2 | und
1
3
d= 2 und vergleichen Sie die Losungsvektoren.
11
10

Anmerkung: Dieses LGS ist ein Beispiel dafiir, wie eine “kleine” Abweichung in den Daten, die z.B.
durch einen Messfehler entsteht, sich zu einer “groBen” Abweichung in der Lésung verstarkt.

Losung: Wie bei Ubung G3 berechnet man die Inverse von A. Sie lautet

9 —36 30
Al=1 —36 192 —180
30 —180 180

AuRerdem erhilt man

3 15
r=A"t| 2 | = 96
1 —90
und

3 —12
y=A"11 2 | = 78

11
o —72

Damit ist  die Lésung zum Gleichungssystem mit rechter Seite ¢ und y die Losung zum Glei-
chungssystem mit rechter Seite d.



