‘ 33 Transformationsformel I
1. BEM

Substitutionsregel im Falle n = 1:
Ist g : |a, b] — R stetig diffbar und f : D — R stetig mit
g(la,b]) C D, dann

/gj:)) f(z)dr = /ab fog(z) ¢ (x)d.

Volumenanderung bei Translation um a € R":
Ist B C R™ ein Normalbereich und

g:R" - R":2+— x+a,

dann

vol(g(B)) = vol(B).

Volumenéanderung bei Streckung um r > 0:
Ist B C R™ ein Normalbereich und

g:R" - R": 2+ rx,

dann

vol(g(B)) = r" - vol(B).



2.DEF D C R" Gebiet, falls D offen und

zusammenhangend, d.h.

Ve,ye D Jg:1]0,1] — R"stetig :
g(0,1) <D A g(0) =z A g(1) =y

3. BSP Gebiete in R sind genau die offenen Intervalle
|a, b, wobei a,b € RU {£o00}.

4. SATZ Transformationsformel

Gegeben
e D C R" Gebiet, By € D Normalbereich,

e g: D — R" stetig partiell diff’bar und injektiv mit

VezeD: detJ,(x)#0,

e By =¢g(B1)und f : By — R stetig.

Dannist f auf By int’bar und

f(x)dx = fog(x)-|detJ,(x)|dx.
B- B




5. BEM Es genugt, wenn die Injektivitat von g und die
Invertierbarkeit von J, nur auf einer Teilmenge Do C D mit

vol(D \ Dg) = 0 vorliegt (,bis auf eine Nullmenge*).
6.BSP D =R", AcR"", acR",

g(x) = Az + a.

Dann J,(x) = A. Im Falle det A # 0 zeigt die

Transformationsformel
vol(g(B1)) = | det A| - vol(By).

Ebenso im Falle det A = 0. Vgl. Bem. 1 und Kap. VI §4, §6.



7.BSP Kugelkoordinaten im R® Firr, o, 0 € R

T CcoS psin 6
g(r,p,0) = | rsinpsiné

r cos b

Jacobi-Matrix

cospsinf) —rsinpsind rcospcosh
Jg(r,p,0) = | sinpsind rcospsind  rsinpcosf

cos 0 —rsin @

und ihre Determinante

det J, (7, ¢, 0)

= cosf - (r*sinfcosf) - (—1) —rsinf - (rsin®6) - (1)

— —r?siné.



Wahle in Satz 4

D =10, 00[ x |0, 27| x |0, 7],
By = [r1,72] X [p1, 2] x [01,02] C D.

Transformationsformel und Satz von Fubini

f(901, X2, 5173) d(il?l, X2, 5173)

B-
T2 2 o2
= / / / f(rcosgpsinﬁ, rsin @ sin 6, rCOSH) dp
r1 JO1 J

. sin 0 dO - r2dr.

Ebenso (durch Grenzbetrachtung) ftr

By = [r1,m2] X [p1, p2] X |01, 02]
C [0, 0o[ x [0,27] x [0, 7].

Speziell fir Kugeln und Kugelschalen

Bl — [7“1,7“2] X [0,27‘(’] X [O,ﬂ'],

By ={z € R’ : 1 <|z|| < ra}.



8. BSP Rotationssymmetrische Funktionen
Gegeben 0 < ry < round h : [rq, 73] — R stetig diff'bar.
Betrachte

Bl = [?“1,?“2] X [0,27'('] X [O,’ﬂ'],

By ={z €R*: 1 <|z|| < ra}.

und
fx) = h(llz]]), z € Bs.
Dann
f(x1,x2,23)d(x1, X2, x3) = 4T - / h(r) - r? dr.
Bs 1

Speziellfurh = lundr; =0
4
vol({z € R? : ||z]| < 7o}) = §7r 73

Vgl. 32.
9. BEM Weitere Koordinatentransformationen:

Zylinderkoordinaten, elliptische Koordinaten, etc.

Wahl: problemabhangig.



34 Oberflachenintegrale I

1.BSP Furr >0seiS={r € R’>: ||z|| =7} und
f 5 — R stetig.
Wie ,groR* ist die Flache S? Was ist der ,Mittelwert* von f?

Dazu: ,Beschreibung* von Flachen in R3 durch Funktionen

von zwei reellen Parametern.

2. BSP Fur Sphare gem. Bsp. 1.
Q = [0,2x] x [0, 7]
und fur (u,v) € Q
7 COS U SIN v

g(ua’U) = | rsinusinv

T COSv

Also
S =9(Q).

Vgl. Bsp. §3.7.



Im folgenden
o D C R? offen, g : D — R3 stetig partiell diff'bar,
o () =lai,b1] X [az,b3] C D.

Bezeichnungen

Jy(u,v) = (gu(u,v), go(u,v)) € R**?

mit
%(U” U) %(’U/, U)
0 0
B (U ) T (u, v)

sowie (das Innere von ())
Q = Ja1, b1 X Jaz, ba].

3.DEF S = ¢g(Q) (regulares) Flachenstiick mit
Parameterdarstellung g\Q, falls

® glp injektiv,

o V(u,v) €Q: rang Jg(u,v) = 2.

(Analog fur allgemeinere Mengen ().



4. BSP Sphare, Fortsetzung von Bsp. 2, also
Q =[0,27] x [0,7], D =R?,

r COS U SIN U
g(u,v) = | rsinusinv
r COSV

Dann ist g5 injektiv. Beachte: g|¢ nicht injektiv.

Weiter
—sinu
gu(u,v) =rsinv- | cosu |,
0
COS U COS V

gv(U,’U) =7 | slnucosv

—Sinv
Zeige fur (u,v) € Q:  rang Jy(u,v) =2,dh.

gu(u,v), gy(u,v) linear unabhangig.



Bew: Seien A, 1 € Rund (u, v) € Q, gelte
A gu(u,v) + - gy(u,v) = 0.
Dann sinv # 0. Es folgt
t=0A ()\:O\/Sinu:cosu:()).
Also ;1 = A = 0. Somit rang J,(u, v) = 2. Beachte:

rang J,(u,v) = 1furv € {0,7}.

5. BSP Graphen als Flachenstlucke
Fur h : D — R stetig partiell diff'bar und (u, v) € D sei

u
g(u,v) = [ w
h(u,v)
Dann g(Q)) = G, und
1 0
Jg(u,v) = 0 1

g (w,0) 5 (u,v)

Graph von h|g ist Flachenstiick mit Pardarstellung g|o.
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Im folgenden: Flachenstiick S = ¢g(Q) mit

Parameterdarstellung g|¢ und
(ug,v9) € Q, o = g(ug,vg) € S.
6. BEM Betrachte Kurven (Parameterlinien)

[al,bl]—>s [&2,[92]%5’
u  — g(u,v) | v — g(ug,v)

In Bsp. 4: Breitenkreise, Meridiane.

Ihre Tangentialvektoren
gultuo,v0),  gu(uo,vo)
in ug bzw. vg sind linear unabhangig. Also
T ={x0+ X gu(uo,v0) + 1 - gu(uo,v0) : A\, € R}

Tangentenebene an S im Punkt .

Idee: in kleiner Umgebung von x
e statt FlAchenstiick S und ,Flacheninhalt* in R3

e Tangentenebene 7" und darin ,Volumen® in R? gem. 32.
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Spezialfall: Graph als Flachensttick gem. Bsp. 5.
Die Punkte (u, v, w) ' € T sind gegeben als

U Uo 1 0
v | = Vo +A 0 + 1 1
w h(ug, vo) %(uo,vo) %(uo,vo)
Ug + A
= Vo + U

h(anrUO) +A- %(u,v) + %(u,v)

mit A\, i € R. Also Gleichung von T’

oh oh
w = h(uo,vo)H{u—uo)z=(uo, vo)H{v—vo)7~(uo, vo),

vgl. Bsp. VIl.4.4
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7. BEM/DEF Linear unabhangige Vektoren a, b € R3 und

Vektor ¢ € R? definieren Parallelogramm
S={c+X-a+u-b: \puel01]}
Die Flacheninhalt von .S ist

O(S) = ||al| - ||b]| - sin<(a, b)

1/2
= ||al| - ||b]| - (1 — cos? (arccos (. ) ))
lall - o]

= V/lla]l - ]b]* — {a, b)?

= [ > bl|.

8. BEM Zerlegung von () gem. Def. §1.1.
Fur Teilquader (); mit unterer linker Ecke (u(g]), v(gj)) und

Kantenlangen Au(?), Av() seien
) — g(u(gj),véj)),
a9 = Ay . Ou (uéj),véj)),

) = Av) . g, (ul), o).
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Far (u(g]), ‘U(()J)) S Q ergibt sich Parallelogramm

SO = L@ 1 A a4 b9 A e [0,1])

innerhalb der Tangentenebene an .S im Punkt

g (uéj), véj)) Dessen Flacheninhalt

D(S(j)) Aud) . A . Hg(y) (.7)H
:VO](Q(J)) Hg(y) (.7)H

Summation Uber alle(!) Teilquader

ZVOI QY)Y - 1gY) x ¢\

Folge von Zerlegungen von (), deren Feinheiten gegen Null

konvergieren. Dann Konvergenz der Summen gegen
[ gu0) x 9o o)) du.o),
Q
da (u,v) = ||gu(u,v) X gy(u,v)|| stetig auf Q.

Dies motiviert die folgende Definition.
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9. DEF Flacheninhalt (.S) des Flachenstiicks
S = g(Q) mit Parameterdarstellung g|¢

0(8) = /Q g, 0) % g, 0)]| du, v).

Oberflachenintegral der stetigen Funktion f : § — R
uber S

/ f(x) da = / Fog(tt,0)- | gu (11, 0) X g (1, 0) | (s, v).
S Q

10. BSP Flacheninhalt der Sphare mit Radius » > 0,
siehe Bsp. 4. Fir (u, v) € @ sind g, (u, v) und g, (u, v)
orthogonal. Weiter

|gu(u, v)|| = rsinov, g0 (u, v)|| = .

Also

2

gu(u,v) X go(u,v)|| = r? -sinv

und

0(8) = /Qr2 - sin v d(u, v)

2m s
:fr2-/ / sinv dv du = 41 - r2.
0 0
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11. BSP Rotationsflachen

Gegeben
r:[ug,us] — [0,00] stetig diff’bar

mit

Vu € |up,usl: r(u) > 0.
Setze

U
Q — [u17 UZ] X [07 27—‘-]7 g(ua U) — T(U) COS v
r(u)sinv
Klar: g|() injektiv. Weiter
1 0

gu(u,v) = | 7'(u) -cosv |, go(u,v) =7(u) | —sinv |,

r'(u) - sinw COS U

so daR g, (u, v) und g, (u, v) orthogonal und fir
(u,v) € @ linear unabhangig sind. SchlieRlich

90, 0) X go(u, 0) | = () /1 + (
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Fazit: Flacheninhalt der Rotationsflache S = ¢((Q)) mit

Parameterdarstellung g | Q

O(S) = /Q'r'(u) . \/1 + (') (w) d(u, v)

:/O%/f ru) 1+ () () du do
= 27 - /:2 r(u) - \/1 + (T’)2(u) du

Speziell: Kegelstumpf, gegeben durch 0 < uy < ug und
r(u) =a-u

mit o« > 0. Hier

D(S)ZQT("/ a-u-\1+a?du

=71-av1+ a2 (u5 —u?).

u
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