TECHNISCHE

Fachbereich Mathematik

Prof. Dr. I\/Iirjanfq Dir ) UN |VERS|TAT
Dipl. Math. Stefan Bundfuss DARMSTADT
SS 2006

14. Juli 2006

7. Ubungsblatt zur
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Gruppeniibung

Aufgabe G26 (Gershgorin-Kreise)

Gegeben sei die Matrix
4+5; 2 —i 344

0 0 1 3
A= 0 -1 0 1
0 0 O 12

(a) Skizziere die zur Matrix A gehorigen Gershgorin-Kreise in der komplexen Zahlenebene.

(b) Berechne die Eigenwerte von A und zeichne sie in die Skizze ein.

Losung:
(a) Es gilt
K. = {peC|lu—4-5 <8},
Ky = {peCllul <4},
Ky = {neC|lu <2},
Ky = {peC||p—12| <0} ={12}.

Skizze siehe Abbildung 1.

(b) Die Eigenwerte A\; = 4 + 5i und A2 = 12 lassen sich sofort ablesen. Fiir die mittlere Block-

matrix (_(i %) ergibt sich das charakteristische Polynom A\? + 1 und daraus die Eigenwerte

A3 =i und Ay = —i. Skizze siehe Abbildung 1.

Aufgabe G27 (Gershgorin-Kreise)

(a) Beweise die folgende Verschirfung des Satzes aus der Vorlesung:
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabe G26

Satz: Es sei A = (ai;) € C™*™ beliebig.
FEs gilt
n n
o(A) C <U Kz) N (U Kz/) .
i=1 i=1
mit
n
K;, = ,U,G(C:]p—aii|§2|aij| , t=1,....,n und
7
n
Kj = SpeC:lp—au| < lajlp, i=1,...,n
j=1
i

(b) Skizziere die Menge (Ui, K;) N (U;, K}) fiir die Matrix aus Aufgabe G 26.
Loésung;:

(a) Sei A = (ai;) € C™" beliebig. Die Anwendung des Satzes iiber die Gershgorinkreise aus der
Vorlesung auf A und A7 liefert

o(A)c|JaneC  ln—aul <D laylp =K
=1 j=1 i=1

i
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bzw.

n

n n
o(AT) c | neC : p—aul <> lajl p = J K.
i=1 = =1

JF#i

Damit folgt aus o(A) = o(AT)

o0(A) =0o(A)Nno(AT) = (0 K,) N ( ' K;) .
=1 =1

(b) Es gilt

K| = {peC||p—4-5i<0}={4+5i},
Ky = {peC||ul <3},

Ky = {peC|lul <2},

Ky = {peC||u—12[<9}.

Skizze siche Abbildung 2.

i
10y

-4

Abbildung 2: Skizze zur Aufgabe G27
Aufgabe G28 (Vektoriteration nach von Mises)

-1 -4 0
A=12 5 0].
2 4 2

(a) Fiihre drei Iterationen nach von Mises mit dem Startvektor z(%) = (1,0,0)” durch (d. h. be-
rechne 23 und R(2(?, A)). Verwende zur Normierung die Maximumsnorm.

Gegeben sei die Matrix
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(b) Berechne die Eigenwerte von A und vergleiche diese mit dem Ergebnis aus Teil (a).
Loésung;:
(a) Fiir die Vektoriteration nach von Mises gilt

torn) Az

A=)

Dies ergibt die folgenden Werte:

k Az(k) 1425 | o0 S (k+1)

0| (-1,2,2)T 2 (3.1, D)7

1| (—4.,4,57T 5 (-4, 3,17

2[cre | ¥ [caBy
Daraus folgt

R(:®, 4) = (”(ng;pé fg) ~ 3.5822.

(b) Das charakteristische Polynom lautet
(2= N (A2 —4) +3).

Daher hat A die Eigenwerte 1, 2 und 3. Die Vektoriteration nach von Mises approximiert den
grofiten Eigenwert. Nach drei Iterationen ist die Approximation aber noch relativ schlecht.



