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Gruppeniibung

Aufgabe G20 (Kurven 2. Ordnung)

Sei Y
2 -1 22 1
A—<_1 2), b—(_2\/§) und c—g.

Von welchem Kurventyp ist die Losungsmenge der quadratischen Gleichung

2T Az +bT2 +c=07?

Skizziere die Losungsmenge im urspriinglichen Koordinatensystem.
Losung: Die Matrix A besitzt den Eigenwert 1 mit Eigenvektor (1,1)” und den Eigenwert 3 mit

Eigenvektor (—1,1)T. Seien e; = 1-(1,1)T und ez = - (~1,1)7 die normierten Eigenvektoren.

V2 V2

"=l )

die Transformationsmatrix fiir den Wechsel zur Orthonormalbasis eq, ez. Sei d = CTb = (0, —4).
In der neuen Basis (mit neuer Variablen y) lautet die Gleichung dann

Dann ist

(Cy)TACYy +bTCy+c=0

bzw.
yTCTACY + b1 Cy+c=0
oder ausgeschrieben
y?+3y§—4y2+%:0.
Um das Linearglied —4y> zu beseitigen, fithrt man eine quadratische Ergénzung durch:

4 1 4 2\ 2 2\ ? 1

2 2 2 2
3 - - = 3 - - - - -
Yy + (yz 3y2> + 3 yi+ (ZUQ 3112 + <3> <3> > + 3

92 2
:y%+3(y2—3) —1.
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabe G20.

Setzt man nun z; := y; und 29 := Yo — %, dann lautet die Gleichung in den neuen Variablen
224322 =1.

Folglich ist die Losungsmenge eine Ellipse. Beziiglich der z-Koordinaten liegt das Zentrum im
Nullpunkt. Daher liegt es beziiglich der y-Koordinaten im Punkt (0, %) und der z-Koordinaten

im Punkt (—g, %) Die Vektoren e; und ey geben die Richtung der Achsen der Ellipse an. Die

Halbachsen haben die Lange 1 und % Skizze siehe Abbildung 20.
Aufgabe G21 (Flichen 2. Ordnung)
Sei
3. -1 0 —2V2 3
A=|-1 3 0|, b= 2v/2 und 0:5.
0 0 -2 2

Von welchem Fliachentyp ist die Losungsmenge der quadratischen Gleichung

2T Az + 0Tz +c=07?

Losung: Die Matrix A hat die Eigenwerte 2, 4 und —2 mit den normierten Eigenvektoren e; =

%(1, 1,0)T, e = %(—1, 1,0)7 und e3 = (0,0,1)7. Sei C' = (e1, ea,e3) und d = CTb = (0,4,2)T.
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In den neuen Koordinaten y1, y2, y3 beziiglich der Basis eq, eg, e3 lautet die Gleichung dann:
2 2 2 3
2y7 +4y; — 2y3 +4y2+2y3+§ =0.

Mit Hilfe zweier quadratischer Ergédnzungen erhélt man:
1 N 1 3 1\? 1
20 +4(y3 ) —1-2(42 - )+ =27 +4 —) —2(ys—=) +1
Y1 + <y2+y2+4> (?/3 Z/3+4>+2+2 Y1 + y2+2 Ys — 5 +

Fiihrt man neue Koordinaten z1 := 1, 22 := y2 + % und z3 := y3 — % ein, ergibt sich die neue
Gleichung
9,2 2 2 _
Zl +422 — 2Z3 = —1,

aus der sich ablesen l48t, dafl es sich bei der Losungsmenge um ein zweischaliges Hyperboloid
handelt.
Aufgabe G22 (Norm)

Sei A € R™*™ eine reelle symmetrische Matrix, deren Eigenwerte alle echt grofier als Null sind.

(a) Zeige, dafl die Abbildung
Ng:R" - R:z+— /(z, Ax)
eine Norm ist.
(b) Wie sieht der Einheitskreis beziiglich N4 aus?
(¢) Warum ist N4 keine Norm, wenn A einen negativen Eigenwert oder Null als Eigenwert
besitzt?

Erinnerung: Fine Abbildung N : R™ — R heifit Norm wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(a) N(z) >0 fiir alle z € R" und N(z) =0 < = =0,
(b) N(Az) = |A|N(z) fiir alle A € R und = € R",
(c) N(x+y) < N(x)+ N(y) fir alle z,y € R™.

Tipp: Finde Matrizen T und D, soda A = TT DT DT gilt.

Losung:

(a) Da A eine reelle symmetrische Matrix ist, existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
Das heifit es gibt Matrizen T und D, sodaB A = TTDT gilt. Die Matrix D ist eine Diago-
nalmatrix mit den Eigenwerten Ai,..., A, auf der Diagonalen. Da alle Eigenwerte positiv
sind, 1#8t sich die Diagonalmatrix D mit den Diagonaleintrigen v/A1,..., v\, definieren.
Offensichtlich gilt dann D = DTD. Da D und T invertierbar sind, ist auch DT invertierbar
und definiert eine bijektive lineare Abbildung ¢ : R™ — R".

Fiir das Skalarprodukt gilt (z,y) = 27y. Daraus folgt

Na(z) = /(x, Az) = VaT Az = VaTTT DT DTz = /(DTz)T DTz = \/(p(x), p().

Da +/(z,z) eine Norm ist und ¢ bijektiv und linear, ist auch N4 eine Norm.
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(b) Der Einheitskreis beziiglich N4 ist die Losungsmenge der Gleichung

1= Ny(z) = VaT Ax (1)
& 1=2"Az (2)

Da alle Eigenwerte von A echt grofier als Null sind, ist die Losungsmenge ein Ellipsoid, wobei

die Eigenvektoren die Richtung der Achsen beschreiben und NoTERRRRRY, ™ die Langen der

Halbachsen sind.

(c) Ist A < 0 eine Eigenwert von A und v ein Eigenvektor dazu, dann ist

N(v) = /{0, A0) = /{0, 30) = VAol ¢ R

und daher N4 keine Norm.
Ist A = 0 eine Eigenwert von A und v ein Eigenvektor dazu, dann ist v # 0 aber

N(v) = (v, Av) = \/{v,\v) =0

und folglich N4 keine Norm.

Hausiibung

Aufgabe H19 (Kurven 2. Ordnung) (8 Punkte)

Sei K = {(x1,22,73)T | 23 + 23 — 22 = 0} und E = {(x1,22,23)T | 271 + 22 + 23 = 1}. Dann ist
K ein Doppelkegel und E eine Ebene. Von welchen Kurventyp ist die Schnittmenge K N E?

Loésung: Alle (21, x2,23) € K N E erfiillen die Gleichungen
2 2 2 _ _
zi+x3—23=0 und 2x)+4+x2+z3=1.
Eliminiert man die Variable x3, dann erhéilt man die Gleichung

33;% +4x1290 — 421 — 229 — 1 = 0.

a=(30) ma 0=(2)

148t sich die Gleichung auch in der Form
eT Az +bTe—1=0

schreiben.

Die Matrix A hat die Eigenwerte 4 und —1 mit den normierten Eigenvektoren %(2, DT und
1

\/g(—1,2)T. In den neuen Koordinaten 1, yo beziiglich der Basis aus Eigenvektoren lautet die

Gleichung
4yt —y3 —2vBy1 — 1 =0.
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Mittels quadratischer Ergéinzung erhélt man

2
V5 5 5 V5 9
4yf—2\/5y1—y§—1=4<yf—2y1+16 —Z—y§—1=4 n- —y— .

In den neuen Koordinaten zy :=y; — %, zo 1= yo lautet die Gleichung
9
423 — 25— = =0
A=Ay
bzw. 16 4

Daraus 148t sich ablesen, dafl es sich bei der Schnittmenge um eine Hyperbel handelt.

Anmerkung: Je nachdem welche Variable am Anfang eliminiert wird, erhilt man unterschiedli-
che Eigenwerte und Eigenvektoren. Das hat aber nur einen Einflul auf die Kompliziertheit der
Rechnung und nicht auf das Endergebnis. Der Kurventyp ist immer derselbe.

Aufgabe H20 (Flichen 2. Ordnung) (8 Punkte)
Sei
2 0 -5 —2+6v2
A= 01 ? \}5 , b= 2+6v2 und ¢ = 20.
v o ~2v2

Von welchem Flachentyp ist die Losungsmenge der quadratischen Gleichung

2T Az + 072 +c=07?

Losung: Die Matrix A hat die Eigenwerte 3, 2 und 1 mit den normierten Eigenvektoren e; =

(—%,%,%)T, ey = %(1,1,0)T und ez = (%,—%,%)T. Sei C' = (e1,e2,e3) und d = CTh =

(0,12, —4)"". In den neuen Koordinaten y1, y2, y3 beziiglich der Basis ey, e, e3 lautet die Gleichung
dann:

32 + 202 + Y2 + 125 — dyz + 20 = 0.

Mit Hilfe zweier quadratischer Ergénzungen erhilt man:
32+ 2033 +6y2+9) — 18+ (y2 —dys +4) — 4420 = 3> + 2(y2 + 3)2 + (y3 — 2)2 + —2

Fiithrt man neue Koordinaten 2z := y1, 20 := y2 + 3 und 23 := y3 — 2 ein, ergibt sich die neue
Gleichung

328+ 225+ 25 =2
bzw.

3 1
iz% + 22+ 5232) =1,
aus der sich ablesen 148t, dafl es sich bei der Losungsmenge um ein Fllipsoid mit den Halbachsen

der Lange %, 1 und v/2 handelt.

Klausur
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Die Klausur ,,Lineare Algebra fiir Ph-BSc“ findet

am Dienstag 25. Juli 2006
von 10.00 - 12.00 Uhr

statt. Es wird der Stoff der Veranstaltungen ,, Linearen Algebra I fiir Physiker” und , Lineare Algebra
IT fiir Physiker* gepriift.

Als Hilfsmittel sind samtliche Unterlagen (Biicher, Skripte, eigene Aufzeichungen, ... ) zugelassen.
Es diirfen keine Taschenrechner benutzt werden.

Wichtig: Zur Teilnahme an der Klausur ist eine Anmeldung beim Zentralen Priifungssekretariat
erforderlich. Anmeldeschluf$ ist der 30. Juni 2006.



