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3. Übungsblatt zur

”
Lineare Algebra II für Physiker“

Gruppenübung

Aufgabe G13 (Minimalpolynom)

(a) Sei α ∈ R. Bestimme jeweils das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom der
folgenden Matrizen:

A :=


α 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 α

 ∈ Rn×n, B :=



α 1 0 · · · 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1
0 · · · · · · 0 α


∈ Rn×n,

C :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

 , D :=

 3 0 0
−1 4 2
−1 1 5

 .

(b) Gibt es Matrizen E,F ∈ R3×3, die unterschiedliche charakteristische Polynome besitzen,
deren Minimalpolynome aber übereinstimmen?

Lösung:

(a) Das charakteristische Polynom von A ist offensichtlich χA(λ) = (α − λ)n. Da das charakte-
ristische Polynom und das Minimalpolynom diegleichen Nullstellen besitzen, muß das Mini-
malpolynom die Form µA(λ) = (λ − α)k haben, wobei k das kleinste k ∈ N sein soll für das
(A − αI)k = 0 gilt. Hier gilt k = 1. Folglich ist µA(λ) = λ − α.
Das charakteristische Polynom von B ist offensichtlich χB(λ) = (α − λ)n. Zum Bestimmen
des Minimalpolynoms ist wieder ein minimales k ∈ N zu bestimmen, für das (A − αI)k = 0
gilt. Die Multiplikation einer Matrix M mit A − αI bewirkt gerade, daß alle Spalten von
M um eins nach rechts ’geschoben’ werden und die erste Spalten eine Nullspalte ist. Sind
m1, . . . ,mn die Spalten von M , dann gilt M(A − αI) = (0,m1, . . . ,mn−1). Daher gilt k = n
und folglich µB(λ) = (λ − α)n.
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Beachte, daß A und B dasgleiche charakteristische Polynom aber unterschiedliche Minimal-
polynome besitzen.
Das charakteristische Polynom von C ist offensichtlich χC(λ) = (1 − λ)2λ(−1 − λ) und das
Minimalpolynom µC(λ) = (1 − λ)λ(−1 − λ).
Für das charakteristische Polynom von D gilt

χD(λ) = det(D − λI) = det

3 − λ 0 0
−1 4 − λ 2
−1 1 5 − λ


Entwicklung

nach der
1. Zeile= (3 − λ)((4 − λ)(5 − λ) − 2)

= (3 − λ)2(6 − λ).

Es gilt

(D − 3I)(D − 6I) =

 0 0 0
−1 1 2
−1 1 2

 −3 0 0
−1 −2 2
−1 1 −1

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Folglich ist µD(λ) = (λ − 3)(λ − 6) das Minimalpolynom von D.
(b) Sei

E :=

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 und F :=

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Dann gilt

χE(λ) = (−1 − λ)2(1 − λ) 6= (−1 − λ)(1 − λ)2 = χF (λ),
µE(λ) = (1 − λ)(−1 − λ) = µF (λ).

Folglich gibt es Matrizen mit der gewünschten Eigenschaft.

Aufgabe G14 (Eindeutigkeit des Minimalpolynoms)

Zeige, daß es zu jeder Matrix A genau ein Minimalpolynom gibt.

Lösung: Angenommen µ und ν sind Minimalpolynome von A. Dann haben beide Polynome
dengleichen Grad, da ansonsten eines der beiden die Eigenschaft, daß Minimalpolynome Polynome
minimalen Grades sind, verletzen würde. Es gelte µ(λ) =

∑n
i=0 µiλ

i und ν(λ) =
∑n

i=0 νiλ
i. Da

Minimalpolynome normiert sind gilt µn = νn = 1. Daraus folgt

0 = µ(A) − ν(A) =
n−1∑
i=0

(µi − νi)Ai.

Daher ist
∑n−1

i=0 (µi − νi)λi auch ein Minimalpolynom, dessen Grad aber kleiner als n ist, was ein
Widerspruch zur Annahme ist.

Aufgabe G15 (Symmetrisch, hermitisch, . . . )

Überprüfe jeweils, ob die folgenden Matrizen symmetrisch, schiefsymmetrisch, hermitisch, schief-
hermitisch oder normal sind:

A :=

1 0 0
0 0 0
0 0 i

 , B :=

2i 0 i
0 0 4
−i 4 4i

 , C :=


1√
2

1
2

1
2

1√
2

−1
2 −1

2

0 1√
2

− 1√
2

 .
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Welche der Matrizen sind diagonalisierbar (über C)?

Lösung: Die Matrix A ist symmetrisch und als Diagonalmatrix auch normal und diagonalisierbar.

Die Matrix B ist schiefsymmetrisch und daher auch normal. Folglich ist sie diagonalisierbar.

Für die Matrix C gilt CC∗ = I. Somit ist sie unitär und daher auch normal. Daraus folgt, daß sie
diagonalisierbar ist.

Aufgabe G16 (Reelle symmetrische Matrizen)

Die lineare Abbildung ϕ sei durch eine reelle, symmetrische Matrix gegeben. Zeige, daß ϕ eine
Folge von Streckungen, Stauchungen, Spiegelungen und Projektionen ist.

Lösung: Reele symmetrische Matrizen besitzen nur reelle Eigenwerte und sind diagonalisierbar.
Bezüglich einer geeigneten Basis b1, . . . , bn (in diesem Fall kann diese als Orthonormalbasis gewählt
werden) hat ϕ die Darstellungsmatrix

D :=


λ1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn



=


λ1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 1

 · · ·



1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . λi
. . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · 0 1


︸ ︷︷ ︸

:=Fi

· · ·


1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1 0
0 · · · 0 λn

 .

Betrachte die Fi:

• Ist λi > 1, dann ist Fi eine Streckung um den Faktor λi in Richtung bi.

• Ist λ = 1, dann ist Fi die Identität.

• Ist 0 < λi < 1, dann ist Fi eine Stauchung um den Faktor λi in Richtung bi.

• Ist λi = 0, dann ist Fi eine Projektion auf den Unterraum {bi}⊥.

• Ist −1 < λi < 0, dann ist Fi eine Stauchung um den Faktor −λi in Richtung bi und eine
Spiegelung am Unterraum {bi}⊥.

• Ist λ = −1, dann ist Fi eine Spiegelung am Unterraum {bi}⊥.

• Ist λi < −1, dann ist Fi eine Streckung um den Faktor −λi in Richtung bi und eine Spiegelung
am Unterraum {bi}⊥.

Beachte, daß die Reihenfolge der Fi keine Rolle spielt.
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Hausübung

Aufgabe H13 (Minimalpolynom) (8 Punkte)

(a) Zeige, daß ähnliche Matrizen dasselbe Minimalpolynom besitzen.
(b) Sei A eine diagonalisierbare Matrix und

χA(λ) =
r∏

i=1

(λi − λ)si

das charakteristische Polynom von A, wobei λ1, . . . , λr paarweise verschieden seien.
Bestimme das Minimalpolynom von A.

Lösung:

(a) Seien A und B ähnliche Matrizen, das heißt es gibt eine invertierbare Matrix S, sodaß B =
S−1AS gilt. Für die Minimalpolynome von A und B gilt

µA(B) = µA(S−1AS) =
n∑

i=0

αi(S−1AS)i =
n∑

i=0

αiS
−1AiS = S−1µA(A)S = 0,

µB(A) = µB(SBS−1) =
n∑

i=0

αi(SBS−1)i =
n∑

i=0

αiSBiS−1 = S−1µB(B)S = 0.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Minimalpolynome muß µA = µB gelten.
(b) Da A diagonalisierbar ist, gibt es eine zu A ähnliche Diagonalmatrix D. Da ähnliche Matrizen

dasgleiche Minimalpolynom besitzen, gilt µA = µD. Es gilt

(D − λ1I) . . . (D − λrI) = 0.

Da χA und µD dieselben Nullstellen besitzen, folgt

µA(λ) = µD(λ) =
r∏

i=1

(λ − λi).

Aufgabe H14 (Diagonalelemente spezieller Matrizen) (6 Punkte)

Sei A = (aij) ∈ Cn×n. Zeige die folgenden Aussagen:

(a) Ist A schiefsymmetrisch, dann gilt aii = 0 für alle i ∈ {1, . . . , n}.
(b) Ist A hermitisch, dann gilt aii ∈ R für alle i ∈ {1, . . . , n}.
(c) Ist A schiefhermitisch, dann gilt aii ∈ C \ (R \ {0}) für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Lösung:

(a) Ist A schiefsymmetrisch, dann gilt aij = −aji für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Insbesondere gilt
aii = −aii. Daraus folgt aii = 0 für alle i ∈ {1, . . . , n}.

(b) Ist A hermitisch, dann gilt aij = aji = Re(aji)−Im(aji) für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Insbesondere
gilt aii = aii = Re(aii)− Im(aii). Daraus folgt Im(aii) = 0 also aii ∈ R für alle i ∈ {1, . . . , n}.

(c) Ist A schiefhermitisch, dann gilt aij = −aji = −Re(aji) + Im(aji) für alle i, j ∈ {1, . . . , n}.
Insbesondere gilt aii = −aii = −Re(aii) + Im(aii). Daraus folgt Re(aii) = 0 also aii ∈
C \ (R \ {0}) für alle i ∈ {1, . . . , n}.
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