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1. Ubungsblatt zur
»Lineare Algebra II fiir Physiker*

Gruppeniibung

Aufgabe G5 (Eigenwerte & Eigenrdume geometrisch)

Seien u, v € R3 linear unabhiingige Vektoren. Wie sehen die reellen Eigenwerte und die zugehorigen
Eigenrdume der folgenden linearen Abbildungen aus:

(a)
(b)
()

Spiegelung an der von u und v aufgespannten Ebene,
Projektion auf die von v und v aufgespannte Ebene,

Drehung um die Achse, die von v erzeugt wird.

Loésung: Sei E die von u und v aufgespannte Ebene.

(a)

Da alle Vektoren aus E durch die Spiegelung nicht verdndert werden, sind diese Eigenvektoren
zum Eigenwert 1 und E der zugehorige Eigenraum. Vektoren, die senkrecht zur Ebene sind,
werden durch die Spiegelung auf ihr negatives abgebildet. Folglich sind sie Eigenvektoren
zum Eigenwert —1 und E-+ ist der zugehorige Eigenraum.

Da alle Vektoren aus E durch die Projektion nicht verdndert werden, sind diese Eigenvektoren
zum Eigenwert 1 und E der zugehorige Eigenraum. Vektoren, die senkrecht zur Ebene sind,
werden durch die Projektion auf den Nullvektor abgebildet. Folglich sind sie Eigenvektoren
zum Eigenwert 0 und E* ist der zugehérige Eigenraum.

Sei G die von v erzeugte Gerade. Da alle Vektoren auf der Drehachse durch die Drehung
nicht verdndert werden sind diese Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und G der zugehorige
Eigenraum.

Sei v € [0,27) der Drehwinkel.

Fiir a = 0 handelt es sich um die Identitdt. Folglich sind alle Vektoren Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 und R? der zugehorige Eigenraum.

Fiir a = 7 handelt es sich um eine Spiegelung an der Geraden. Folglich sind alle Vektoren, die
senkrecht zu G sind, Eigenvektoren zum Eigenwert —1 und G+ der zugehérige Eigenraum.
Fiir alle anderen « gibt es keine Eigenvektoren auflerhalb der Drehachse.
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Aufgabe G6 (Eigenwerte orthogonaler Abbildungen)
Sei ¢ eine orthogonale Abbildung und A € R ein Eigenwert von .

Welche Werte fiir A sind moglich? Gib fiir jeden moglichen Wert von A eine orthogonale Abbildung
an, die diesen Eigenwert besitzt.

Losung: Sei v ein zu A gehoriger Eigenvektor. Da orthogonale Abbildungen die Lénge erhalten,
gilt
[oll = lle() [l = Mol = [Al[[]-

Folglich ist A = £1.
Die orthogonale Abbildung

0:R? - R?: v — ((1) _Ol)v
hat offensichtlich die Eigenwerte 1 und —1.

Aufgabe G7 (Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit)

Gegeben sei

-1 -3 -3
A= -2 -1 =2
2 3 4

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von A.
(b) Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume.
(c) Ist A diagonalisierbar? Falls ja, gib eine Diagonalmatrix D und eine Matrix 7" an, sodafl
T-1AT = D gilt.
Losung:

(a) Fiir das charakteristische Polynom von A gilt

~1-x -3 -3 ~1-X -3 -3
det(A—A)=det| -2 —1-x -2 |"™"qet| -2 -1-x -2
p 3 4-2) 0 2-)\ 2-)

= (=1 =N (1= MN)(2=AN)+22=A)+2-(=3(2=\) +3(2-\))

— =N+ N1,
Also ist P4(A) = —(1 4+ A)(1 = X)(2 = N).

(b) Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, also \; = —1,
A=1 A3 =2

Die zu A; gehorenden Eigenrdume ergeben sich als Losungsraum der Gleichungssysteme (A —
)\ZI)U’L = 0, 1= 1,2,3.
Sei A\; = —1. In diesem Fall ist (A + I)v; = 0 zu lésen.

III+I+11
0 -3 =30\ 3 /01 1]0
—2 0 2|0 | & 10 1/0
2 3 5]0 0000
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Also ist

1
Ey=qp 1 |, peR\{0}

der Eigenraum zum Eigenwert —1.
Sei Ay = 1. Hier ist (A — I)va = 0 zu l6sen.

-2 -3 =-3|0 1 1 1/0
-2 =2 =210 |~ 01 1|0
2 3 310 0 0 010
Somit ist
0
Ey=qpu-{ 1], peR\{0}
der Eigenraum zum Eigenwert 1.
Sei A3 = 2. Jetzt ist (A — 2] )vs = 0 zu betrachten.
-3 -3 =310 1 1 10
-2 -3 =210 ]~101 0|0
2 3 210 0 0 010
Also ist
1
Es=qp- 0 , pER \ {O}
-1

der Eigenraum zum Eigenwert 2.

(c) Die Matrix A ist diagonalisierbar, da alle Eigenwerte verschieden sind. Die gesuchte Trans-
formationsmatrix ist gerade die Matrix deren Spalten die Eigenvektoren von A sind:

-1 0 0 1 0 1
D = 010 ], T = 11 0
0 0 2 -1 -1 -1
Aufgabe G8 (Drehungen)
Die Abbildung ® : R? — R3, ®(z) = Az mit
WEHL VD b+
I N
1 1 1 1 1
—1\/3 + 35 _Zﬁ 1\/3 + 35
ist eine Drehung um eine Achse. Bestimme die Richtung der Drehachse und den Drehwinkel.
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Lésung: Bei einer Drehung sind die Vektoren der Drehachse dadurch ausgezeichnet, dafl sie
durch die Drehung nicht verdndert werden, dafl also Az = x gilt. Das heifit x ist Eigenvektor zum
Eigenwert 1. Wir bestimmen diese Eigenvektoren:

N R R R N R N el O B SRV R
-2 IV3-1 V2 Mol —v2 o 2v3-4 V2
1 1 1 1 1
—pV3+3 —1vV2 o V33 0 0 0
B2y [0 V28-4v3) 0
V2
~ -2 2V3-4 V2
0 0 0

Also ist (1,0,1)7 ein solcher Eigenvektor und damit ist (1,0,1)7 die Richtung der Drehachse.

Um den Drehwinkel zu bestimmen, bilden wir einen zur Drehachse senkrechten Vektor. z.B. © =
(0,1,0)” mit der Drehung ab. Es gilt

0 V2

Az =A[1] = %\/5
0 —3V2

und der Winkel « zwischen x und Az ist der Drehwinkel:

cos(a) = oo _%\/3_@
=] - [|Azf] 1.1 27
also gilt o = .
Hausiibung
Aufgabe H5 (Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit) (10 Punkte)
Gegeben sei
1 1 1
A=| -6 3 -1
6 —2 2

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von A.

(b) Bestimme alle Eigenwerte und Eigenvektoren.

(c) Ist A diagonalisierbar? Falls ja, gib eine Diagonalmatrix D und eine Matrix 7" an, sodaf}
T—YAT = D gilt.

Losung:

(a) Es gilt det(A — M) = (4 — A)(1 — A\)?, also pa(\) = (A —4)(1 — N)2.

(b) Die Eigenwerte sind A; = 4, Ao = 1, als zugehorige Eigenrdume berechnet man

0 1
Ey=qup- 1 aMGR\{O} ) Ey=qp- 2 nuER\{O}
—1 —2
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(c) Die Matrix ist nicht diagonalisierbar, da die Summe der Dimensionen der Eigenrdume zwei
ist und nicht drei.
Aufgabe H6 (Eigenwerte dhnlicher Matrizen) (4 Punkte)
Zeige, dafl dhnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen.

Zur Erinnerung: Zwei Matrizen A, B € R™*"™ heiflen dhnlich, falls es eine invertierbare Matrix
S € R™" gibt, sodal B = S™1AS gilt.

Losung: Seien A und B dhnlich, das heifit es gibt eine invertierbare Matrix S, soda B = S~'AS
gilt. Dann gilt fiir das charakteristische Polynome
Pp(\) = det(B — M) = det(S™1AS — \I) = det(S™1AS — AST'IS) = det(S™1(A — AI)S)
= det(S™!) det(A — M) det(S) = det(A — AI) = Pa(\).
——

det(S)
Da A und B dasselbe charakteristische Polynom besitzen, haben sie auch die gleichen Eigenwerte.

Aufgabe H7 (Eigenwerte & Eigenriume transponierter Matrizen) (8 Punkte)

Sei A eine quadratische Matrix.
(a) Beweise oder widerlege, dal A und A” die gleichen Eigenwerte haben.
(b) Beweise oder widerlege, da8 A und A’ die gleichen Eigenrsiume haben.
Losung:

(a) Sei A Eigenwert von A. Dann ist det(A — A[) = 0. Da die Determinante invariant bzgl.
Transponieren ist, gilt damit det(A—\I) = det(A—\I)T = 0. Esist (A—AI)T = AT—-(\I)T =
(AT = XI)T = AT — AI. Somit ist det(A” — A\I) = 0 und X ist auch Eigenwert von AT

(b) Die Aussage lédsst sich durch folgendes Gegenbeispiel widerlegen. Sei

1 2
=(13)

dann hat A die Eigenwerte Ay = 1+ 2 =3 und A\y = 1 — 3 = —2. Zu diesen gehoren die

Eigenrdume
1 -2
UM:{a< 1 ) \aeR}, UAQZ{a< 1 > |046R}.
Es hat
1 3
T _
=(20)
zwar auch die FEigenwerte \ = %, also Ay = 3 und Ay = —2, aber die Eigenrdume sind
-3 -1
Uy =19« o laeRy, Uy, =1 1 laeR .
Aufgabe H8 (Eigenwerte & Eigenrdume) (10 Punkte)

(a) Sei v ein Eigenvektor der invertierbaren Matrix A zum Eigenwert A. Zeige, dal dann v auch

Eigenvektor von A~! zum Eigenwert % ist.
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(b) Sei v ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A und s ein Skalar. Zeige, dafl v ein
Eigenvektor von A — sI zum Eigenwert A — s ist.

(c) Bestimme die Eigenwerte und Basen der Eigenrdume von den folgenden drei Matrizen:

-2 2 3 -5 2 3
A= -2 3 2|, A4Y, B=| -2 0 2
-4 25 -4 2 2

Losung:

(a) Sei A Eigenwert von A und v ein dazugehoriger Eigenvektor. Dann gilt Av = Av. Da A
invertierbar ist, existiert A~! und wir erhalten durch eine Multiplikation von links: v =
AA~. Durch Multiplikation mit % ergibt sich dann A=ty = %v (es ist A # 0 da ansonsten
die Dimension des Kernes von A mindestens eins wire und daher A nicht invertierbar). Also
ist v Eigenvektor von A~ zum Eigenwert %

(b) Aus Av = Av und slv = sv erhélt man durch Subtraktion: Av — slv = Av — sv. Durch
Ausklammern ergibt sich nun (A — sI)v = (A — s)v, also ist v ein Eigenvektor von A — sI
zum Eigenwert A — s.

(c) Das charakteristische Polynom von A ist

—2-\ 2 3
det -2 33—\ 2 | ==X +6\2-110+6=0.
—4 2 5—A

Dieses Polynom hat die Nullstellen Ay = 1, 3 = 2, A3 = 3, die Eigenwerte von A. Durch
Losen der drei homogenen Gleichungssysteme

—2 -\ 2 3 T 0
—2 3—)\]' 2 €To == 0 y j:1,2,3
—4 2 5— )\j I3 0

erhélt man als Basisvektoren der drei Eigenrdume Uy, ,U),,U), die Vektoren:

1 1 1
0 fiir U)\l, 2 fiir U)\2, 1 fiir U/\S.
1 0 1

Da A invertierbar ist, sind nach (a) \y = 1,y = %,)\3 = % die Eigenwerte von A~!. Die
Basen der Eigenrdume sind die gleichen wie fiir A, ebenfalls nach (a).
Man erkenne

-5 2 3
B=| -2 0 2 | =A-3E3
-4 2 2

und erhélt aus (b), dass die Eigenwerte nun A\ =1—-3= -2, =2-3=—-1,A3=3-3=0
sind, jeweils zugehorige Eigenvektoren aber die gleichen wie von A sind.



