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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Orthogonale Unterrdume)

Sei
1\ /4\ [7
A={2].[5].[s
3/ \6/ \9

Berechne A+L.

Lo6sung: Nach Definition gilt

Es ist also ein homogenes lineares Gleichungssystem zu l6sen. Dazu wird zuerst die obige Matrix
in Zeilenstufenform gebracht:

1 2 3\ 1-ar (1 2 3 1 2 3
45 6 11,1\;71 0 —3 6 HI;}QH 0 -3 —6
7 8 9 0 —6 —12 0 0 O
Damit ist x = (:cl T9 :E3)T eine Losung des Gleichungssystem, wenn xo = —2z3 und 1 =
4x3 — 3x3 = x3 ist. Daher gilt
1
At ={al -2 a€eR
1

Aufgabe G2 (Orthogonale Unterréume)
Seien A, B Teilmengen des Vektorraums V. Zeige die folgenden Aussagen:
(a) AC B = Bt c At
(b) ACc Bt < BcC AL
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Loésung:

(a) Sei # € B* beliebig. Dann gilt nach Definition (x,b) = 0 fiir alle b € B. Folglich gilt auch
(z,a) =0 fiir alle a € A, da A C B. Damit ist z € A+ und B+ c A+,

(b) Offensichtlich geniigt es A € B* = B C Al zu zeigen. Sei € B beliebig. Aus A ¢ B+
folgt, daB (z,a) = 0 fiir alle a € A gilt. Folglich ist 2 € A+ und damit B C A*.

Aufgabe G3 (Projektion)

(a) Sei U ein endlichdimensionaler Unterraum des Vektorraums V' mit Orthonormalbasis (u1, . . . , Um)
und
m
m:V-Vive Z(v,uﬁui
i=1
Zeige, dafi die Abbildung 7 eine Projektion ist, das heifit es gelten die folgenden Eigenschaften:
i. 7 ist linear,
ii. 7(v) e U fur allev € V,
ili. m(u) = u fur alle w € U und

iv. tom = 1.

(b) Sei
1
v 0 L
1 0 3
u=|Vv2|, v=|_L und w =
0 V2 2
0 2 4

Projiziere den Vektor w auf den von u und v erzeugten Unterraum.
Loésung;:

(a) i. Seien v,w € V und a,b € R. Dann gilt

m(av + bw) = Z(av + bw, ui)u; = aZ(v,uQui + bZ(w,uﬁui = am(v) + br(w).
i=1 i=1 i=1

Folglich ist 7 linear.

ii. Fir beliebiges v € V ist 7(v) eine Linearkombination der Vektoren uy, ..., u,, die eine
Basis des Untervektorraums U bilden. Folglich gilt w(v) € U.

iii. Sei u € U beliebig. Dann 148t sich w als Linearkombination der Basisvektoren uy, .
darstellen: u = Z;ﬂ:l aju;. Daraus folgt

ey Um

n m n n n
m(u) =7 Zajuj = Z <Z ozjuj,ui> = Z a; (uj,ug) u; = Zaiui = .
j=1 i=1 \j—=1 ij=1 :m i—1
=0 sonst ’
Bemerkung: Daraus folgt nebenbei, da§ (u,u;) gerade die Koordinaten von u beziiglich
der Orthonormalbasis uq, ..., u,, sind.
iv. Sei v € V beliebig. Nach Aufgabenteil (a)ii. gilt 7(v) € U und nach Aufgabenteil (a)iii.

m(m(v)) = 7(v).



0. Ubung Lineare Algebra 11 fiir Physiker

(b) Es gilt
(uyuy =1, (v,v) =1 und (u,v) = 0.

Folglich ist (u,v) eine Orthonormalbasis des von u und v erzeugten Untervektorraums U.
Dabher ist
TRV Uz (z,u)u+ (z,0)v

die Projektion auf U und es gilt

w3

o kel
+
/T
+

|~

N——
Shho o
W W NN

Aufgabe G4 (Orthogonale Abbildungen)
Welche geometrischen Operationen werden durch orthogonale Abbildungen im R? beschrieben?
Tipp: Bedenke, daf eine lineare Abbildung eindeutig durch das Bild einer Basis bestimmt ist.

Losung: Sei f eine orthogonale Abbildung und (a,b) eine Orthonormalbasis des R2. Dann ist f
durch die Bilder f(a) und f(b) eindeutig bestimmt. Da orthogonale Abbildungen Léngen erhalten,
liegen f(a) und f(b) auf dem Einheitskreis. Sei f(a) = u (sieche Abbildung 1), dann ist f(b) = v

Abbildung 1: Skizze

oder f(b) = v/, da orthogonale Abbildungen auch Winkel erhalten. Bezeichne o den Winkel
zwischen a und u.

Ist f(b) = v, dann beschreibt f offensichtlich eine Drehung um den Winkel a.

Ist f(b) = ¢/, dann ist f eine Drehung um den Winkel « mit anschlieBender Spiegelung an der durch
u erzeugten Gerade. Dies ist aber nichts anderes als eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden
zwischen a und wu. Dies 1afit sich leicht einsehen indem man die Orthonormalbasis betrachtet,
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die aus dem Einheitsvektor ¢, der die Winkelhalbierende erzeugt, und einen dazu orthogonalen
Einheitsvektor d besteht, betrachtet. Dann gilt f(c) = ¢ und entweder f(d) = d oder f(d) = —d.

Insgesamt folgt, daB eine orthogonale Abbildung im R? entweder eine Drehung oder eine Spiegelung
ist.

Hausiibung
Aufgabe H1 (Orthogonale Unterrdume) (6 Punkte)
Sei
1 4 7
A= 21,15],18
3 6 9

Berechne (A+)+.
Losung: Aus Aufgabe G1 ist bekannt, daf3

1
At ={a|-2] lacR
1
gilt. Daraus folgt
2a —b
(AN ={zeR®|(1 -2 1)z=0}= a a,beR
b
2 —1
=<all]+b| 0 a,be R 3 =lin(A).
0 1
Aufgabe H2 (Orthogonale Unterrdume) (6 Punkte)

Sei A eine Teilmenge des Vektorraums V. Zeige die folgenden Aussagen:
(a) AC (AH)%
(b) AL = ((A4)4)L,

Loésung;:
(a) Sei a € A. Dann gilt (a,a) = 0 fiir alle @ € A*. Folglich ist a € (A+)*.

(b) Aus Aufgabenteil (a) folgt A+ C ((A1)1)*.
Sei a € ((A+)*1)*. Dann gilt {(a,b) = 0 fiir alle b € (A+)+ D A. Folglich ist a € A*.

Aufgabe H3 (Projektion) (8 Punkte)
(a) SeiU ein endlichdimensionaler Unterraum des Vektorraums V' mit Orthonormalbasis (u1, . . . , Um)
und

W:V—>V:v»—>z<v,ui>ui.
i=1

Zeige, daf} fiir die Abbildung 7 die folgenden Eigenschaften gelten:
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i. Imm = U und Kerm = U™,

ii. v — 7(v) € U™ fiir alle v € V,

o= m(v)|| < |lv—ul fir alle v € V und w € U und Gleichheit gilt nur fir v = 7(v),
iv. |lv —w(v)|| = mingey{|lv — u| } fir alle v € V.

(b) Sei

—-
—-

i

W N =

1 1
1 0

u=|{,1 v=|, und w =
1 0 4

Projiziere den Vektor w auf den von v und v erzeugten Unterraum.
Loésung:

(a) i Aus Aufgabe G3 Teil (a)ii. folgt Imm C U und aus Aufgabenteil (a)iii. Imm D U und
damit Imm =U.
Sei x € Ker m. Dann gilt

m

0=m(z) = Z(m,u»m

i=1
Da (u1,...,un) eine Basis ist, ist (x,u;) = 0 fiir alle ¢ € {1,...,m}. Sei u € U beliebig
und es gelte u = Y ;" | oju,;. Dann folgt

Daher ist z € U+.
Sei z € U*. Dann gilt (x,u) fiir alle u € U, insbesondere fiir u1, . .., u,,. Folglich ist

und daher x € Ker .
ii. Fir beliebiges v € V gilt

m(v—7(v)) =n(v) —n(nw(v)) = 7(v) — w(v) = 0.

Daher ist v — 7(v) € Kerm = U~.
iii. Da v —m(v) € Kerm = U+ und 7(v) —u € U, sind v — 7(v) und 7(v) — u orthogonal und
es gilt der Satz des Pythagoras’

lo =7 ()|* + |7 (v) = ul® = [lv = 7(v) +7(v) = ul* = [Jo - u]?
= lv =7 () < flo —ulf?
& lo =7 ()| < [lv —ull.
Gilt v = 7(v), dann gilt offensichtlich auch ||v — 7(v)|| = ||v — ul|. Ist u # 7(v), dann ist

|7(v) —ul| > 0 und daher [jv —7(v)| < |Jv — u]|.
iv. Folgt direkt aus Aufgabenteil (a)iii..



0. Ubung Lineare Algebra 11 fiir Physiker

(b) Da u und v weder normiert noch orthogonal sind, mufl zunéchst eine Orthonormalbasis des

von v und v erzeugten Unterraums U bestimmt werden. Mit dem Orthonormalisierungsver-
fahren nach Gram-Schmidt ergeben sich die folgenden Schritte:

w=b=(1 11 1)"
(75} 1

me s s 1L ) =G 3 Y]
m=b- =001 0" -(G+HG 34 N =0 3§ P
N Pl seseseii I A e I
4 4 4 4
Daher ist

7:RY S Uz (z,01)v + (z,02)03

die Projektion auf U und es gilt

1 1 2
1 11 1 11 -1 3
— —(14+2+34+4) S(1-243-4)-= _
Tw) =23 sd) gl | Fo=2H3=451 2
1 -1 3
Aufgabe H4 (Orthonormale Matrizen) (4 Punkte)
Sei Q € R™ ", Zeige, dafl die folgenden zwei Aussagen dquivalent sind:
(a) Die Spalten von @ bilden ein Orthonormalsystem.
(b) Die Matrix @ ist orthogonal.
Lésung: Seien ¢y, ..., q, die Spalten von ). Dann gilt
da - dan (@) -+ (a1, an)
Q= : -~ =
Gqr - dhdn (@ q1) -+ {qn )

Daraus folgt sofort die behauptete Aquivalenz.



