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(H1)

Sei n € N. Konstruieren Sie induktiv iiber n aussagenlogische Formeln

Son(x()»"'axnvy()»'"ayn7207"'7znazn+1)7

welche genau dann wahr sind, wenn die Summe der in  und § kodierten Bin&rzahlen gleich z ist.
(z kodiert die Zahl Y, 2;2".)
LOSUNG:

Falls n = 0, dann definieren wir

vo = ((zo < yo) < =20) A ((zo Ayo) < 21).-
Man priift leicht nach, dass genau die Tupel (0,0, 0,0), (1,0,1,0), (0,1,1,0) und (1,1,0,1) die Formel g erfiillen.
Im Induktionsschritt setzen wir (@n[2zn+1 := 0] sei die Formel ¢, bei der jedes Vorkommen von z,+1 durch 0 ersetzt wurde.
Analog fiir @ [zn41 :=1].)

Pnt1 =(Pn A (Tns1 < Yng1) A (Tng1 < 2ng2)) V

(= A pnzns1 i= 0] A 2 (Tns1 < Yns1) A DZng2) V

(= A pnlzni1 = 1] A 2 (Zns1 < Yny1) A zny2)
wobei die erste Zeile den Fall behandelt, dass xo, ..., Zn, Y0, -, Yn, 20, - - , Zn, Zn+1 kKorrekt aufsummiert sind und demnach
Tn+1,Yn+1 und z,42 alle 0 oder alle 1 sein miissen, die zweite Zeile den Fall behandelt, in dem z,,+1 gesetzt ist, obwohl kein
Uberlauf an der n-ten Stelle entsteht. Dann muss entweder x,41 oder y,+1 gleich 1 und z,+2 muss 0 sein. Die dritte Zeile

behandelt den Fall , in dem z,.1 nicht gesetzt ist, obwohl ein Uberlauf an der n-ten Stelle entsteht. Dann muss entweder
Tn+1 oder yn41 gleich 1 und z,42 muss 1 sein.

(H2)

Wir definieren folgende partielle Ordnung auf aussagenlogischen V), -Interpretationen:

J<73 :gdw. J(p) <J'(p) fiir alle Variablen p € V),

Eine AL, -Formel ¢ heifit monoton, wenn fiir alle Interpretationen J < 7" gilt:
<.

Beweisen Sie per Induktion iiber den Formelaufbau, dass jede aussagenlogische Formel ¢, in der kein Negations-
zeichen vorkommt, monoton ist.
Bemerkung: Jede monotone Formel ist dquivalent zu einer Formel ohne Negationszeichen.
LOsuNG:
Angenommen ¢ ist eine aussagenlogische Formel, in der kein Negationszeichen vorkommt und J, 3’ sind Interpretationen
mit J < J'. Wir beweisen mit Induktion, dass ¢° < 7 gilt.

e ¢ =0, ¢ =1 sind klar.

e p=p€EVn weil 3 < gilt I(p) < F(p), also ©° < .



e ¢ = —) kann nicht sein, da in ¢ kein Negationszeichen vorkommt.

e ¢ =1 Ax:nach LV. gilt ¢° < ¢ und x° < x°. Also gilt min(y”, x7) < min(z/}j/,xy), und es folgt (¥ A x)° <
wAx)”.

e ¢ =1V x: nach LV. gilt ¢° < 1/)3' und x7 < le. Also gilt max(y°, x”) < max(wj/,xj,), und es folgt (1 V x)? <

Wvx)”.
(H 3)

(a) Uberpriifen Sie mit Resolution, ob folgende AL-Formeln erfiillbar sind
(i) (pVaV=s)Alp—=r)A=((rA=s) Vg A(r < s)
LOSUNG:

Umformen in KNF: (pV gV =s)A(—pVr)A(—=rVs)A=gA(—rVs)A(-sVr) und wir erhalten die Klauselmenge

{{p> q, _‘3}7 {_'pa T}v {_‘T7 5}7 {_‘q}v {_‘57 T}}

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit, lassen wir Klauseln, in denen sowohl ein Literal p als auch p vorkommt
weg. Durch Resolution erhélt man im ersten Schritt zusétzlich die Klauseln

{Q7 -, T'}, {pa q, ‘\7‘}, {p7 "5}7 {"1)7 S}

im néichsten Schritt kommt noch die Klausel

{a,~r s}, {¢,—p,r}
und schlieflich noch
{q7 D, S}
hinzu. Da keine neuen Klauseln mehr hinzukommen folgt, dass die Formel erfiillbar ist.
(ii) (pAgAT) = (pVaVr)
LOSUNG:
Umformen in KNF:

“(PAGAT)V (pVaVT)A(=(PVaVr)V(pAgAT))

“pV gV arVpVgVr)A((mpA—=gA-T)V (pAgAT))
“pA=gA=T)V(PAGAT)
pV@OA(TpVT)A(=gVDP)A(=gVT)A(=rVp)A(=rVa)

(PAgAT) = (PVqVT)=

o~ o~ o~ —~

und wir erhalten die Klauselmenge

{{_'p7 q}7 {_‘pv T}v {_‘%p}? {_‘q7 r}v {_‘Tv p}v {_'Tv q}}

Man sieht leicht, dass keine neuen Klauseln mehr hinzukommen. Also ist die Formel erfiillbar.

(b) Gegeben seien folgende AL-Formeln:
= (pV-or)Vv-(-pVaq)
Yi=qATA(mp—T)
Zeigen Sie mit Resolution, dass p A ¢ ist eine Folgerung aus der Formelmenge {¢, 1}.
Losuna:
Wir miissen zeigen, dass die Formelmenge O € Res™ ({¢, ¥, ~(p A q)}). Wir erhalten die KNF Formeln
p=@V-T)V(pA-g) =@V -T)A(PV-orVog)

Yv=qArA(pVrT)
=(pAg)=-pV g

und demnach die Klauselmenge

{{p, ~r}. {p, ~r, ¢}, {a}, {r}, {p, r}, {-p, ~q}}



und wir erhalten den Resolutionsbaum

{p,—r} { {—p,q} {q} {p,—r,—q} {p,7}

r}
~N e
{r} /
~N
{—a}
AN
O

Also gilt {¢, ¥} EpAg.

(H 4)

Gegeben sei die folgende Menge von nicht-negativen Hornklauseln:

(a)

M = {{=t,q}, {r}, {-r, t}. {p, ~u, =s},{~t, ~q,r, =s},{-r,—p,u},{~t, s, ~r,~q}}
Bestimmen Sie eine minimale Belegung fiir M.

LOSUNG:

Wir erhalten nacheinander: r— 1, t— 1, g+— 1, s+ 1.
Die minimale Belegung ist also: r+— 1, t—1,¢+— 1, s— 1, p+— 0, u— 0.

Betrachten Sie nun folgende Mengen von negativen Hornklauseln:

Ny = {{_'p}v {_'ta _|’LL}}7 Ny = {{_‘uv —t, _‘S}v {_'Qa _|’LL}, {"S, -, _‘t}} .
Uberpriifen Sie fiir i € {1,2}, ob die minimale Belegung aus (a) die Klauselmenge M U N; erfiillt.

LOSUNG:

Durch einfache Uberpriifung erhilt man, dass die minimale Belegung M U Ny, jedoch nicht M U Na erfiillt.

(H 5)

Zu gegebener unendlicher Folge s := (a;);en von Zeichen aus einem Alphabet ¥ bezeichnen wir fiir i € N mit s(7)
das Wort apaq ...a;—1a;.

(a)

Zeigen Sie, dass es zu jedem (endlichen) Alphabet ¥ und unendlicher Sprache L C ¥* eine unendliche Folge
s von Zeichen gibt, sodass fiir unendlich viele i € N das Wort s(#) Priifix eines Wortes aus L ist.

Hinwers: Betrachten Sie die Sprache L aller Prifixe von Wértern in L. Die Bedingung an s besagt, dass
s(i) € L fir alle 7 € N.

LOSUNG:

Betrachten wir die Sprache L. Man kann die Elemente von L beziiglich der Prifix-Ordnung in einem Baum anordnen.
Da das Alphabet endlich ist, ist der Baum an jedem Knoten endlich verzweigend. Ein unendlicher Baum, der nur
endlich verzweigend ist, muss nach Konigs-Lemma einen unendlichen Pfad besitzen. Die Elemente entlang dieses
Pfades bilden gerade die gesuchte Folge s(7).

Angenommen s(i) wire fiir nur endlich viele ¢ € N Priifix eines Wortes aus L, dann giibe es ein groites i’ € N mit
dieser Eigenschaft, und es folgt s(i) ¢ L fiir i > i’. Widerspruch.

Gilt die Aussage in (a) auch, wenn man fordert, dass fiir unendlich viele ¢ € N das Wort s(i) in L liegt
(anstatt ein Prifix zu sein)?
LOSUNG:

Nein. Ein Gegenbeispiel ist die Sprach L(a*b). Damit s(i) € L gilt muss a; = b sein. Da alle Wérter in L(a®*b) genau
ein b enthalten, folgt s(j) ¢ L(a™b) fiir j # 3.

(H 6)

(a)

Zeigen Sie, dass folgende Regeln korrekt sind.

-0 D,oVyFx
(i) —— (ex falso quodlibet) (i) ———
L'k Lok x



LOSUNG:

Zu Regel (i): Angenommen I' I  ist allgemeingiiltig. Dann gilt AT k£ 0, d. h. es gilt (AT')? = 0 fiir alle Interpretationen
J. Also ist (AT')? < ¢ fiir alle Interpretationen J, und es folgt, dass I' F ¢ allgemeingiiltig ist.

Zu Regel (ii): Angenommen I', o V ¢ F x ist allgemeingiiltig und J eine (beliebige) Interpretation. Dann gilt (AT) A
(eV ) E x, d.h.es gilt (AT)A (pV)? <x°. Also ist (AT)? < x” oder (¢ V)° < x°.

Falls (AT)? < x°, dann folgt sofort min((AT)”,¢”) = (AT) A @)? < x°. Falls (¢ V 1)° < x”, dann folgt wegen
(o V)’ = max(s?, 47), dass ¢ <7, also min((AT),0%) = (AT) A )’ < x°-

In beiden Fillen folgt ((AT) A ) < x°, also ist T, o I x allgemeingiiltig.

Geben Sie ein Verfahren an, das eine SK-Ableitung von I' - @) in eine SK-Ableitung von I' F ¢ transformiert.

LOSUNG:

Wir miissen eine allgemeinere Aussage zeigen, ndmlich: wie man aus einer SKC-Ableitung von I' - A eine SK-Ableitung
von I' - A U {¢} macht.

Dies zeigen wir mit Induktion: Angenommen wir haben eine SK-Ableitung von I' - A falls die letzte Regel ein Axiom
war, dann ersetzen wir A durch AU{p} (und erhalten wieder ein Axiom), anderfalls ersetzen wir alle A durch AU{p}
und benutzen die Induktionshypothese.

Geben Sie eine ,,direkte Simulation® von Regel (ii) in ST an, d.h. geben Sie einen Ableitungsbaum in SKT
mit Wurzel I', ¢ F x an, dessen Blatter nur mit Axiomen oder I', ¢ V 9 F x beschriftet sind.

LOSUNG:
— (Ax)
ey
- (VR ———
pEpVy Fipvy bk x
(modus ponens)
Iebx

Begriinden Sie, warum Regel (ii) in SK nicht direkt simulierbar ist. D.h. zeigen Sie, dass es keinen SK
Ableitungsbaum mit Wurzel I', ¢ = x gibt, dessen Bliatter nur mit Axiomen oder T', V ¢ F x beschriftet
sind.

Hinweis: Betrachten Sie hierfiir die Léange der Formeln von Pramisse und Konklusion der SKC Regeln.

LOSUNG:

In SK-Ableitungen kommen alle Formeln, die in einer Regel oben stehen im unteren Teil als ganzes oder Teilformel
vor, demzufolge kann Regel (ii) (da wir nicht wissen, wie T', ¢, ¥ und x aussehen) nicht herleitbar sein.



