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1 Die affine Ebene

Definition 1.1 Es sei P # (), die Menge der Punkte, B # 0, die Menge der Blocke, I sei
Teilmenge von P x B, die Inzidenzrelation.
Dann heifit (P, B, 1) Inzidenzstruktur.

Definition 1.2 P = Punkte der Anschauungsebene,
G = Geraden der Anschauungsebene und I=€.
(P, G, €) heifst reelle affine Ebene.

1.1 Grundlegende Inzidenzeigenschaften
Al: Zu P # Q € P gibt es genau eine Gerade g mit P,Q € g.

A2: (Paralellen-Axiom) Zu P € P,g € G gibt es genau ein h € G mit P € h,gNh =10
oder g = h.

A3: Es gibt wenigstens 3 nicht auf einer Gerade liegende Punkte.
Definition 1.3 1. Gerade g heif§it paralellel zu Gerade h (h || h) genau dann, wenn
gNh = oder g=h gilt.
2. Fir Gerade g sei ||,={he€ G| h| g}
3. Fir zwei Punkte A # B sei AV B die Gerade durch A, B.
4. Fiir zwei nicht parallele Geraden g # h sei g A\ h der Schnittpunkt von g, h.

Definition 1.4 Fine Inzidenzstruktur (P, G, €) mit den Eigenschaften A1 — A3 heifit
affine Ebene.

Lemma 1.1 Ist A = (P, G, €) eine affine Ebene, so gilt:
a) Die ||-Relation ist eine Aquivalenzrelation. b) |P| > 4.

1.2 Affine Koordinatenebene iiber IR bzw. Schiefk6rper K

Definition 1.5 Fiir
P =R’
G = {{(z,y) € R* | ax + by + ¢ = 0} | (0,0) # (a,b) € R?}
={{(z,y) eR? |y=ma+d} | mdec RYU{{(z,y) ER |z =c} | c€ R}
heifft A(R) := (P, G, €) reelle affine Koordinatenebene.

Verallgemeinerung:

Definition 1.6 FErsetzt man IR durch einen beliebien Korper oder Schiefkorper K, so ist
die Inzidenzstruktur A(K) immer noch eine affine Ebene.

A(K) heifit affine Koordinatenebene iiber K.



1.3 Kollineationen von A(K)

Definition 1.7 Es sei A = (P, G, €) eine affine Ebene. Eine Permutation k von P, die
eine Permutation von G induziert heifst Kollineation von A.
KollA := Menge der Kollineationen von A.

Bemerkung: Bei einer Kollineation bleibt || erhalten.

Resultat 1.2 Ist k eine Kollineation von A(K), dann gibt es a,b,c,d, s,t € K und einen
Automorphismus o von K so, dafs

(x) (aa(x) + ba(y) + s)

K —

y ca(z) +da(y) +t
Satz 1.3 (IR, +, ) besitzt nur die Identitit als Automorphismus.

Definition 1.8 FEine Kollineation k von A(K) heifst Affinitat, wenn « = id ist.
Aff(A(K)) :=Menge der Affinititen von A(K).

Satz 1.4 a) Aff(A(K)) ist eine Gruppe.
b) Aff(A(K)) operiert auf den Tripeln nicht kollinearer Punkte scharf transitiv (d.h. zu
P1>P2>P37Q17Q27 Q3 gat €s genau ein wE Aﬁ(A(K)) mat SO(PZ) = Qul = 17273)

Definition 1.9 Es sei k eine Kollineation einer affinen Ebene A.

a) K heifit Dilatation, wenn jede Gerade g zu ihrem Bild parallel ist: g || k(g).
A := Menge der Dilatationen.

b) ... Translation , wenn k fixzpunktfreie Dilatation ist.
T := Menge der Translationen.

¢) ... Streckung am Punkt P, wenn x Dilatation mit Fizpunkt P ist.
Ap := Menge ...

d) ... Streckung an der Gerade ¢ in Richtung der Gerade h }f g, wenn k die Gerade g
punktweise festliss t und k(h) = h ist.
2gn = Menge ...

e) ... Scherung an der Gerade g, wenn k die Gerade g punktweise und jede Paralelle zu
g als Ganzes festliss t.
g = Menge ...

Lemma 1.5 Fir die Dilatationen A einer affinen Ebene A gilt:
a) A ist eine Gruppe.
b) 0 € A, PP, P#§(P)= PVJP) ist fiz.
¢) FEine Dilatation mit zwei Fizpunkten ist die Identitdt.

d) Eine Dilatation ist durch die Bilder zweier Punkte eindeutig bestimmit.



Lemma 1.6 FEs set A eine affine Ebene, T die Menge der Translationen.

a) TeT, 7#id, Q#PeP=PV7(P)|QVT(Q).
(T ist durch P — 7(P) eindeutig bestimmt.)

b) T ist Normalteiler von A.

Beispiele in A (K):

L. (z,y)" = (x+s,y+s), s,t € K Translationen

2. (z,y)" — (z,dy)", 0#£de K Streckungen an x-Achse

3. (z,y)" — (ax,y)", 0#£a € K Streckungen an y-Achse

4. (z,y)" — (za,ya)’, 0# a € K  Streckungen am Punkt (0,0)
5. (z,y)" — (v +by,y)", b€ K  Scherungen an x-Achse

6. (x,y)" — (x,cx+y)", c€ K Scherungen an y-Achse

Lemma 1.7 Fir A(K) gilt:
a) Ap, gy und Xy, sind Untergruppen von KollA.
b) T ist transitiv auf P. T ist kommutativ.
c) Ap ist transitiv auf g \ {P}, g Gerade durch P.
d) Yy ist transitiv auf k' \ g, wobei k Gerade und k || h ist.
e) A=TU | Ap=TApg).
PeP
Lemma 1.8 Fir A(K), K Korper gilt:
a) Ap, P € P ist kommutativ.
b) g, g, h € G, ist kommutativ.

Definition 1.10 Es sei A=A (K). Fiir 3 kollineare Punkte A, B, P mit AP = tPB heifit
die Zahl t das Teilverhéltnis [AP : PB].

Lemma 1.9 FEine Affinitit von A (K) lisst das Teilverhdltnis invariant.



1.4 Der Satz von DESARGUES, der Satz von PAPPUS

Satz 1.10 (DESARGUES) Es sei A=A (K), (K Schiefkirper).

Sind Z,A, A", Z,B,B', Z,C,C" drei Tripel kollinearer Punkte auf drei verschiedenen Ge-
raden durch Z und ist

AVBI|AvVEB, BvC|BvVvVC, soauh AVC|AVC.

Abbildung 1: Der Satz von DESARGUES

Bemerkung:
Eine affine Ebene A, in der der Satz von DESARGUES fiir alle Konfigurationen gilt, lasst
sich als A(K) tiber einem Schiefkérper K beschreiben. Solch eine Ebene heifit deshalb

desarguessch.

Satz 1.11 (PAPPUS) Es sei A=A (K), K Korper (!!).

Liegen die Ecken eines Sechsecks Py, Qs, P3, Q1, Ps, Q3 abwechselnd auf zwei Geraden g, h,
jedoch keine auf beiden, und sind zwei Seitenpaare parallel, so ist auch das dritte Seitenpaar
parallel.

Abbildung 2: Der Satz von PAPPUS

Bemerkung:
Eine affine Ebene A, in der der Satz von PAPPUS fiir alle Konfigurationen gilt, ldsst sich
als A(K) iiber einem Koérper K beschreiben. Solch eine Ebene heifit deshalb pappussch.

1.5 Bemerkungen iiber endliche affine Ebenen
Definition 1.11 Eine affine Ebene A = (P, G, €) heifit endlich, wenn |P| < oo ist.

Lemma 1.12 Ist A = (P, G, €) eine endliche affine Ebene, g € G und n :=|g|, so gilt:
a) Jede Gerade enthdlt genau n Punkte. Jeder Punkt liegt auf genau n + 1 Geraden.

b) |P|=n? |G| =n*+n.



2 Die projektive Ebene iiber einem Korper K

2.1 Definition einer projektiven Ebene

Definition 2.1 Es sei A = (P, G, €) eine affine Ebene.

P=PU{ly, [9eG}, G:={gUlly |G} U{ly [9€G}, g:=A{lly [9€G}
Peg fallsPeP,ge G

PIg:=<g€l|, fallsP=|,
€, falls P € §oo, T = goo

A = (P, G, ) heifit projektive Erweiterung von A.

Grundlegende Inzidenzeigenschaften von A:

P1: Zu P # Q € P gibt es genau eine Gerade g mit P,Q I .

P2: Zug# h € G gibt es genau einen Punkt P mit P I g, h.

P3: Es gibt wenigstens 4 Punkte, von denen keine drei auf einer Gerade liegen.

Definition 2.2 Fine Inzidenzstruktur S := (P, G, €) mit den Eigenschaften P1-P3 heifit
projektive Ebene.

Definition 2.3 Es sei B = (P, G, €) eine projektive Ebene. Eine Permutation k von P,
die eine Permutation von G induziert heifst Kollineation von 3.
KollB:= Menge der Kollineationen von ‘.

Lemma 2.1 Ist P = (P, G, €) eine projektive Ebene und g € G, so ist
By = (Py, Gy, €) mit Py:=P\g, Gg:={h\g|g#heG},
eine affine Ebene. g heifst Ferngerade von B,,.

2.2 Projektive Ebene iiber einem Korper K

Definition 2.4 FEs sei K ein Korper und
P, := K2UK U{0}, ¢ K,
G, = {z,y) e K2 |y=ma+d}u{(m)} | m,de K}
U {{(z,y) € K2 | 2 =c}U{oo} [ c€ K} U {(m) | m € K} U{o0}
goo := {(m) | m € K} U {oo}
PBi(K) := (P1, Gy, €) heifft inhomogenes Modell der projektiven Ebene tiber dem Kérper
K.

Definition 2.5 Es sei K ein Korper, V der Vektorraum K* and 0 := (0,0,0)7,
Py := {I-dim. Unterriume von V} ={<i> |0#Z €V},
wobei < T > der von ¥ aufgespannte Unterraum ist.
Gy := {2-dim. Unterrdume von V}

= {{< (21,29, 23)7 > € Py | azy + bay + cx3 =0} | 0% (a,b,¢)” € K3}.
Po(K) := (Pg, Go, €) heifst homogenes Modell der projektiven Ebene tiber K.

Satz 2.2 P (K) und Po(K) sind isomorphe projektive Ebenen.

Bemerkung:
PB1(K) und Po(K) sind auch fir einen Schiefkérper K isomorphe projektive Ebenen.
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2.3 Kollineationen von P;(K) und Py(K)

Satz 2.3 Jede Kollineation einer affinen Ebene A lisst sich eindeutig zu einer Kollinea-
tion der projektiven Erweiterung A von A fortsetzen.

Lemma 2.4 Jede Kollineation k von A(K) ldsst sich zu einer Kollineation & von 31 (K)
unf damit auch von Bo(K) fortsetzen. K wird in Po(K) (homogenes Modell) von einer
semilinearen Abbildung induziert. Ist k eine Affinitdt, d.h. o = id, so wird & in Py(K)
von einer linearen Abbildung induziert.

Lemma 2.5 Jede bijektive lineare Abbildung ¢ von K3 induziert eine Kollineation ® von
PBo(K) (und damit auch von P (K)).

Definition 2.6

GL(3,K) = {M | Mist 3 x 3-Matrixz iber K,det M # 0}
PGL(3,K) = {oum | om: von M induzierte Koll. in Bo(K), M € GL(3,K)}
Die Elemente von PGL(3, K) heiffen projektive Kollineationen oder Projektivitéten.
Lemma 2.6 FEs gilt: PGL(3,K)=GL(3,K)/Z, wobei
Z:={AE | 0+# X € K, E : 3 x 3-Finheitsmatriz}
(Z ist das Zentrum der Gruppe GL(3,K).)

Definition 2.7 Vier Punkte einer projektiven FEbene heiffen in allgemeiner Lage, wenn
keine 3 kollinear sind.

Lemma 2.7 Sind A, B,C, D vier Punkte (aus Po(K)) in allgemeiner Lage, so lisst sich
immer eine Koordinatentransformation so durchfiihren, dass

A=< (1,0,00" > B=<(0,1,00"> C=<(0,0,1)"> D=<(1,1,1)" >.
Folgerungen:
Lemma 2.8 a)Sind Py, Py, P3, Py und Q1,Q2, Q3, Q4 jeweils Punkte von Po(K) in all-
gemeiner Lage, so gibt es genau eine Projektivitit m € PGL(3, K) mit w(P;) = Q; fir
i =1,..,4, d.h. PGL(3, K) operiert scharf transitiv auf den geordneten Quadrupeln von

Punkten in allgemeiner Lage.
b) Eine Projektivitit 7, die vier Punkte in allgemeiner Lage festlisst, ist die Identitdt.

Lemma 2.9 Waihlt man in Po(K) (oder P1(K)) eine beliebige Gerade g, so ist die affine
Ebene B, 4 (s.0.) mit g als Ferngerade zur affinen Ebene A(K) isomorph.

Definition 2.8 a) SL(3,K) = {M € GL(3,K) | det M = 1}  heifit spezielle lineare
Gruppe.
b) PSL(3,K)={ponm | M € SL(3,K)}  heifst spezielle projektive Gruppe.

Definition 2.9 Es sei T'L(3, K) = {7 | v bijektive seminlineare Abbildung von K3}.
(v(AT) = a(N)y(Z) fir A € K, T € K3, a: Automorphismus von K.)

Resultat 2.10 Jede Kollineation r von Po(K) wird von einer semilinearen Abbildung
v € I'L(3, K) induziert.
PT'L(3, K) := {von vy induzierte Koll. | v € T'L(3, K)}.

Satz 2.11 Fir K =R gilt: PSL(3,IR) = PGL(3,IR) = PTL(3,IR).



2.4 Zentralkollineationen

Definition 2.10 Fine Kollineation 7 einer projektiven Ebene B, die das Geradenbiischel
eines Punktes Z elementweise festldsst, heifit Zentralkollineation oder Perspektivitat und
Z das Zentrum von 7.

Lemma 2.12 a) Es sei 7w # id eine Zentralkollineation der projektiven Ebene 3 mit dem
Zentrum Z. Dann gibt es eine Gerade a, die m punktweise festlisst und a U {Z} ist die
Fizpunktmenge von m. a heifft Achse von m und w eine (Z, a)-Perspektivitit. Ist z ¢ a, so
heifst m Homologie, ist z € a, so heifit m Elation.

b) Eine Zentralkollineation ist durch ihr Zentrum Z, Achse a und ein Paar Punkt-Bildpunkt
eindeutig bestimmit.

Lemma 2.13 FEs sei B eine projektive Ebene, 7 eine (Z,a)—Perspektivitit und k eine
beliebige Kollineation. Dann ist krr~1 eine (k(Z), k(a))—Perspektivitit.

Lemma 2.14 Ist w eine (Z,a)-Perspektivitit # id und k eine Kollineation mit
7wk = km, dann gilt: K(Z) = Z und k(A) = A fir A € a.

2.5 Das Dualitétsprinzip

Definition 2.11 Es sei 6 := (P, G, 1) eine Inzidenzstruktur, P* := G, G* := P und
I* ¢ G x P mit:

Fir g e G, P € P gilt: gI*"P < Plg.

S = (P*,G*, I") heifit die zu & duale Inzidenzstruktur.

Lemma 2.15 Die zu einer projektiven Ebene P duale Inzidenzstruktur SB* ist eine pro-
jektive Ebene. SB* heifit die zu P duale projektive Ebene.

Definition 2.12 FEs sei B eine projektive Ebene. Eine Kollineation von B auf B* heifst
Dualitéat.
FEine Dualitiat m von B auf PB* heifst Polaritidt, wenn aus X € w(Y) folgt Y € m(X).

Bemerkung: a) Nicht jede projektive Ebene ist isomorph zu ihrer dualen Ebene.
b) Allerdings: Jede projektive Ebene B;(K’) ist isomorph zu ihrer dualen Ebene.

Satz 2.16 Es sei S eine Aussage tber eine projektive Ebene P, die mit den Aziomen
P1, P2, P3 bewiesen werden kann. Dann ist die duale Aussage D, die aus S durch Vertau-
schen der Worte

Punkt <« Gerade, liegt auf < geht durch,  kollinear < kopunktal,

schneiden <« verbinden,

entsteht eine wahre Aussage von P.

2.6 Die Siatze von DESARGUES und PAPPUS in einer projek-
tiven Ebene

Satz 2.17 (DESARGUES) In B;(K) gilt:

Sind Z, A, A", Z,B,B', Z,C,C" drei Tripel kollinearer Punkte auf drei verschiedenen Ge-
raden durch Z und ist

U:=(AVB)ANA'VB), V:=(BVC)AN(B'VC), W:=(AVvC)A(A'v (T,

so gilt U, VW sind kollinear.



Abbildung 3: projektiver Satz von Desargues

Satz 2.18 (dualer DESARGUES) In B;(K) gilt:

Sind z,a,a’, z,b,b, z,¢,c drei Tripel kopunktaler Geraden und
u:=(aVbA@V), vi=0bVc)ANV V), w:=(aVc)A(dVC),
so qilt w,v,w sind kopunktal.

Satz 2.19 (PAPPUS) In *B;(K) gilt:

Liegen die Ecken eines Sechsecks Py, (o, P3, Q1, Py, Q3 abwechselnd auf zwei Geraden g, h,
jedoch keine auf beiden, und ist

U .= (Pl\/Qg)/\(PQ\/Ql), V.= (Pg\/Qg)/\(Pg\/QQ), W .= (Pg\/Ql)/\(Pl\/Qg),
so gilt: U, V. W sind kollinear.

Abbildung 4: projektiver Satz von Pappus

Satz 2.20 (dualer PAPPUS = THOMSEN) In B,;(K) gilt:
Gehen die Geraden eines Sechsseits p1, q2, P3, q1, P2, 3 abwechselnd durch zwei Punkte G, H,
jedoch keine durch beide, und ist

wi= (P Va)ANP2Va), vi=m2Va)ApsVa), w=(psVa)A(pVa),
so gilt: u,v,w sind kopunktal.



2.7 Transitivititseigenschaften

Lemma 2.21 In einer projektiven Ebene P gilt:

a) Die (Z,a)-Homologien (—FElationen) mit festem Zentrum Z und fester Achse a bilden
eine Gruppe H(Z,a) (bzw. E(Z,a)).

b) Die Elationen mit fester Achse a (bzw. Zentrum Z) bilden eine Gruppe E(a) (bzw.

E(Z)).

Definition 2.13 FEs sei P = (P, G, €) eine projektive Ebene, Z € P,a € G. Die Gruppe
der (Z,a)-Perspektivititen heifft linear transitiv, wenn es zu jedem Punkt P ¢ {Z} U a
und Q € PV Z\ ({Z}Ua) eine (Z,a)-Perspektivitat m gibt mit 7(P) = Q.

Lemma 2.22 In P;(K) gilt:

a) Die (Z,a)-Homologien (—FElationen) mit festem Zentrum Z und fester Achse a sind
linear transitiv.

b) Die Elationen mit fester Achse a operieren transitiv auf P\ a.

Lemma 2.23 In PB;(K) gilt:
a) Die von den Elationen erzeugte Kollineationsgruppe Kollg ist “dreieckstransitiv”.

b) Die von den Homologien erzeugte Kollineationsgruppe Kolly ist gleich der Gruppe 11
der Projektivititen, falls |K| > 3.

2.8 Perspektive und projektive Abbildungen von Geraden

Definition 2.14 Es sei S eine projektive Ebene, g # h zwei Geraden und Z ¢ g U h ein
Punkt. Dann heifit die Abbildung

Ja—h
TIXx S @ZvX)an
FEine Abbildung einer Gerade g auf eine Gerade | heifst projektiv, wenn sie Produkt von
endlich vielen perspektiven Geradenabbildungen ist.

eine perspektive Abbildung von g auf h mit Zentrum Z.

A

Abbildung 5: perspektive Abbildung einer Gerade g auf eine Gerade h

Lemma 2.24 FEs sei B eine projektive Ebene, g, h zwei Geraden und 11y, die Menge der
projektiven Abbildungen von g auf h, Dann gilt:

a) Iy, operiert 3-fach transitiv.

b) I1,, ist eine Gruppe.



2.9 Das Doppelverhiltnis in 3;(K)
Definition 2.15 Fir vier Punkte A; : d; = 20 + a;7,i = 1,2, 3,4, von A(K) heifit

az —ap a4 —ap

(A17A2‘A37A4)a =

0,3—(12.0,4—0,2

das affine Doppelverhéltnis von Ay, As, A3, Ay.

Definition 2.16 Fir vier Punkte A; =< a;@+ bib > i =1,2,3,4, der projektiven Gerade
g={<ad+bb> | (a,b) #(0,0)} heifst

(A, As|As, Ay) = agby — arby  asby — arby

0,3b2 — (Igbg ) a4b2 — &264
das Doppelverhiltnis von Ay, Ay, A, Ay. (Fiir b; = 1 erhdlt man das affine DV.)

Lemma 2.25 (A, Ay|As, Ay) hdngt nur von den Punkten Ay, ..Ay ab, d.h. bei einer Koor-
dinatentransformation oder beim Ubergang zu einer inhomogenen Beschreibung bleibt das
DV invariant. Speziell gilt: ~

Fir A =<ad> Ay=<b> A3 =<d+b>, Ay =<xd+ b> st (Ay, Ay Az, Ay) = .

Lemma 2.26 a) Das Doppelverhiltnis (in B3;(K)) ist bei projektiven Kollineationen in-
variant. b) Das Doppelverhiltnis (in ;(K) ) ist bei projektiven Geradenabbildungen inva-
riant.

Satz 2.27 (Fundamentalsatz) In der projektiven Ebene ;(K) (K: Korper!) ist die Menge
1y, von projektiven Abbildungen einer projektiven Gerade g auf eine Gerade h scharf 3-
fach transitiv.

Lemma 2.28 Ist in einer projektiven Ebene P die Menge der projektiven Abbildungen I1y,
einer Gerade g auf eine Gerad h scharf 3-fach transitiv, so ist eine Abbildung © € I,
mit g A h als Fizpunkt perspektiv.

Satz 2.29 FEine projektive Ebene B ist genau dann pappussch, d.h. isomorph zu einer
projektiven Ebene B,(K) mit K : Kérper, wenn fir je zwei Geraden g, h die Menge 11y,
scharf 3-fach transitiv operiert.

Definition 2.17 Fiir 4 Geraden g1, 9o, g3, g4 durch einen Punkt Z und Geraden g, h nicht
durch Z seien A; = g A g;, Bi = h A g;. Dann gilt (A, A3|As, Ay) = (By, Bs|Bs, By) und
(91, 92193, 94) := (A1, As| Az, Ay) heifit das Doppelverhiltnis der Geraden g1, g2, g3, ga-

2.10 Die projektive Gerade iiber einem Korper

Definition 2.18 Fs sei K ein Korper. Dann heifst
a) Gy :={<Z>|7€ K% Z+#0} homogene Darstellung der projektiven Gerade tiber K.
b) B :={x |z € K} U{oo} inhomogene Darstellung der projektiven Gerade iiber K.

Definition 2.19 GL(2, K) := Gruppe der requldren 2 x 2 Matrizen iber K.
PGL(2,K) := von GL(2, K) induzierte Permutationsgruppe von G,.
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Definition 2.20 Die Wirkung von o € PGL(2, K) mit M, = ( CCL Z ) auf & ist:

x— < cx+d
oo, falls cx +d =0,
und heif$t gebrochen lineare Abbildung

az +b falls cx +d #0 g, falls ¢ # 0
und 00— { C
00, falls ¢ = 0.

Lemma 2.30 Die Gruppe PGL(2, K) operiert scharf 3-fach transitiv auf &5 bzw. &;.

Lemma 2.31 In B;(K) ist jede Gruppe 11 ,, von projektiven Abbildungen einer Geraden
g auf sich isomorph zu PGL(2, K).

Lemma 2.32 Ein Element o € PGL(2,K) mit M, = < Z Z ) ist genau dann eine

Involution, d.h. o® = id, o # id, wenn a + d = 0 ist.

Lemma 2.33 Vertauscht m € PGL(2, K) zwei Punkte, so ist w eine Involution.

2.11 Harmonische Punkte in ;(K), Char K # 2

Definition 2.21 Vier Punkte A, B,C, D einer Gerade g in P;(K), Char K # 2, heiflen
harmonisch, wenn (A, B|C, D) = —1 ist. Bezeichng.: H(A, B;C, D)

Lemma 2.34 Aus H(A, B;C, D) folgt H(A,B; D,C), H(C,D; A, B).

Lemma 2.35 FEs gilt H(A, B;C, D) genau dann, wenn es zu jeder Gerade a # AV B
durch C eine involutorische Zentralkollineation o mit Achse a durch C und Zentrum D
gibt, die A und B vertauscht.

Lemma 2.36 Aus H(A, B;C, D) folgt: Es gibt genau eine Involution 7 inIl,,, g = AVDB,
mit m(A) = B,n(B) = A,n(C) = C,n(D) = D.

Lemma 2.37 In B;(K) sind vier Punkte A, B,C, D einer Gerade g genau dann in har-
monischer Lage, wenn es ein Viereck Py, Py, P3, Py gibt, so dass
A: (Pl\/PQ)/\(P3VP4), B = (PQ\/Pg)/\(P4\/P1), C: (Pl\/Pg)/\g, D= (PQ\/P4>/\g

o P,

Abbildung 6: Harmonische Punkte
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3 Kegelschnitte in pappusschen projektiven Ebenen

3.1 Definition eines nicht ausgearteten Kegelschnitts

Definition 3.1 FEs sei K ein Korper. In Bo(K) sei

k‘l = {< ($1,l’2,l’3)T > | T1T9 = l‘g}

(In Pr(K) ist ki {() |y = 3,2 # 0} U{(0),(c0)}.)

Jedes Bild von ki unter einer Kollineation von PBo(K) heifst nicht ausgearteter Kegel-
schnitt.

Definition 3.2 ko := {< (z1,22,73)" > | 1o23 = 23}.

In P (K) ist ka: {(7) | y =2} U{(0)}.

Lemma 3.1 Die n.a. Kegelschnitte in ;(K) sind projektiv dquivalent zu ki (oder k).
(D.h., sie sind durch eine projektive Kollineation ineinander tberfihrbar.)

Lemma 3.2 Die projektiven Kollineationen in 31 (K) mit

9 (1) = (g o eie) 70 9 (3) = (7))
bilden ks = {(;)) | y = 2*} U {(00)} auf sich ab.

Lemma 3.3 FEs sei k ein n.a. Kegelschnitt (in P;(K) ).

a) Die Gruppe 11 der projektiven Kollineationen, die k invariant lassen, operiert auf der
Punktmenge k 3-fach transitiv.

b) Eine Gerade g hat mit k entweder keinen Punkt oder einen Punkt oder zwei Punkte
gemeinsam. Im ersten Fall heiffit g Passante im zweiten Fall Tangente und im dritten Fall
Sekante.

In jedem Punkt von k gibt es genau eine Tangente.

Lemma 3.4 a) Fin n.a. Kegelschnitt k in P1(K) mit (0),(c0), (1,1) € k und (0,0) ist
der Schnittpunkt der Tangenten in (0) und (00), ist der Kegelschnitt k.

b) Ein n.a. Kegelschnitt k in P1(K) mit (c0),(0,0),(1,1) € k und (0) Schnittpunkt der
Tangenten in (0,0) bzw. (00) ist k.

¢) Ein n.a. Kegelschnitt ist durch 8 Punkte und die Tangenten in 2 Punkten davon eindeutig
bestimmt.

d) Iy, operiert scharf 3-fach transitiv.

3.2 Ovale

Definition 3.3 FEine Punktmenge o in einer projektiven Ebene B3 heifst Oval, wenn
(1) eine beliebige Gerade mit o hichstens 2 Punkte gemeinsam hat,
(2) in jedem Punkt P € o genau eine Tangente (Gerade g mit g| No| = 1) existiert.

Lemma 3.5 Fin n.a. Kegelschnitt ist ein Oval.

Lemma 3.6 Fir ein Oval o in einer endlichen projektiven Ebene 3 der Ordnung n (d.h.:
jede Gerade hat n+ 1 Punkte) gilt:

a) |of =n+1.

b) Falls n ungerade ist, gehen durch jeden Punkt keine oder 2 Tangenten.

c¢) Falls n gerade ist, gehen alle Tangenten durch einen Punkt N, den Knoten von o.
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Lemma 3.7 Im Fall CharK = 2 hat ein n.a. Kegelschnitt einen Knoten, d.h. alle Tan-
genten gehen durch einen Punkt.

Lemma 3.8 FEin Ouval o in einer projektiven Ebene B ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt,
wenn es zu jedem Punkt P ¢ o einer Sekante s eine involutorische Zentralkollineation op
gibt, die o invariant ldsst und P als Zentrum hat.

Lemma 3.9 (Hyperbelviereck)
Es sei K ein Korper und P; = (x;,v;), 1=1,...4, vier Punkte der affinen Ebene A(K) mit
T # Tk, Y; # yg fir i £ k. Dann gilt:
Py, Py, P, Py liegen genau dann auf einer Hyperbel y = —*5 + ¢, wenn keine 3 kollinar
liegen und

(Y4 — y1) (x4 — 12) (Y3 — y1)(x3 — 1)

(24 — 21)(Ya — y2) (23 — 21)(y3 — ¥2)

15t.

3.3 Der Satz von PASCAL und seine Ausartungen

Satz 3.10 (PASCAL)

Es sei o ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene B (P,;(K)). o ist genau dann
ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Py, P, Py, Ps, Ps ein beliebiges Sechseck auf o, so sind die Punkte
P7I:(P1\/P5)/\(P2\/P4), PgZ:(Pl\/PG)/\(Pg\/P4), PgZ(PQ\/P5)/\(P3\/P5)
kollinear.

Abbildung 7: 6-Punkte-PASCAL-Satz

Lemma 3.11 (Parabelviereck)
Es sei K ein Korper und P; = (x;,y;), i=1,...4, vier Punkte der affinen Ebene A(K) mit
x; # xp fir i # k. Dann gilt:
Py, Py, P3, P, liegen genau dann auf einer Parabel y = ax? + bx + ¢, wenn keine 3 kollinar
liegen und

Ya—W  Ya— Y2 Y3 — Y1 Y3 — Y2

T4 — I1 213'4—372—.3(33—5(31 T3 — X9

1st.
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Satz 3.12 (5-Punkte PASCAL)

Es sei o ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene B (P,;(K)). o ist genau dann
ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Py, P3, Py, P5 ein beliebiges Fiinfeck auf o und sei P,V Py die Tangente in Py, so
sind die Punkte

PGI:(Pl\/Pl)/\(Pg\/P4), P7Z:(P1\/P5)/\(P3\/P4), PgZ(PQ\/P5)/\(P3\/P1)
kollinear.

Py

Abbildung 8: 5-Punkte-PASCAL

Satz 3.13 (4-Punkte PASCAL)

Es sei 0 ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene SB. o ist genau dann ein n.a.
Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, ..., Py ein beliebiges Viereck auf o und ist P,V Py bzw. P,V P, die Tangente an o in
P bzw. Py, so sind die Punkte

P5I:(P1\/P1>/\(P2\/P2), PGZ:(Pl\/Pg)/\(PQ\/P4), P7I:(P1\/P4>/\(P2\/P3)

kollinear.

Abbildung 9: 4-Punkte-PASCAL

Bemerkung: Der 4-Punkte-PASCAL eignet sich hervorragend zur punktweisen Kon-
struktion einer Hyperbel bzw. Parabel.
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Satz 3.14 (3-Punkte PASCAL)
Es sei 0 ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene B tiber einem Kdorper der Char #
2 . 0 ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Py, Py ein beliebiges Dreieck auf o und ist P; vV P; die Tangente an o in P;, so sind
die Punkte

P4I:(P1\/P1)/\(P2\/P3), P5Z:(P2\/P2)/\(P1\/P3), PGZ(Pg\/Pg)/\(Pl\/PQ)
kollinear. P

Abbildung 10: 3-Punkte-PASCAL

Satz 3.15 (Perspektive Dreiecke)

Es sei o ein Oval in einer pappusschen projektiven Ebene B tiber einem Korper der Char #
2 . 0 ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

Ist Py, Py, P3 ein beliebiges Dreieck auf o und ist t; die Tangente an o in P;, so sind die
Punkte Ql = t2 N tg, Qg = t3 VAN tl, Qg = tl VAN t2

nicht kollinear und die Geraden P;V Q;,1 = 1,2,3, kopunktal. (D.h. das Dreieck Py, Py, Ps
liegt zu dem Dreieck Q1,Q2, Q3 perspektiv.)

Abbildung 11: perspektive Dreiecke

15



"2=4" "3=4" | "2=5"

(P3)

Abbildung 12: Beziehungen zwischen den PASCAL-Ausartungen

3.4 Satz von SEGRE, Satz von STEINER

Satz 3.16 (SEGRE)
Es sei P eine pappussche projektive Ebene ungerader Ordnung. Es gilt: Jedes Oval in
P ist ein n.a. Kegelschnitt.

Satz 3.17 (STEINER)

Es sei B eine pappussche projektive Ebene, U,V zwei Punkte und B(U) bzw. B(V) das
Geradenbiischel in U bzw. V, 7 sei eine Bijektion von B(U) auf B(V') mit
FUVV)Y£UVV.

o:={gNmn(g) | g€ BWU)} ist genau dann ein n.a. Kegelschnitt, wenn gilt:

7 ist eine projektive, aber nicht perspektive, Abbildung von B(U) auf B(V).
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4 Projektive Raume

4.1 Projektiver Raum iiber einem Korper

Definition 4.1 Es sei K ein Korper und V(K) ein Vektorraum iber K. Ist0 # € V(K)
so heifst < p>={\p'| A€ K}  (1-dim. Unterraum) Punkt.

Sind P, =< p; >,i=1,...,m Punkte, so heifst

<Piy oo P > = {2000 Aipi | N € K}

der von Py, ...P,, aufgespannte projektive Unterraum. Sind p1, ..., p,, linear unabhdngig,
so heifit m — 1 die Dimension von < p1, ..., Dm >.

Ist U; := Menge der i-dimensionalen projektiven Unterrdume, so heifit die Struktur B :=
(Uy, Uy, ..., C) projektiver Raum.

U, ist die Menge der Punkte, U die Menge der Geraden.

Ist V.= K" so heifit n die Dimension von ‘.

Bez.:  P"(K) proj. Raum tber K.

Bemerkung: Es lassen sich auch projektive Rdume iiber Schiefkdrper definieren.

4.2 Definition eines projektiven Raumes

Grundlegende Inzidenzeigenschaften von " (K):

PR1: Zu zwei Punkten P, () gibt es genau eine Gerade g mit P,Q I g.

PR2: (VEBLEN-YOUNG-Axiom) Sind A, B, C, D vier Punkte so, dass die Geraden AV B,
C'V D sich schneiden, so schneiden sich auch AV C, BV D.

PR3: Jede Gerade inzidiert mit wenigstens 3 Punkten. Es gibt wenigstens 2 verschiedene
Geraden.

Abbildung 13: Veblen—Young—Axiom

Definition 4.2 Fine Inzidenzstruktur B := (P, G, €) mit den Eigenschaften PR1-PR3
heifit projektiver Raum.

Zum Aufbau eines projektiven Raumes aus den obigen Axiomen: s. Beutelspacher/Rosenbaum
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5 Quadriken in projektiven Ridumen

5.1 Definition einer Quadrik

Definition 5.1 FEs set K ein Kdrper, V ein Vektorraum tber K .
FEine Abbildung p von V in K mit

(Q1:) p(\Z) = N?p(Z) fir\e K, Z€V.

(Q2:) f(Z,Y) = p(Z + 1Y) — p(Z) — p(v) ist eine Bilinearform.
heifst quadratische Form.

Definition 5.2 a) Es sei p eine quadratische Form in K™™' und f die zugehérige Biline-
arform. Q, = {< &> | #0,p(¥) =0}  heift Quadrik in P"(K).

b) Ist P =< p > ein Punkt in P"(K), so heifst

Pt ={<#>eP| f(p,¥) =0} Polarraum von P.

Lemma 5.1 In P"(K) sei g eine Gerade und Q, eine Quadrik. Es gilt entweder
a) gNQ, =0 und g heifit Passante  oder

b) g C Q, und g heifft Tangente  oder

c) lgNQ,| =1 und g heifit Tangente  oder

d) lgNQ,| =2 und g heifit Sekante.

Lemma 5.2 Ist P € 9, und g eine Gerade durch P, so gilt:
g ist genau dann eine Tangente (an Q,), wenn g C P*.

5.2 f—Radikal und singulires Radikal einer Quadrik

Lemma 5.3 a) R, :={P € P | P- =P} st ein (proj.) Unterraum.
R, heifit f-Radikal von Q,,.

b) 8, :=MR,NQ, ist ein (proj.) Unterraum.

S, heifst singuldres Radikal.

c¢) Falls Char K # 2 ist, gilt R, = G,,.

Definition 5.3 Eine Quadrik Q, heifit nicht ausgeartet, wenn &, = (.

5.3 Index einer Quadrik

Definition 5.4 Ein Unterraum i des projektiven Raumes B"(K) heifst p~Unterraum,
wenn U C Q,.

Resultat 5.4 Je zwei maximale p—Unterrdume haben dieselbe Dimension.

Definition 5.5 Ist Q, eine n.a. Quadrik und ist m die (proj.) Dimension der mazimalen
p—Unterrdume von 9,, so heifft i :=m+1 der Index von Q,.

Resultat 5.5 Fir den Index i einer n.a. Quadrik in P"(K) gilt: i < 2.

5.4 Symmetrien einer Quadrik

Lemma 5.6 Zu jedem Punkt P € P\ (Q, NR,) gibt es eine involutorische Zentralkolli-
neation op mit dem Zentrum P und o(Q,) = Q,.
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5.5 Quadratische Mengen

Definition 5.6 FEs sei P ein projektiver Raum. Eine Menge M # O von P heifit quadra-
tische Menge, wenn gilt

QM1: Jede Gerade g von P trifft MM in hichstens 2 Punkten oder ist in 9N enthalten.
g heiffit Passante bzw. Tangente bzw. Sekante |, falls
lgNIM| =0 bzw. |[gNIM| =1 oder g CIM  bzw. [¢gNM| =2 st

QM?2: Fiir jeden Punkt P € 9N st die Vereinigung Mp aller Tangenten durch P eine
Hyperebene oder der ganze Raum.

Definition 5.7 Eine Quadratische Menge 9 heifit nicht ausgeartet, falls 9Mp fiir jeden
Punkt P eine Hyperebene ist.

Resultat 5.7 (BUEKENHOUT,1969) FEs sei B" ein projektiver Raum der endlichen
Dimension n > 3 und M eine nicht ausgeartete quadratische Menge, die Geraden enthdlt.
Dann gilt: P ist pappussch und M ist eine Quadrik vom Index > 2.

Definition 5.8 FEs sei P ein projektiver Raum der Dimension > 2. Fine nicht ausgeartete
quadratische Menge 9, die keine Geraden enthdlt, heifst Ovoid (oder Oval im ebenen Fall).

Resultat 5.8 ) Ist |K| < oo und O ein Ovoid in P*(K), so ist n =2 oder n = 3.
b) Ist |K| < oo und O ein Ovoid in P (K) und Char K# 2, so ist O eine Quadrik.

Eine formale Ausdehnung der Definition von Quadriken auf Vektorrdume iiber echten
Schiefkorpern ist nicht sinnvoll, da es dann Sekanten mit mehr als 2 Quadrikenpunkten
geben wiirde. Der Grund ist die folgende Aussage:

Resultat 5.9 Fin Schiefkorper K st genau dann kommutativ, wenn jede Gleichung
2> +ax+b, abc K , hochstens zwei Liosungen besitzt.

6 Schlussbemerkung: Beweise

Die Beweise der meisten Aussagen iiber Kegelschnitte und Quadriken dieses Skriptes
findet man im Skript iiber Kreisgeometrien (engl.):

http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/ ehartmann/circlegeom.pdf
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