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1 Lokalisierung Teil 1
Oliver Schmitt

1.1 Einfithrung

Vor der formalen Einfiihrung der Lokalisierung soll in diesem Abschnitt anhand des Bei-
spiels von algebraischen Mengen der Begriff der Lokalisierung motiviert werden. Haufig
kénnen Fragestellungen von kommutativen Ringen auf den lokalen Fall reduziert werde,
ein lokaler Ring ist ein Ring mit nur einem maximalen Ideal. Die Grundlagen, das heifit
was Lokalisierung bedeutet und einige Folgerungen werden im Weiteren erarbeitet wer-
den.

Sei nun p € X C Ay = {(ay,...,a,)|ay,...,a, € K}, wobei X eine algebraische Menge
ist.

Definition 1.1.1. X wird eine (affine) algebraische Menge genannt, wenn ein 7' C
Klxq,...,x,] existiert, so dass X = {(ai,...,a,) € A%|f(ar,...,a,) = OVf € T} ist.
Algebraische Mengen sind also die Nullstellenmenge von einer Menge von gegebenen
Polynomen.

Definition 1.1.2. Als Zariski-Topologie wird die Topologie offener Mengen iiber dem
affinen Raum eines algebraisch abgeschlossenen Korpers K der Form: D(T') = {z € K"
| 3f € T.f(z) # 0} mit T" C KJzy,...,x,] bezeichnet. Die leere Menge ist als Nicht-
Nullstellenmenge des Nullpolynoms und die Grundmenge als solche eines konstanten
Polynoms # 0 also beispielsweise offen.

Nun werden wir beliebige kleine offene Umgebungen um den Punkt p in der Zariski
Topologie betrachten. Die offenen Umgebungen ergeben sich als Mengen der Form X —Y,
wobei Y eine algebraische Teilmenge von X ist, die p nicht enthélt, das bedeutet jeder
Punkt von Y ist auch in X und Y wird durch die Nullstellen von Polynomfunktionen
iiber K definiert.

Im Allgemeinen ist dieses X —Y keine algebraische Menge. Um dies zu veranschaulichen
betrachte das Beispiel der Gausschen Zahlenebene als X und einen beliebigen Punkt als
Y {iber dem Korper der komplexen Zahlen. Die X und Y definierenden Polynomfunktio-
nen sind hier als holomorphe Funktionen aufzufassen, da beliebige Polynomfunktionen
iiber den komplexen Zahlen holomorph sind. Wére nun X — Y eine algebraische Menge,
so miifite die definierende Funktion iiberall 0 sein, nur an dem Punkt in Y nicht. Eine
solche Funktion ist beschrankt durch den Wert, den es an diesem Punkt annimmt, nach
dem Satz von Liouville ist eine beschrinkte holomorphe Funktion aber konstant, dann
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kann die Funktion allerdings nicht die geforderte Gestalt haben.

Betrachten wir nun kleine Umgebungen von p, so bedeutet dies, dass Y eine sehr grofle
Menge ist, dann ist sie anschaulicherweise durch wenige Funktionen definiert, die, da wir
Umgebungen um p betrachten, bei p nicht verschwinden. Im Folgenden betrachten wir
den Speziallfall sehr kleiner Umgebungen, bei denen Y nur durch eine einzige Funktion,
die wir im Folgenden f nennen werden, bestimmt wird, die bei p nicht verschwindet. Wir
werden sehen, dass sich X — Y als algebraische Menge in A%/ auffassen 1i8t. Um dies
einzusehen miissen wir algebraische Mengen von einer anderen Seite verstehen lernen,
dies fiithrt zur folgenden Definition.

Definition 1.1.3. Das Verschwindungsideal zu einer algebraischen Menge X C A}
ist das Ideal I(X) := {f € K[x1,...,z,]|f(a1, ...a,) = O fiir alle (a4, ...,a,) € X}. Der Ring
der Funktionen, die auf X nicht vollig verschwinden wird Koordinatenring A(X) ge-
nannt und ist als A(X) = K|z, ..., z,|/I1(X) aufzufassen. Wir sagen X korrespondiert
zu dem Ideal I(X), im Folgenden, wenn der Zusammenhang ersichtlich ist, auch nur I
genannt.

Die Punkte aus X — Y sind die Punkte z € X mit f(x) # 0, es gibt also ein z(z) mit
z(x)f(z) =1 fir v € X — Y. Die Funktion z nennen wir zu f invers und den Vorgang
das Invertieren einer Funktion. Invertieren wir alle Funktionen von A(X), die bei p nicht
verschwinden, so wird dies der lokale Ring von X bei p genannt.

Definition 1.1.4. Als lokaler Ring wird im Allgemeinen ein Ring bezeichnet, der nur
ein maximales Ideal enthélt.

Die Bezeichnung macht in diesem Fall also Sinn, da das maximale Ideal vom lokalen
Ring von X bei p gerade die Menge aller Funktionen ist, die bei p verschwinden, alle
anderen sind invertierbar und wéren sie in einem Ideal enthalten, so wére das Ideal schon
der ganze Ring. In anderen Zusammenhéngen wird daher ein lokaler Ring h&ufig auch als
ein Ring definiert, in dem das maximale Ideal gerade aus allen Nichteinheiten besteht.
Korrespondiert X nun zu einem Ideal / dann korrespondiert X — Y durch Projektion
auf die ersten r Koordinaten zu einer Teilmenge von A" definiert durch das Ideal
J=1+(zf—-1) C K|xy,...,x,,z]. Um dies einzusehen sei bemerkt, dass fiir alle Punkte
aus © € X — Y Funktionen aus [ stets 0 ergeben und weiter nach den Betrachtungen
oben z(z)f(z) = 1 ist. Fiir alle anderen € X werden zwar die Funktionen aus I wieder
0, doch ist dann f(x) = 0. Wir kénnen X — Y also als die algebraische Menge in A7}
auffassen, die zu J korrespondiert, wobei X —Y C X durch Projektion auf die ersten r
Koordinaten.

Beispiel 1.1.5. Sei nun X = A} die affine Gerade und Y = {0} = {z1|f(x1) = 0}
mit f(x;) = x1, also der Nullpunkt. A(X) besteht also aus der Funktion f(x;) = 0,
da es die ganze Menge Al umfasst. Betrachtet man nun das Ideal I(X) so ist dies das
Nullideal und damit J = 0+ (zf —1) = zf — 1. Damit ist also A(X —Y) = K|z, 2]/J =
A(X)[2]/(zf —1). Also ist z(x) als Hyperbel in der affinen Ebene A% zu verstehen, da

aus (z(z)f(z) — 1) = 0 direkt 2(z) = 475 = ;- folgt.
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1.2 Briche

Sei im Folgenden R ein kommutativer Ring und U C R eine multiplikative abgeschlossene
Teilmenge von R, das heif3t, fiir u,v € U folgt uv € U, sowie das “leere Produkt®, damit
ist 1 gemeint, ist in U. Sei weiter M ein R-Modul.

Definition 1.2.1. Die Lokalisierung von M an U, geschrieben als M[U '] oder U~' M
besteht aus den Aquivalenzklassen (m,u), m € M, v € U mit (m,u) ~ (m/,u') < es
existiert ein v € U mit v(u'm —um’) = 0 in M. Schreibe (m,u) als =*.

MUY ist ein R-Modul vermoge: ™ + ™ 1= wrmbum’ ypd p(m) = rm,
Der Homomorphismus ¢ : M — M[U™'], m — 2 wird natiirliche Abbildung ge-
nannt.

Die Lokalisierung ist auch fiir beliebige Teilmengen U C R definiert. Sei hierfiir U die
multiplikativ abgeschlossene Menge aller Produkte von Elementen von U, so definiere:
MUY == M[T 1.

Bemerkung 1.2.2. Ist M = R, so ist die Lokalisierung ein Ring mit der Multiplikation
definiert durch - - Z—l, = ;—;’,

und M[U~'] ist R[U'-Modul mit: £ - % = I wobei r € R, m € M, sowie u,u’ € U.

u

Beispiel 1.2.3. Quotientenkorper eines Integritiatsringes R:

Der Quotientenkérper Q(R) ist aufzufassen als Lokalisierung R[U 1] mit U = R — {0}.
Als konkretes Beispiel sei hier der Ring der ganzen Zahlen Z genannt, dessen Quotien-
tenkorper Q mit U = Z — {0} auch durch Q =Z[U '] ausgedriickt werden kann.

Proposition 1.2.4. (i) Sei U C R multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, M ein
R-Modul, dann gilt: 7 = 0 < es existiert ein u € U mit um = 0.

(ii) Ist weiter M endlich erzeugt, so gilt: M[U '] = 0 < es existiert ein u mit uM = 0.

Beweis. zu a) Angenommen es existiert ein u € U mit um = 0, so gilt: (0,u) ~ (m, 1),
dal-(1-0—wum)=0.

Ist umgekehrt (0,u") ~ (m, 1) so folgt: v'(1-0—u'm) =0 mit v' € U < v'u/m = 0. Nun
ist u = v'v € U das gesuchte Element und a) gezeigt.

zu b) Angenommen es existiert ein v € U mit w- M = 0 so folgt (m/,u’) ~ (0,v) fiir alle
(m/,u') € MUY, da w(m'v —u' - 0) = um'v = 0. Also ist M[U~'] = 0.

Ist umgekert M[U~!] = 0. Seien m; die Erzeuger von M. Insbesondere also (m;,u') ~
(0,1) existieren w; € U mit u;(m;—0-u') = u;m; = 0. Da R kommutativ ist, ist u := [ [, u;
das gesuchte u mit uM = 0. [

Definition 1.2.5. Es ist der Quotientenring K(R) definiert als R[U '] mit u € U,
genau dann, wenn u € R kein Nullteiler ist. Nach Proposition 1.2.4 ist K(R) die grofite
Lokalisierung von R, bei welcher der natiirliche Homomorphismus ¢ injektiv ist.

Bemerkung 1.2.6. Es gilt: P C R Primideal, daraus folgt, dass R — P multiplikativ
abgeschlossen ist.
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Sei P C R Primideal, sowie M ein R-Modul und U = R — P.

Schreibe: Rp := R[U™Y|, Mp := M[U™], sowie fiir den Klassenkdrper von R nach P:
k(P) = Rp/Pp, wobei * € Pp, falls Z € Rp und r € R ist.

Ist R ein Integritatsbereich, so dass 0 also ein Primideal ist, dann gilt fiir den Quotien-
tenkorper von R: Q(R) = Ry = x(0).

Definition 1.2.7. Sei ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus sowie U eine multi-
plikativ abgeschlossene Teilmenge von R, dann existiert ein Homomorphismus ¢[U '] :
M[U'] — N[U™'] mit 2 @, der die Lokalisierung von ¢ genannt wird. Da-
durch wird die Lokalisierung zu einem Funktor von der Kategorie der R-Moduln in die
Kategorie der R[U~']-Moduln.

Bemerkung 1.2.8. Ist ¢ : R — S ist ein Ringhomomorphismus, wobei Elemente
von U auf Einheiten in S abgebildet werden, so exisitiert eine eindeutige Erweiterung
¢ : R[U™Y] — S. Dies wird die universelle Eigenschaft der Lokalisierung genannt.

Die Erweiterung ist ein Homomorphismus, da £ auf ¢(r)¢(u)”' abgebildet wird, die
Relationen erhélt. Da die Inverse eindeutig ist, ist auch ¢’ eindeutig.

Proposition 1.2.9. Sei ¢ : R — R[U™'] die natiirliche Abbildung r — =.
(i) Fiir jedes Ideal I C R[U™Y] gilt I = ¢~ "(I)R[U™'|. Die Abbildung I — ¢ (1) ist

eine Injektion von der Menge der Ideale von R[U™'| in die Menge der Ideale von

R. Sie erhdlt Inklusionen und Intersektionen und bildet Primideale auf Primideale
ab.

(ii) Es sind dquivalent:

(a) Ein Ideal J C R ist von der Form ¢~(I) fiir ein Ideal I C R[U™!].

(b) J=¢ ' IR[UTY])
(c) fiir alle w € U gilt: u ist kein Nullteiler mod J in dem Sinne, dass fir r € R
und ru € J folgt r € J.

(iii) Insbesondere: I — ¢~'(I) ist eine Bijektion zwischen Primidealen aus R[U '] und
jenen aus R.

Beweis. zu a) Falls a € ¢! (I)R[U "] soist a = i'L
soist i =L Dai-% =1 e [ist folgt r € p7'(I), a
[=¢ \()R[U.

Sei nun weiter ¢~ (1) = ¢ (J) = T =¢ Y ()RU ) = ¢ (J)R[U ] = J. Also ist ¢!
injektiv.

Ist ¢ : R — S ein beliebiger Homomorphismus , dann erhilt die Abbildung I — ¢=1(1),
die Teilmengen auf Teilmengen abbildet Inklusionen und Intersektionen. Ist weiter ¢ ein
Ringhomomorphismus und I C S ein Ideal, dann ist ¢ (1) ein Ideal von R. Weiterhin
induziert ¢ mit dem Homomorphiesatz eine Inklusion R/¢p~1(I) = X C S/I. Ist nun I
prim, so folgt: S/I ist ein Integrititsbereich und es folgt R/¢~1(I) ist ein Integritéitsbe-
reich und das ist dquivalent dazu, dass ¢~1(I) prim ist.

1. Ist umgekehrt 7 € I,
¢~ Y I)R[UTY]. Also ist

i'r
u
also
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zu b) (i) = (ii), also J = ¢~ 1(I). Nach a) gilt: JR[U'] = ¢~ (I)R[U™'] = I, somit
¢ (JRUT]) = ¢~ (J).

(ii) = (i) gilt, da JR[U '] ein Ideal von R[U™'] ist.

(i, ii) = (iii), Da es zwischen R und R[U '] den natiirlichen Homomorphismus gibt und
nach (i) J = ¢(I)~! ist, folgt nach Argument wie im Beweis von a), dass R/J = X C
R[UTY/I. Da fiir jedes u € U gilt: u ¢ I, sonst 1 € I und damit [ = R impliziert u
aus R/J die Existenz eines u, € X, was eine Einheit in R[U']/I ist. Angenommen es
existiert ein ¢t € R/J mit tu = 0, das impliziert die Existenz eines t, € X C R[U|/I
mit t,u, = 0, dann kann u, aber keine Einheit sein, ein Widerspruch, also ist kein v € U
ein Nullteiler mod J.

(iii) = (ii) Ist r € J so folgt r € ¢7'(r- 1) = J C ¢ ' (JR[UY]). Ist umgekehrt
r € ¢ N (JRU]) = 2 € JRIU] = £ =L firein j € J und ein u € U. Also:
(r,1) ~ (j,u) somit folgt es existiert ein «' mit v/(ru—j) =0 = v'ur = u'j € J, da nun
u ebenso wie v’ keine Nullteiler mod J sind, folgt r € J. Das impliziert ¢~ (JR[U']) C J
und schlieBlich: J = ¢~ (JR[U ).

zu ¢) Die Abbildung I +— ¢~'(I) ist nach a) injektiv und surjektiv, da fiir jedes u € U
aber u ¢ P, wobei P ein Primideal von R ist, folgt, dass u kein Nullteiler mod P ist und
somit P = ¢~1(P’) fiir ein Primideal P’ C R[U™Y. O

Folgerung 1.2.10. Die Lokalisierung eines noetherschen Ringes ist noethersch.

Beweis. Sei I C R[U'] ein Ideal. Nach Proposition 1.2.9 folgt: I = ¢~ (I)R[U!]. Also
wird I von einer Liste von Erzeugern von ¢~(I) erzeugt. Da R noethersch ist, ist diese
endlich, es folgt direkt, dass ¢~'(I) und damit I auch endlich erzeugt sind. O]

1.3 Hom und Tensorprodukt

Im Folgenden werden zunéchst einige Beobachtungen iiber die Homomorphismengruppe
zweier Moduln und iiber das Tensorprodukt gegeben. Anschliefend wird ein Zusammen-
hang zwischen dem Tensorprodukt und Lokalisierung hergestellt, der den Beweis einiger
Lemmata moglich macht. Seien im Folgenden M, N R-Moduln.

Definition 1.3.1. Homg(M, N) ist die Homomorphismengruppe der Homomorphismen
M — N zwischen den Moduln M und N.

Bemerkung 1.3.2. Hompg wird durch folgende Definitionen zum R-Modul: (¢+v)(u) :=
d(u) + ¥(u) und (r¢)(m) = r¢(m) = ¢(rm) fir r € R und ¢ € Homg (M, N).

Hier nun einige weitere Eigenschaften:
Lemma 1.3.3. Homg(R, N) = N mittels ¢ — ¢(1).

Lemma 1.3.4. Seien o : M — M wund § : N — N’ Homomorphismen, dann gibt
es einen induzierten Homomorphzsmus Hompg(a, ) : Hompg(M, N) — Hompg(M', N'),

¢ — Boa.
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Lemma 1.3.5. Hom bringt direkte Summen im ersten und direkte Produkte im zweiten
Argument zu direkten Produkten wie folgt:

Homp (D, M;, N) = [[, Homg(M;, N)

Hompg(M, ], N;) = [ [, Homg(M, N;)

Definition 1.3.6. Eine Komposition von Abbildungen der Form M’ LM Y MY heiBt
exakt, falls ker(y) = im(¢) ist.

Definition 1.3.7. Eine Komposition von Abbildungen der Form 0 — M' — M —
M" — 0 heifit kurze exakte Sequenz, falls die Sequenz iiberall exakt ist.

Lemma 1.3.8. Hom ist ein linksexakter Funktor, das bedeutet:
Ist 0 = A — B — C eine exakte Sequenz, so folgt, dass

0 — Hompg(M, A) — Homg(M, B) — Homg(M, C) exakt ist.
Ebenso gilt, falls:

A — B — C — 0 eine exakte Sequenz ist, so ist

0 — Hompg(C, N) — Hompg(B, N) — Hompg(A, N) auch exakt.

Beispiel 1.3.9. Bestimme Homgy(Z/(n),Z/(m)). Da ein Homomorphismus von der zy-
klischen Gruppen Z/(n) nach Z/(m) durch das Bild der 1 eindeutig festgelegt ist wird
im Folgenden dieses Bild betrachtet und daraus eine Isomorphie hergeleitet. Da ¢(n) =
¢»(0) = 0 ist folgt ¢(n) = np(l) = xm fir ein z € Z/(m), somit teilen n und m also
n¢(1) und damit ist ng(1) ein Vielfaches von kgV'(n,m). Somit kénnen wir schreiben

no(l) = y - kgV(n,m) = Yggtinmy und damit o(1) = ggTy(’Zm) fiir jedes y ist ¢ ein

. . : ym __ _ (y+299T(n,m))m
unterschiedlicher Homomorphismus, solange ¢(1) < m ist, da G ) = ggTlnm)

ist. Hieraus folgt direkt: Homy(Z/(n),Z/(m)) = X C Z/(m) = Z/ggT(n,m) vermoge
¢ = (1) —y.

Bilineare Abbildungen werden in vielerlei Fragestellungen benotigt, dies sind Abbil-
dungen ¢ : M x N — P, welche die folgenden Bedingung erfiillen: ¢((am+a'm’) x (bn+
b'n')) = abib(m x n) 4+ a'byp(m’ x n) + ab'p(m x n') + a'b'p(m’ x n') zwischen R-Moduln
M, N und P. ¢ ist im allgemeinen kein Homomorphismus.

Man koénnte mit Blick auf bilineare Abbildungen das Tensorprodukt M ®g N zunéchst
einmal informell definieren als den Modul mit gerade genug Relationen, so dass M x N —
M ®pr N bilinear ist.

Definition 1.3.10. Ist ¢ : M x N — P eine R-bilineare Abbildung, so gibt es einen
eindeutigen Homomorphismus ¢ : M ®@g N — P mit ¢¥(m x n) = ¢(m ® n). Dies
wird auch manchmal universelle Eigenschaft des Tensorprodukts genannt. Véllig
gleichwertig kann man das Tensorprodukt auch aus den Relationen der Bilinearitéit wie
folgt definieren: M ®g N ist der Modul mit Erzeugern {m ® n|jm € M,n € N} und
Relationen entsprechend der Bilinearitét, namlich (am+a'm')® (bn+b'n") = ab(m®n)+
a'b(m’@n)+ab/(men’)+d't/(m'@n'). Insbesondere also: r(m®n) = (rm)®@n = m®(rn).
Aus der Definition des Tensorproduktes folgt, dass die Abbildung m X n — m ® n eine
bilineare Abbildung von M x N — M ®pg N ist. Weiter folgt: Ist ¢ : M ® g N — P ein
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Homomorphismus, dann ist die Abbildung ¢ : M x N — P definiert durch ¢(m x n) :=
¢(m®n) bilinear. Ist der Ring R aus dem Kontext klar ersichtlich, so wird M ® N héufig
als M ® N abgekiirzt.

Bemerkung 1.3.11. (i) Nicht jedes Element von M ®g N 1&8t sich als m ® n schrei-
ben. Jedes Element hat in der Regel viele Darstellungen der Form ). m; ® n; mit
m; € M und n; € N.

(ii) Es ist gewohnlich nicht einfach zu entscheiden, ob zwei Elemente ), m; ® n; und
>, mi ®n; gleich sind.

Es folgen noch einige Eigenschaften des Tensorprodukts, die einige Ahnlichkeit zu
obigen Eigenschaften der Homomorphismengruppe aufweisen.

Lemma 1.3.12. M = M ®r R = R®r M durch Isomorphismen 1®@m +— m® 1 +— m.
Weiter ist M @ N = N Qr M durch m@n+— n Q@ m.

Lemma 1.3.13. Sind o : M' — M und 3 : N — N’ Homomorphismen, so existiert ein
Homomorphismus a @ f: M' @g N' — M @r N mit m’ @ n' — a(m') @ f(n’).

Lemma 1.3.14. Das Tensorprodukt erhdlt direkte Summen wn folgendem Sinne: Falls

Definition 1.3.15. Als Kokern eines Homomorphismus wird die Bildmenge faktorisiert
nach dem Bild des Homomorphismus bezeichnet. Also: Sei ¢ : A — B ein Modulhomo-
morphismus, dann ist coker(¢) := B/im(¢).

Lemma 1.3.16. Das Tensorprodukt erhdlt Kokerne. Sei oo : M' — M eine Abbildung
mit coker(¢p) = M", so ist fir jeden Modul N der Kokern des induzierten Homomor-
phismus a @ 1 : M' @r N — M ®@r N gleich M" @r N. Dies wird hdufig in Form von
exakten Sequenzen geschrieben, in diesem Sinne erhdlt das Tensorprodukt rechtsexakte

Sequenzen. In Formeln heifit das:
M —-M-M —0=M®rN—>MzrN — M'xr N — 0.

Bemerkung 1.3.17. Ist M ein R-Modul und S eine R-Algebra, dann ist S ®r M ein
R-Modul und ein S-Modul vermoge: s(t ® m) := st @ m fiir s,t € S und m € M.

Sind A und B beide R-Algebren, so ist A®Q g B auch eine R-Algebra mit der Multiplikation
(a®b)(c®d) = (ac) ® (bd).

Beispiel 1.3.18. Charakterisierung von Z/(n) ® Z/(m). Behauptung: Z/(n) ® Z/(m) =
Z/(ggt(n,m)). Nach der universellen Eigenschaft von Tensorprodukten reicht es zu zei-
gen, dass § : Z/(n) x Z/(m) — Z/(ggt(m,n)) mit a x b — ab bilinear ist und der
induzierte Homomorphismus Z/(n)®Z/(m) — Z/(ggt(m,n)) einen wohldefinierten Um-
kehrhomomorphismus hat. Es ist G(am + a'm/,bn + t'n’) = (am + a'm/)(bn + b'n’) =
abmn+ab'mn’ +a’bm/n+d'tVm'n’ = abB(m, n)+ab'B(m,n")+a’bs(m’',n)+a'b'(m’,n’).
Es folgt also, dass ' : Z/(n) ® Z/(m) — Z/(ggt(m,n)) ein Homomorphismus ist. Be-
trachte nun weiter die Abbildung a : ¢ — 1 ® c. Es ist o a(k) = B(1 ® k) = k, sowie

10



1 Lokalisierung Teil 1

aofk®j)=a(kj) =10kj = k(1®j) = k®j. Ist nun a wohldefiniert und ein Homo-
morphismus, so ist die Behauptung gezeigt. Es gilt ggt(m,n) = wm + vn mit u,v € Z,
sei nun @ = b in Z/ggt(m,n) und damit a(a) = a(b + ggt(m,n)) = a(b +um + vn) =
1@ (b+um~+ovn) = 1@b+1Qum+1®vn = 1Qb+m(1®u) = 10b+m@u = 1®b = «(b).
Weiter ist B(rc+sd) = 1@ (re+sd) = 1@rc+1®sd = r(1@c¢)+s(1@d) = rB(c)+s6(d).
Damit ist die Isomorphie gezeigt.

Beispiel 1.3.19. Charakterisierung von K[z] ® K[y| als K-Algebra. Betrachte den
Algebra-Homomorphismus ¢ : K[z,y] — K(z] @ K[y] mit 3, a;a’y’ w— 3, S a(a’' @
7). Dass dies ein Homomorphismus ist, wird im Folgenden gezeigt, danach die Bijekti-
vitdt: (32, ; aia'y’ + 37, 5 biga'y’) = ¢, j(ai + by (2'y7))) = 32, (@i +by) (2 @ y?) =
> iy i (xt @) 4 30 bt @ y7). Weiter ist o(k Y-, s aga'y’) = o3, kaija'y’) =
> kaij(r'@y’) = kYD, (@' @y)) = ko(k Y, ; aga’y’) und zuletzt: (3, ; aijx'y’))-
(ks bua®y') = 63 oy aisbua™™Fy7 ™) = 37, (o) (" Trey ) = 37, (ay) (#'®
¥) D op k) (@ @ y') = o(30, ; aga'y? - d(324, ama®y')). Der Homomorphismus ist nun
injektiv. Denn falls ¢(p(x)) = 0 ist, so muss schon jeder Faktor a;; = 0 sein, und damit
ist nur ¢(0) = 0 moglich. Surjektiv ist er, da alle Erzeuger des Tensorproduktes, das sind
nach der Definition die p(x) ® ¢(y) darstellbar sind, dies folgt aus der Bilinearitdt des
Tensorproduktes, p(z) ® ¢(y) wird nach jedem Summanden zerlegt und die vorfaktoren
schliefflich aus beiden Argumenten vorgezogen, dann ist das Urbild direkt ablesbar.

Lemma 1.3.20. Der R[U'|-Modul-Homomorphismus
o RU™ @p—yy M — MU : = @m s o
u u

15t ein Isomorphismus.

Beweis. Um zu zeigen, dass der natiirliche Homomorphismus ein Isomorphismus ist,
reicht es zu zeigen, dass es einen Umkehrhomomorphismus gibt. Betrachte hierfiir die
Abbildung 3 : M[U™'] — R[U™| @gy-1 M mit 2 — L @ m.

Zeige nun, dass dies wohldefiniert und ein Homomorphismus ist. Beziiglich der Homomor-
phie gilt: B(£2) = L @rm = 2(L @m) = L( ®@m) = Z4(2) und weiter: 5(%—1—@;) =

T u

B(rmtum’y = L@ (um+um’) = L oum+-Loun = Lom+leom = 3(2)+4(=).

Zur \?\}Lohldeﬁniertheit der Abbildung muss gezeigt werden: Aus (m’,u’) ~ (m,u), also ™
= Z‘—,’ folgt B(%) = ﬁ(%) Es existiert also ein v € U mit vu'm = vum’. Und somit
5(%) - %®m: vzl’tu®m: vul’u®vu/m: ﬁ@vum’: %@m’: $®m/:5(%’)
Damit ist 3 also auch wohldefiniert.

Nun gilt: 00 B(2) = o(+ @ m) = 2. Sowie foo(L @m) = (™) =L @rm =L @m.
Also ist 3 der gesuchte Umkehrhomomorphismus und die Isomorphie gezeigt. O

Definition 1.3.21. Ein R-Modul F' heifit flach falls fiir jeden Monomorphismus M’ —
M von R-Moduln die induzierte Abbildung F' ®r M’ — F @z M wieder ein Monomor-
phismus ist. In der Form von exakten Sequenzen gesprochen heifit dies: Ist 0 — M’ —
M — M" eine exakte Sequenz, so ist auch 0 - FQr M — FRr M — F Qg M" exakt.
Wie oben bereits bemerkt erhélt das Tensorprodukt allgemein rechtsexakte Sequenzen.

11
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Ist der Modul zusétzlich flach, so erhélt das Tensorprodukt wie gerade beschrieben auch
linksexakte Sequenzen und damit alle kurzen exakten Sequenzen. Daraus folgt, dass
beliebige exakte Sequenzen beim tensorieren mit flachen Moduln erhalten werden.

Proposition 1.3.22. Fiir jede multiplikativ abgeschlossene Teilmenge U C R ist der
Ring R[U™Y] als R-Modul flach, das bedeutet: Lokalisierung bildet Untermoduln auf Un-
termoduln ab und erhdilt Kerne und Kokerne.

Beweis. Es sei eine Injektion M’ C M gegeben. Es ist zu zeigen, dass R[U™'| @ M’ —
R[U™')®r M ist eine Injektion. Nach 1.3.20 ist dies gleichbedeutend mit: ¢ : M'[U 1] —
M[U™'] ist injektiv. Ist nun ¢(™) = 0, so folgt: es existiert ein v € U mit vm = 0 in M,
also auch in M’ C M. Dies impliziert ™ = 0 in M'[U~"]. O

Folgerung 1.3.23. Lokalisierung erhdlt endliche Schnitte, das heifst: Sind My, ..., M, C
M Untermoduln, dann gilt: (", M;)[U~'] = N;(M;[U]).

Beweis. Die Beweisidee ist, dass Schnitte als Kerne von Homomorphismen konstruiert
werden konnen. Der Untermodul (), M; ist Kern der Abbildung M — &, M /M,;. Da Lo-
kalisierung Kerne, Quotienten und direkte Summen erhils, folgt: (1), M;)[U "] ist Kern
der Abbildung M[U™"] — (€D, M/M;)[U™"] = @,(M/M;)[U"] = @,(M[U~]/M;[U)).
Folglich gilt (), A2,)[U") = (),(M,[U1)). =

Bemerkung 1.3.24. Die Aussage iiber Schnitte gilt nur im endlichen Fall.

Definition 1.3.25. Der Triger der Menge M, geschrieben Supp(M), ist die Menge der
Primideale P, so dass Mp # 0.

Folgerung 1.3.26. Ist M endlich erzeugter R-Modul und P Primideal in R so folgt fiir
P € Supp(M) ist daquivalent damit, dass P den Annihilator von M enthilt.

Beweis. Angenommen p ¢ P ist Element des Annihilators, so ist nach Proposition 1.2.4
Mp =0, da pM = 0 ist. Ist umgekehrt Mp = 0 so existiert p € P aus dem Annihilator
und damit P ¢ Supp(M). O

Lemma 1.3.27. Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

(i) Firm € M gilt: m = 0 < m ist 0 in jeder Lokalisierung M von M mit einem
mazimalen Ideal L.

(i) M =0« My =0 fir jedes maximale Ideal L von R.

Beweis. Zu a) m wird 0 in der Lokalisierung M}, genau dann, wenn der Annihilator [
von m nicht in L ist, da mit M; = M[U™'], wobei U = R — L und I C L folgt, dass
kein v € U existiert mit vm = 0.

Weiter ist m = 0 genau dann, wenn dessen Annihilator I = R ist, dies ist dquivalent zu:
I ist nicht Teilmenge eines maximalen Ideals von R, da nach Zorns Lemma jedes Ideal
auler R selbst in einem maximalen Ideal enthalten ist.

Zu b) M = 0 ist dquivalent dazu, dass fiir alle m € M, m = 0 ist, nach a) ist dies
bedeutungsgleich mit: alle m sind 0 in jeder Lokalisierung mit einem maximalen Ideal
L C R. Und das wieder dquivalent zu My = 0 fiir alle maximalen Ideale L. O]

12
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Folgerung 1.3.28. Ist ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus, dann ist ¢ ein Mo-
nomorphismus (Epimorphismus, Isomorphismus) genau dann, wenn fir jedes maximale
Ideal L C R die Lokalisierung ¢y, : My — Ny ein Monomorphismus (Epimorphismus,
Isomorphismus) ist.

Beweis. Zu Monomorphismus: ¢ ist ein Monomorphismus so ist ker(¢) = 0. Betrachte

die exakte Sequenz 0 — M 4, N, dann ist nach 1.3.22 auch 0 — M|, ox Ny, exakt.
Demnach ist ker(¢r) = 0 und somit ¢, injektiv. Sei nun umgekehrt ¢ injektiv fiir

jedes maximale Ideal L. Betrachte die exakte Sequenz 0 — ker(¢) — M 2N , es ergibt

sich wie eben die exakte Sequenz: 0 — ker(¢), — My, ox Nyp. Ist nun ¢;, injektiv, so
folgt, dass ker(¢) = 0 ist fur alle maximalen Ideale L, nach Lemma 1.3.27 b) ist also
ker(¢) = 0 und damit ¢ injektiv.

Zu Epimorphismus: Sei ¢ surjektiv, es folgt aus M 2N %o exakt, dass auch M, 2
Ny 2% 0 exakt ist, also ist im(¢r) = ker(¢r) = Np. Ist umgekehrt ¢, ) surjektiv fiir alle
maximalen Ideale L dann sei C' = N/im(¢) Kokern von ¢. Aus M LN = C = 0ist

exakt folgt M, o Np — (O — 0 ist exakt. Ist nun ¢ surjektiv so folgt C';, = 0 und
nach 1.3.27 b) ist C' = 0. Damit dann im(¢) = N und folglich ist ¢ surjektiv.

Zu Isomorphismus: Nehme die Argumente vom Monomorphismus und Epimorphismus
zusamimen. O

Beispiel 1.3.29. Allgemeine Form des chinesischen Restsatzes: Sei R ein Ring und
Q1, ..., @y Ideale von R mit Q; + Q; = R fiir alle i # j. Dann ist R/((), Q) isomorph zu

I /@i

Beweis. Betrachte: ¢ : R — [[, R/Q; mit ¢(r) = (m1(r), ..., m,(r)) mit 7; als kanonischer
Projektion, m; : R — R/Q;.

Behauptung: ker(¢) = (), Qi Sei x € ker(¢) = ¢(x) =0 = m(x) =0 =z € Q; fir alle
i.=x €();Qi). Also ist ker(¢) C ), Q:). Sei umgekehrt = € (), Q;) = 7(z) = 0 fiir alle
i = ¢(x) =0 = x € ker(¢). Somit: (), Q;) C ker(¢). Insgesamt also ker(¢) = (), Q:)
wie behauptet.

Sei weiter L ein maximales Ideal von R. Behauptung: Hochstens eines der @); ist in L
enthalten. Angenommen: ; und ; C L mit i # j = Q; +Q; C L = L = R. Ein
Widerspruch, der die Behauptung zeigt.

Als néichstes wird gezeigt, dass die Abbildung ¢, : R[U '] — [, R/Q; fiir alle maximalen
Ideale surjektiv ist, daraus folgt nach dem Korollar 1.3.28, dass ¢ selbst surjektiv ist.
Da (T, R/Q:)[U™] = [1_,(R/Q;[U™"]) betrachte ¢r : £+ ™2 Sei Q; € L = Q; ¢
fiir j # i = @; C U, daher geht * in jeder Faktorisierung nach Q; mit j # i durch
Lokalisierung an U auf 0. Folglich ist: ¢ (%) = (0, ..., 0, my),O, ...,0) und da m; surjektiv
ist, ist ¢, surjektiv, folglich auch ¢. Nach dem Homomorphiesatz ist R/ker(¢) = im(¢),
das bedeutet aber gerade: R/((), Q;) = [[, R/Q:. O

Proposition 1.3.30. a) Sei R ein Ring und S eine R-Algebra. Sind M, N R-Moduln so
folgt: Es existiert ein eindeutiger S-Modulhomomorphismus oy @ S @ g Hompg (M, N) —

13
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Homg(S®rM,S®@rN) der 1®¢ € S®@gHompg(M, N) auf den S-Modulhomomorphismus
1®ro¢: S®rM — S®gr N € Homg(S ®@r M,S ®g N) abbildet. Ist S flach tiber R und
M endlich prdsentiert so folgt, dass cys ein Isomorphismus ist.

b) Insbesondere: Ist M endlich prisentiert so folgt, dass Hompg(M, N) lokalisiert in

dem Sinne, dass o einen natirlichen Isomorphismus Homp-1)(M[UT'], N[U']) =
Homp (M, N)[U™Y| fiir jede Teilmenge U C R bedeutet.

Beweis. Zunéchst einmal soll begriindet werden, dass b) ein Spezialfall von a) ist. Set-
ze in a) hierfir S = R[U7Y. Es gilt: R[U™Y &p M = M[U™'] sowie R[U™'| ®r
N = N[U7'] nach 1.3.20. Da R[U™'| flach ist folgt aus a), dass Homg(M, N)[U]
isomorph zu Hompy-1)(M[U!], N[U™']) ist. Bleibt also a) zu zeigen. Die Abbildung
o' : Homp(M, N) — Homg(S® M,S® N) mit ¢ — 1® ¢ (das ist der Homomorphismus
s@m — s® ¢(m)) ist ein R-Modul-Homomorphismus, da /(¢ + ¢) = 1 ® (¢ + ¢) =
1®@o+101Y = o/(¢)+a/ () und o/ (r¢) = 1@r¢ = r(1ee) = rd/(¢). Homg(S@M, SQN)
ist auch ein S-Modul = o’ kann zu einem eindeutigen Homomorphismus a;; zwischen
S-Moduln wie in der Proposition angegeben erweitert werden.

Sei nun S flach und M endlich présentiert. Sei zunéchst M = R so folgt Hompg(R, N) =
N,S SR R = S weiter ist HOIﬂs(S SR R,S SR N) = HomS(S,S SR N) = S@R N und
ap: S®r N — S®pg N ist die identische Abbildung. Sei nun weiter M = @}" R. Da
Hom und das Tensorprodukt direkte Summen erhalten gilt: agm g = D" ar. Da nun
aber jedes ap ein Isomorphismus ist, ist es auch agym . Also ist ayy fir M als freier
Modul ein Isomorphismus, denn jeder freie Modul hat die Darstellung @7" R.

Sei M schlieflich ein endlich présentierter Modul, seien F', G freie Moduln, dann gibt

es Homomorphismen und eine exakte Sequenz mit F %G % M — 0. Da das Ten-

sorpodukt rechtsexakte Sequenzen erhilt, folgt S @ F LN S®G LN SRSOM — 0
ist exakt. Weiter folgt aus den Eigenschaften von Hom, dass 0 — Hompg(M,N) —
Hompg(G,N) — Hompg(F, N) und 0 — Homg(S®@ M, S®N) — Homg(S®G,SQ@N) —
Homg(S ® F,S ® N) exakte Sequenzen sind. Da S iiber R flach ist erhilt das Ten-
sorprodukt mit S auch linksexakte Sequenzen, daher ist 0 — S ® Homg(M,N) —
S ®@ Homg(G, N) — S ® Hompg(F, N) auch eine exakte Sequenz. Betrachte nun das
Diagramm von Abbildungen:

/ /

S ® Hompg(M, N) S ® Homg(G, N) v S ® Hompg(F, N)

¢'° g'o

0 — Homg(S® M,S ® N) —= Homg(S ® G,S ® N) — Homg(S ® F, S ® N)

(bo

0

wobei a¢ und ap nach den Uberlegungen iiber freie Moduln oben Isomorphismen sind
und die Zeilen nach Argumentation oben exakt sind. Weiter kommutiert das Diagramm,
wie sich beispielsweise fiir den ersten Teil elementar nachrechnen lift: ag o ¢% (s ® o) =
ag((s®0o0¢))=sR@ro0dp=0¢"(s®rd) = ¢ 0an(s@o0).

Zeige nun, dass ays ein Isomorphismus ist. Zunéchst Injektivitit: Sei x € ker(ay) =
ago¢? (r) = ¢ °oan(x) = 0. Da ag ein Isomorphismus ist, muss ¢ (z) = 0 sein. ¢ ist
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aber nach der exakten Sequenz injektiv = x = 0 = «y ist injektiv. Fiir die Surjektivitét
gilt: Sei y € Homg(S ® M,S ® N). Da a¢ ein Isomorphismus ist, existiert ein z mit
aq(2) = ¢°(y). Gelingt es nun ein Urbild von z zu finden, so ist die Surjektivitit gezeigt.
Da nach der exakten Sequenz ker(¢%) = im(po) ist, existiert ein a mit ¢ (a) = z.
Das ist #dquivalent zu ¢ (z) = 0, also z € ker(¢®). Da das Diagramm kommutiert
folgt: ap o9 (2) = 1?0 ag(z) = ¥"° o0 ¢°(y) = 0, wobei die letzte Gleichheit aus der
exakten Sequenz folgt, ¢'°(y) ist im Bild von ¢ ° und folglich im Kern von ¢"°. Da af ein
Isomorphismus ist, folgt wol(z) =0 = daz im Kern von ¥ ist liegt es im Bild von ¢, es
existiert also ein a mit z = ¢ (a). Weiter ist ¢°oay(a) = ago¢?(a) = ag(z) = ¢°(y).
Da ¢ injektiv ist = ays(a) = y. Damit ist die Isomorphie gezeigt. O
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2 Lokalisierung Teil 2
Catherina Kohl

2.1 Konstruktion von Primelementen

Das Komplement eines Primideals ist multiplikativ abgeschlossen, denn sind f, g nicht
im Ideal, so auch fg nicht — Anderes wire ein Widerspruch zur Primeigenschaft des
Ideals. Dazu gibt es eine Art Umkehrung:

Proposition 2.1.1. Sei R ein kommutativer Ring, U C R eine multiplikativ abgeschlos-
sene Teilmenge, und I C R ein Ideal, das maximal ist unter denen, die U leer schneiden.
Dann ist I Primideal.

Beweis. Angenommen, f sowie g seien nicht in I. Wir betrachten die Mengen I + (f)
und 7+ (g). Wegen der Maximalitéitseigenschaft von I schneidet jedes Ideal von R, das [
als echte Teilmenge enthélt, die Menge U nichtleer — so ist also also auch der Schnitt von
I+(f) bzw. I+(g) mit U nichtleer. Daher gibt es in U Elemente der Form a f+i und bg+j
mit ¢,j € 1. Wére fg nun in I, so wére ebenfalls (af +1i)(bg+j) = abfg+ibg+ jaf +ij
in [ —dai,j € 1. Ausserdem gilt (af +1i)(bg+ j) € U, da U multiplikativ abgeschlossen
ist, was aber ein Widerspruch zur Voraussetzung I N U = () ist. Daher gilt fg & I. Da
f,g in R\I beliebig gew&hlt waren, haben wir die Giiltigkeit der Implikation

frggl = fg¢l,

bewiesen, und also ist I Primideal. Il

Uberhaupt — und netterweise — haben Ideale, die bezogen auf eine bestimmte Eigen-
schaft maximal sind, im Allgemeinen die Tendenz dazu, prim zu sein, wofiir wir einen
Grund gerade sahen.

Eine Variante obigen Beweises zeigt uns den Zusammenhang zur Lokalisierung:

Nach Lokalisierung 1 - Proposition 1.2.9 ist die ,,Umkehrung® I + ¢~*(I) der natiirli-
chen Abbildung eine Injektion von Idealen aus R[U '] in solche aus R, die Inklusionen
und Schnitte erhélt und auBlerdem Primideale auf Primideale abbildet. Nun ist I maxi-
mal unter den Idealen in R, die U nicht schneiden. Wére I R[U '] nicht maximal — Hier
ist jetzt von tatsichlicher Maximalitit von einem Ideal die Rede! — in R[U™!], so giibe
es

IR[UY ¢ H C R[U.
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Da ¢! Inklusionen erhélt und IR[U™!] = ¢~ (IR[U~'])R[U™!], wire demnach auch
ICP:=¢'(IRU') Cco'(H)CR.

Solch ein echtes Ideal ¢~'(H) C R kann es aber nicht geben:

Wegen der Maximalitéitseigenschaft von I muss es ein u € ¢~ '(H)NU geben, da jedes
Ideal, das I echt enthélt, U schneidet. Alle v € U sind in R[U~!] aber invertierbar,
so dass u und u™' € ¢"Y(H)R[U™'] = H (Prop. 1.2.9), also uu™! = 1 € H. Damit
ist aber H = R[U~!], also sind die Inklusionen in der Annahme nicht mehr echt, ein
Widerspruch.

ITR[U~'] ist also ein maximales Ideal in R[U '], und maximale Ideale sind Prim.

[ Denn: Ist J C R ein maximales Ideal und wére fg € J, aber f,g ¢ J, so wire das von
J und f erzeugte Ideal gleich R, da J maximal ist. Die Elemente in R lassen sich also
als j + rf darstellen, mit j € J,r € R, so also auch die 1, die ja in R enthalten ist. Es
ist also 1 = j +rf, also g = jg + rfg. Damit muss g € J sein, da jg € J und rfg € J.
Das steht aber im Widerspruch zu der Annahme f, g ¢ J, also ist jedes maximale Ideal
prim. |

Nach Lokalisierung I - Proposition 1.2.9 ist also — wegen I R[U~!] prim — auch P prim.
Nun ist / € P und P kann U nicht schneiden, weil — genauso wie oben mit H — dann
1 € IR[U™Y] = PR[U™'] und somit IR[U™'] = R[U!] wiire. Also ist I = P und somit
I prim.

Bemerkung 2.1.2. Bemerkenswert ist hierbei, dass man fiir beliebiges U durch Zorns
Lemma (Auswahlaxiom) immer ein [ wie in der Proposition finden kann:

Nehmen wir uns ein Ideal I, das U leer schneidet und basteln daraus beliebige Ketten
Iy € I; C ... von Idealen, die alle U nicht schneiden. Jede dieser Ketten besitzt ein
maximales Element — ndmlich U;io I;. Also gibt es nach Zorn insgesamt ein maximales
Element M, das dieselben Voraussetzungen erfiillt wie unser I.

2.2 Ringe und Moduln endlicher Linge

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Ringen und Moduln endlicher Lénge, ihren
Strukturen, der Anzahl ihrer maximalen Ideale und deren Zusammenhingen mit den
Eigenschaften noethersch und artinsch.

Einige benotigte Definitionen vorab:

Definition 2.2.1. Sei M ein Modul. Eine Kette von Untermoduln von M ist eine
Sequenz von Untermodulen mit strikten Inklusionen:

M=M,D>M D>---D>M,,.

Die Zahl n nennt man dabei die Lange dieser Kette.

Eine Kette heifit Kompositionsreihe, wenn jedes AM; /M, ein einfacher Modul un-
gleich null ist, d.h. er hat keine echten Untermoduln ungleich null. Demnach ist eine
Kompositionsreihe eine maximale Kette von Untermoduln von M.
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Als Lange von M definieren wir die kleinste Lénge, die eine endliche Kompositions-
reihe von M annimmt, bzw. oo, wenn M keine endliche Kompositionsreihe hat.

Bemerkung 2.2.2. Wir werden spéter zeigen, dass je zwei Kompositionsreihen eines
Moduls M die gleiche Lénge haben.

Definition 2.2.3. Ein Modul M heifit artinsch, wenn jede absteigende Folge von Un-
termoduln stationédr wird, d.h. fiir jede absteigende Folge

Moy 2 M, 2 My D ...

gibt es ein n € N, so dass
Mn:Mn+1:Mn+2:"’

M heifit noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von Untermoduln stationar wird,
d.h. es gibt ein n € N, so dass
My CM C...CM,=M,;1="--

Bemerkung 2.2.4. Spéter in Satz 2.2.7 werden wir sehen, dass fiir Ringe noethersch
aus artinsch folgt.

Der néchste Satz sagt etwas iiber die Struktur von Moduln endlicher Lénge. Er bein-
haltet den Satz von Jordan-Holder fiir Moduln und den Chinesischen Restsatz.

Satz 2.2.5. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der Modul M hat genau
dann eine endliche Kompositionsreihe, wenn er artinsch und noethersch ist.

Besitzt M eine endliche Kompositionsrethe M = My D M; D --- D M, = 0 der
Lénge n, so gilt:

(a) Jede Kette von Untermoduln von M hat Linge hochstens n und kann zu einer Kom-
positionsreihe erweitert werden.

(b) Die Summe der Lokalisierungsabbildungen M — Mp fir Primideale P liefert uns
einen Isomorphismus von R-Moduln

M = P Mp,
P

wobei die Summe tber alle mazimalen Ideale P dergestalt, dass M;/M; 1 = R/P
fiir ein i, gebildet wird. Die Anzahl der M;/M;, 1, die isomorph zu R/P sind, ist
genau die Linge von Mp als Modul iiber Rp, und also unabhdngig von der gewdhlten
Kompositionsreihe.

(c) Es gilt M = Mp genau dann, wenn M von einer Potenz von P annihiliert wird.
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Beweis. Angenommen, M ist artinsch und noethersch, es erfiillt also sowohl eine abstei-
gende, als auch eine aufsteigende Kettenbedingung. Durch die aufsteigende Kettenbe-
dingung (noethersch) kénnen wir einen maximalen echten Untermodul M; C M wéhlen,
davon wiederum einen maximalen echten Untermodul M, C M; usw. Diese Kette von
maximalen Untermoduln muss nach der absteigenden Kettenbedingung (artinsch) sta-
tiondr werden, und zwar bei M,, = 0 (da 0 ein echter Untermodul eines jeden Moduls
ist). Damit ist M = My C M; C ... C M,, = 0 eine Kompositionsreihe und M hat also
endliche Lénge n. (Die Umkehrung werden wir als Folgerung aus (a) sehen.)

(a) Sei M" C M ein echter Untermodul; wir werden zeigen, dass die Lange von M’
kleiner als die Lange von M ist.

Dazu schneiden wir die Elemente der Kompositionsreihe von M mit M’ und erhalten
dadurch eine kiirzere Kompositionsreihe von M':

(M"Y M)/ (M0 M) =2 (M 0 M;+ M) /(M0 M) © M /My,

Da M;/M;, einfach ist, gilt entweder (M’ N M;)/(M' N M;y1) = 0, oder (M' N
M;)/(M' 0 M) ist einfach und (M’ N M;) + M = M.

Wir beweisen nun, dass letzteres nicht fiir alle ¢ sein kann, wodurch gezeigt wére,
dass M’ kiirzere Linge hat als M. Waren sdmtliche (M’ N M;)/(M' N M;4+1) # 0,
so ware auch M; C M’ fir alle 7. Damit galte M = My C M’, im Widerspruch zur
Annahme. Also ist (M’ N M;)/(M’ N M;11) nicht fiir alle i einfach — und vermutlich
fiir sehr viel weniger als n, da (M’ N M;)/(M' N0 M;;1) =0 fiir alle M' C M; C M.

Daraus folgt nun, dass wir die Sequenz M' C M'NnM; C ... C M'Nn M, =0
verkiirzen konnen, indem wir die M’ N M; mit M’ 0 M; = M' N M;,, auslassen. Die
so erhaltene Kette ist eine Kompositionsreihe von M’, denn — s.o. — die Quotienten
ihrer aufeinander folgenden Glieder sind einfach, aber ungleich null. Und sie hat
Lénge kleiner n.

Da dieses Verfahren auf sdmtliche Kompositionsreihen von M anwendbar ist, also
auch auf seine kiirzeste, gibt es mindestens eine Kompositionsreihe von M’ die
kiirzer ist als die Lange ( gleich die Lénge der kiirzesten Kompositionsreihe) von M.
Also ist nach Definition die Lange von M’ kleiner als die Lange von M.

Wir nehmen nun an, dass M = Ny C N; C ... C N; eine Kette von Untermoduln
ist. Wie wir gerade gezeigt haben ist Linge N; < Linge M. Die Linge der Kette
Ny C ... C Npist k —1 < Lange N;. Da Lénge Ny < Lange M folgt also, dass k£ <
Liange M.

Die Lénge jeder Kette von Untermoduln von M ist also kiirzer als die Lénge von M.

Da die Lange n von M definiert ist als die Lange der kiirzesten maximalen Kette in
M ist die Lange jeder maximalen Kette in M > n. Wie wir gerade gezeigt haben
ist die Léange jeder Kette in M kleiner gleich n. Also hat jede maximale Kette in M
Lange n.

Indem wir eine Kette in M solange erweitern um Zwischenmodule zwischen alle
Elemente M;, M, deren Quotient nicht einfach ist, bis alle diese Quotienten einfach
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sind, konnen wir aus jeder Kette eine Kompositionsreihe herstellen. Und also ist n
eine einheitliche Grenze fiir die Lénge aller aufsteigenden, wie auch absteigenden
Ketten, so dass M also artinsch und noethersch ist.

Wir erinnern uns, dass fiir ein Primideal P definiert wurde Rp := R[U~!], wobei
U=R-P.

Da @, Mp ein R-Modul ist, geniigt es nach 1.3.28 zu zeigen, dass die im Satz
gegebene Abbildung fiir die Lokalisierung an jedem maximalen R-Ideal einen solchen
Isomorphismus liefert.

Wir beginnen mit dem Fall, dass M Lénge 1 hat, wenn M also ein einfacher Modul
ist. Dadurch ist also M = R/P fiir ein maximales Ideal P = ann/.

Entweder gilt nun P = @ oder P # Q. Falls P = @, dann ist R/P = R/Q ein
Korper, da P maximales Ideal ist. Die Lokalisierung an @) ist die Adjunktion der
Inversen aller Elemente, die nicht in () sind, also ist

(R/Q)o = (R/QI(R/Q) — Q)] = R/Q,

da eben R/Q bereits ein Korper ist und also alle Elemente aufler der 0 — d.h. die
Nebenklasse @ = 0+ @ — bereits invertierbar sind. Falls P # @, so P € @, da P
maximal. Wir betrachten R und @Q als R-Moduln, also ist Py = P[(R — Q)™!] und
Rg = R[(R — Q)7']. Da, wie bereits gesagt, P € @ gibt esp € R — Q und p € P,
also 1 = p-p ' € Py. Also ist R C Pp, und da die adjungierten Inversen sowieso
gleich sind, gilt Py = Rg.

Also ist (R/P)g = Rg/Pg = 0.

Hieraus folgt insbesondere, dass fiir zwei verschiedene Primideale @ und Q" gilt
(MQ)Q’ =0.

Kehren wir nun zuriick zum allgemeinen Fall, dass M Linge n < oo hat. Die Kom-
positionsreihen von M lokalisiert ergeben eine Sequenz von Untermodulen

Mo = (Mo)Q 2 (M1)Q 2 ... 2 (M,)Q = 0.

Die — unlokalisierten — Moduln M;/M;,; haben Lénge 1. Damit zeigt unser oben ge-
zeigter Fall von Lange M = 1, dass (M;/M;11)q = M;/M; 11, falls Q = annM; /M1,
und (M;/M;+1)g = 0 sonst. Also hat M eine endliche Kompositionsreihe, die einer
Unterreihe einer Kompositionsreihe von M entspricht. (Wir lokalisieren die Kom-
positionsreihe von M an ) und kiirzen sie um gleiche Elemente (M;)g = (Mi+1)0-
Entsprechend kann man auch sagen man behilt diejenigen Elemente (M;)q fiir die
Insbesondere ist Mg = 0, wenn keines der M, /M, isomorph zu R/() ist.

Sei nun a : M — @Mp die Summe {iiber alle Lokalisierungsabbildungen mit P
Primideal. Das ist das Gleiche wie diese Summe iiber alle P, fiir die fiir irgendwelche
M;/M; 1 = R/Q gilt — die restlichen Mp sind ohnehin 0.
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Fiir samtliche maximale Ideale () und Moduln M gilt (Mg)g = Mg, also ist die
Identitét ein Teil der Lokalisierung von o

ag : Mg — @ Mp = GB ((Mp)q)

P maximales Ideal o P maximales Ideal

Ist aber P # @ und hat M endliche Liange, dann haben wir bereits gesehen, dass
(Mp)g = 0. Also ist o die Identitdtsabbildung fiir jedes maximale Ideal @), und
also ist « ein Isomorphismus.

(¢) Angenommen, M wird von einer Potenz eines maximalen Ideals P annihiliert.

Sei () # P ein anderes maximales Ideal, dann existiert ein Element p € P\Q. Dieses
p verhiélt sich wie eine Einheit auf Mg. Da eine Potenz von p sich auf M wie die 0
verhélt, muss Mg = 0 sein, da andernfalls kein Element gleichzeitig Einheit und 0
sein kann.

Also ist nach (b) M = Mp.
Umgekehrt, angenommen M = Mp. Die in (b) vorgestellte Darstellung von Lokali-
sierung zeigt, dass fiir alle ¢ gilt M;/M; 1 = R/P.

Nun ist entweder PM C M; oder PM + M; = M, da M /M, nach Voraussetzung
einfach ist — denn tréfen beide Bedingungen nicht zu, so wiare PM + M; C M und es
gébe also ein echtes Untermodul von M /M; = (PM + My)/M, was ein Widerspruch
zur Einfachheit wire.

Angenommen, es gilt der zweite Fall, PM + M; = M. Dann ist
R/P = M/M, = (PM + M;)/M, = PM/(PM N My).

Da, wenn man R/P mit P multipliziert, 0 das Ergebnis ist (P annihiliert R/P),
muss dies auch fiir PM/(PM N M;) wahr sein, also P2M C M;. Somit ist in beiden
Fallen P?M C M;.

Indem man nun per Induktion das Untermodul Ms von M; betrachtet usw. und die
gleiche Argumentation verwendet, erhilt man jeweils, dass P*M C M, fiir ein k mit
d <k <2d.

Es gilt also insbesondere P*M C M,, = 0 fiir ein k mit n < k < 2n, also P*M = 0.

]

Wir kehren nun zu artinschen Ringen zuriick. Die Tatsache, dass artinsche Ringe
noethersch sind, was wir als Ergebnis des néchsten Satzes sehen werden, stimmt sogar
fiir nicht kommutative Ringe (mit der Eins). Dieser allgemeinere Fall ist jedoch wesentlich
schwieriger und wer sich damit befassen mochte, wende sich vertrauensvoll der Lektiire
von Hopkins [6] zu.
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Definition 2.2.6. Die Léange eines Moduls M ist das Supremum der Lingen n der
Ketten von Untermoduln von M:

0=NyCN,C..CN, =M

Satz 2.2.7. Sei R ein Ring, dann sind dquivalent:

(a) R ist noethersch und alle Primideale in R sind maximal.

(b) R hat endliche Linge als R-Modul.

(¢) R ist artinsch.

Beweis. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, hat R nur endlich viele maximale Ideale.

a = b: Angenommen, R ist noethersch und hat nicht endliche Lénge. Sei I C R ein

maximales Ideal dergestalt, dass R/I nicht endliche Linge hat. Wir finden ein
solches I, da R eben noethersch ist, also I endliche Lénge hat.
Wir behaupten, dass I prim ist.

Ist in der Tat ab € I, und a ¢ I, dann konnen wir eine exakte Sequenz — d.h.
bild(f;) = kern(f;+1) — formen, wobei (I : a) definiert ist als das Ideal, das von [
und allen b mit ab € I erzeugt wird:

0—R/(I:a) > R/I — R/(I+ (a))— 0.

Da I C I+ (a), hat der Modul R/(I + (a)) endliche Lénge. Wenn b ¢ I, dann
enthélt (I : a)l ebenfalls, so dass R/(I + (a)) auch endliche Lange hat.

Fiigen wir Kompositionsreihen von R/(I + (a)) und R/(I : a) zusammen, so erhal-
ten wir eine Kompositionsreihe von R/I. Diese hat dann aber ebenfalls endliche
Lange, im Widerspruch zu unserer Annahme. Es muss also b € I gelten, also ist [
Prim.

Nehmen wir nun an, dass alle Primideale in R maximal sind. Wenn R nicht endliche
Lénge hétte, dann wére das oben konstruierte Primideal I ein maximales Ideal und
R/I wire ein Korper, was im Widerspruch zu einer Konstruktionsannahme steht,
da Korper einfach sind und also endliche Lénge haben (als Modul).

Also hat R endliche Lénge.

b = c: Diesen Beweis haben wir gerade implizit in Satz 1.2.6 hinter uns.

c = a: Angenommen R sei artinsch. Unser Hauptziel ist es zu zeigen, dass 0 ein Pro-

dukt von maximalen Idealen von R ist. Da R artinsch ist, also die absteigende
Kettenbedingung erfiillt, konnen wir unter all den Idealen, die Produkte von ma-
ximalen Idealen von R sind, dasjenige finden, das am Kleinsten ist. Wir nennen es
J und mochten also zeigen, dass J = 0.

Fiir jedes maximale Ideal M von R impliziert die Minimalitéit von J, dass M J = J
— da das Produkt zweier Ideale wieder ein Ideal ist, das in beiden enthalten ist; J

22



2 Lokalisierung 'Teil 2

darf aber wegen seiner Minimalitéat nicht mehr kleiner werden, sonst wére es eben
nicht minimal. Also ist insbesondere J C M.

Da J? ebenfalls ein Produkt maximaler Ideale ist, folgt J? = J. Ist J # 0, so kénnen
wir ein Ideal I auswéhlen, das minimal ist unter denen, die J nicht annihilieren.
Da (IJ)J=1J*=1J#0,und IJ C I, muss IJ = I gelten.

Da I das Ideal J nicht annihiliert muss es ein Element f € [ geben fiir das gilt
fJ # 0. Und da I minimal ist muss ebenso gelten I = (f). Da I.J = I, existiert
ein Element g € J fiir das gilt f = fg, oder dquivalent (1 —g)f = 0. Da g in jedem
maximalen Ideal vorhanden ist, ist 1 — ¢ in keinem, also ist 1 — g eine Einheit. Also
ist f=0.

Also ist in der Tat J = 0.

Wir haben also nun 0 = M; Ms... M, fiir maximale Ideale M; von R. Fiir jedes s ist
der Quotient My My...Mg/MyM;... Mg, ein Vektorraum iiber R/Mg.;.

Jeder Untervektorraum ist ein Untermodul, entsprechend einem Ideal von R, das
My Ms...Mq enthélt. Dementsprechend korrespondiert jede absteigende Kette von
Untervektorrdumen mit einer absteigenden Kette von Idealen von R. Und da R
artinsch ist, ist jede solcher Ketten endlich. Also ist auch MjMj;...M,, 1 endlichdi-
mensional {iber R/M,,; und insbesondere eine endliche Kompositionsreihe.

Also hat jede Kompositionsreihe von R endliche Lange, und R selbst ist von end-
licher Lange.

Nach Theorem 1.2.6 ist R noethersch.

Angenommen, P ist ein Primideal von R. Da P D 0 = M M-...M,, ist P D M, fiir
ein 7. Da M; ein maximales Ideal ist, folgt P = M;, und P ist also maximal.
Insbesondere ist jedes maximale Ideal eines von den M;, so dass es davon nur
endlich viele gibt.

O
Nun besehen wir uns unsere bisherigen Ergebnisse im geometrischen Kontext:

Folgerung 2.2.8. Sei X eine affine algebraische Menge tiber einem Korper k. Die fol-
genden Aussagen sind dquivalent:

(a) X ist endlich.

(b) A(X) ist ein endlichdimensionaler Vektorraum iber k, dessen Dimension der Anzahl
Punkte in X entspricht.
(c) A(X) ist artinsch.

Beweis. a = b: A(X) ist der Polynomring von Funktionen iiber der Menge X.
Wenn X endlich ist, so ist A(X) = [],cx A(x) = [[,cx ¥ ein direktes Produkt von
so vielen Kopien des zugrundeliegenden Korpers, wie es Punkte in X gibt.

b = c: Wenn R eine k-Algebra ist, die als k-Vektorraum endlichdimensional ist, so ist
jede absteigende Kette von Untervektorrdumen von R endlich. Und also ist jede
absteigende Kette von Idealen von R endlich.
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¢ = a: Wenn der Ring A(X) artinsch ist, so gilt nach Satz 1.2.8, dass er nur endlich
viele maximale Ideale hat. Da die Punkte in X den maximalen Idealen entsprechen,

ist X endlich.
m

Durch die Kombination von Satz 1.2.8 und Satz 1.2.6b erhalten wir eine Aussage iiber
die Struktur von artinschen Ringen:

Folgerung 2.2.9. Jeder artinsche Ring ist ein endliches direktes Produkt von lokalen
artinschen Ringen

Beweis. Da R als Modul iiber sich selbst endliche Lange hat folgt aus Satz 1.2.6, dass
die Summe der endlich vielen Lokalisierungsabbildungen R — @, Ry, ein Isomorphismus
von R-Moduln ist. Die R-Algebra [ [, Ry, das direkte Produkt der Lokalisierungen, ist
genau @; Ry, wenn man sie als R-Modul betrachtet — da direkte Summe und Produkt
hier im endlichen Fall gleich sind.

Da jede Abbildung R — R),, eine Abbildung von Ringen ist, ist der R-Modul-Isomorphismus
R — @®; Ry, auch noch ein Isomorphismus von Ringen. Und also ist I? das direkte Pro-
dukt von endlich vielen artinschen Ringen. O

In ganz dhnlicher Weise kénnen wir Moduln von endlicher Lénge {iber noetherschen
Ringen charakterisieren:

Folgerung 2.2.10. Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann sind dquivalent:

(a) M hat endliche Ldnge.
(b) Ein endliches Produkt von mazimalen Idealen [[;_, P; annihiliert M.
(c) Alle Primideale, die den Annihilator von M beinhalten, sind mazimal.

(d) R/annM ist ein artinscher Ring.

Beweis. a = b: Wenn M endliche Lange hat, so ist M nach Satz 1.2.6b und c eine
direkte Summe von Moduln, und jeder dieser Moduln wird von einer Potenz eines
gewissen Primideals annihiliert. Das Produkt dieser Primideale und ihrer Potenzen
annihiliert also M, und da R noethersch ist, sind dies maximale Ideale.

b = c: Angenommen, ein Produkt maximaler Ideale [[;_, P; annihiliert M/ und ein
Primideal P enthélt den Annihilator von M: P D [[_, P,. Da P Prim ist muss
also gelten P = P; fiir ein 4, und also ist P maximal.

¢ = d: Dies folgt direkt aus Satz 1.2.8.

d = a: Sei S = R/annM, und angenommen S ist artinsch. Nach Satz 1.2.8 hat S

endliche Linge als S-Modul und R-Modul. Weil M endlich erzeugter S-Modul ist

— da endlich erzeugter R-Modul — ist es ein homomorphes Bild von einer endlichen
direkten Summe von Kopien von S. Also ist M ein Modul von endlicher Léange.

O
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Aus Folgerung 1.2.11 schliefen wir, dass man jeder endlich erzeugte Modul in ein
Modul endlicher Lénge verwandeln kénnen — durch Lokalisation an einem Primideal,
das minimal iiber dem Annihilator ist:

Folgerung 2.2.11. Sei R ein noetherscher Ring, M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul,
I der Annihilator von M und P ein Primideal, das I enthdlt.

Der Rp-Modul Mp ist ein Modul ungleich null von endlicher Léinge genau dann, wenn
P minimal ist unter den Primidealen, die I enthalten.

Beweis. Wenn P ein Primideal ist, das minimal ist unter denen, die I enthalten, so ist
Pp nilpotent in Rp/Ip. Also annihiliert eine Potenz von PpMp, und Folgerung 1.2.11
zeigt uns, dass Mp endliche Lénge hat.

Umgekehrt, angenommen, Mp hat endliche Lénge iiber Rp. Der Annihilator von Mp ist
Ip. Also folgt, erneut nach Folgerung 1.2.11, dass jedes Primideal von Rp/Ip maximal
ist. Die Primideale von Rp/Ip entsprechen den Primidealen von R, die I enthalten und
in P enthalten sind. Also ist P minimal unter denen, die I enthalten. Il

Ein sehr niitzlicher Spezialfall dieser Ergebnisse ist, wenn M = R/I, so dass also
I =annM.

Folgerung 2.2.12. Sei I ein Ideal eines noetherschen Ringes R. Die folgenden Bedin-
gungen sind dquivalent fir ein Primideal P, das I enthdlt:

(a) P ist minimal unter den Primidealen, die I enthalten.
(b) Rp/Ip ist artinsch.
(¢) In der Lokalisierung Rp gilt Pp C Ip fiir hinreichend groffes n.

Beweis. a = b: Wenn P minimal ist unter den Primidealen, die I enhalten, so ist Pp
das einzige Primideal von Rp/Ip. Nach Folgerung 1.2.11 ist Rp/Ip artinsch.

b = c¢: Angenommen, Rp/Ip ist artinsch. Nach Satz 1.2.8 hat Rp/Ip endliche Lange,
und nach Satz 1.2.6c wird es von einer Potenz von Pp annihiliert. Also gilt Pg C Ip
fiir hinreichend grofle n.

¢ = a: Angenommen, Pp C Ip. Wenn () ein Primideal von R ist, so dass [ C @) C P, so
gilt nach Lokalisierung, dass Pp C Qp —da Pp C Ip nach Voraussetzung. Also gilt

Pp = Qp, und P = Q. Also ist P minimal unter den Primidealen, die I enthalten.

O

2.3 Produkte von Integritdatsringen

In einer anderen Richtung kénnen wir Lokalisierung verwenden, um noethersche Ringe
zu charakterisieren, die direkte Produkte von Integritétsringen sind.
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Proposition 2.3.1. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist R endliches direktes Produkt
von Integritdtsringen genau dann, wenn fir jedes mazimale Ideal P von R der lokale Ring
Rp ein Integrititsring ist.

Beweis. Angenommen, R = [, R; ist ein direktes Produkt von Integritétsringen R;. Ein
Primideal P von R kann nicht jedes der Einselemente e; von R; enthalten, da es sonst
bereits ganz R wire. Wenn aber e; ¢ P, so ist Rp = (R;)p ein Integrititsbereich, da e;
jedes R; annihiliert, fiir das j # ¢ gilt.

Umgekehrt, angenommen, dass jede Lokalisierung von R an einem maximalen Ideal
ein Integritétsring ist.
Sei {Q;} die Menge von minimalen Primidealen von R. Da der Schnitt von Primidealen
in einer absteigenden Sequenz erneut ein Primideal ist, ist diese Menge nicht leer. Es
gibt allerdings — der Beweis wird in Kapitel 3 gefithrt — nur endlich viele @);.
Wir miissen nun noch zeigen, dass die Abbildung ¢ : R — [[;, R/Q; ein Isomorphismus
ist.
Nach Lokalisierung I - Folgerung 1.3.28 reicht es aus zu zeigen, dass ¢ ein [somorphismus
wird, nachdem man an einem maximalen Ideal P von R lokalisiert hat. Die minimalen
Primideal von Rp sind die Lokalisierungen der minimalen Primideale von R, die in P
enthalten sind. Da nach Voraussetzung Rp ein Integritétsring ist, gibt es nur ein @);, das
diese Bedingung erfiillt — ndmlich das, das lokalisiert das Nullideal ergibt. Da zusétzlich
Rp ein Integritétsbereich ist, kann es auch keine Elemente # 0 darin geben (in der loka-
lisierten Version). Nennen wir es ;. Damit haben wir (Q1)p = 0,(Q;)p = R fiir i # 1.
Es folgt, dass ([[, R/Qi)p = (R/Q1)p = Rp und ¢ wird lokalisiert zu einem Isomorphis-

mus wie verlangt. O]

Bemerkung 2.3.2. In der Tat verwendet man bei dem Beweis, dass ein gegebener Ring
ein Integrititsring ist, hdufig — mit Mitteln der lokalen Algebra — dass der Ring lokal ein
Integritédtsring ist, wie in unserem gerade gefithrten Beweis. Benutzt man Proposition
1.3.1, so reicht es aus die Moglichkeit auszuschliefen, dass der Ring andere idempotente
Elemente aufler 0 und 1 enthélt.
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3 Assoziierte Primideale und
Primarzerlegung

Bettina Birkmeier

3.0 Definitionserinnerungen

Definition 3.0.1. Sei R ein Ring. Dann ist ein R-Modul M eine abelsche Gruppe mit
einer Abbildung Rx M — M, geschrieben (r,m) — rm, mit den folgenden Eigenschaften
fiir alle r,s € R und m,n € M:

r(sm) = (rs)m (Assoziativitét)
r(m+n)=rm+rn
(r +s)m = rm + sm (Distributivitét)
Im = m (Identitét).

Die Ideale I des Rings R und die zugehorigen Faktorringe R/I sind R-Moduln.

Definition 3.0.2. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann ist der Annihilator von
M definiert als:

ann M = {r € R|rM = 0}.

Definition 3.0.3. Ein Nullteiler in einem Ring R ist ein Element 0 # r € R fiir das es
ein Element 0 # s € R gibt, so dass rs = 0. Ein Element ungleich 0, das kein Nullteiler
ist, heifit Nichtnullteiler.

3.1 Assoziierte Primideale

Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

Definition 3.1.1. Ein Primideal P von R ist assoziiert mit M, wenn P der Annihilator
eines Elements in M ist. Die Menge aller Primideale assoziiert mit M wird geschrieben
als AssgM oder einfach AssM wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.

Bemerkung 3.1.2. Aus Traditionsgriinden gibt es eine Ausnahme: Wenn [ ein Ideal
von R ist, dann werden die assoziierten Primideale des Moduls R/I assoziierte Primideale
von [ genannt. Dies fiihrt in der Regel jedoch nicht zu Verwechslungen, da die assoziierten
Primideale von I als Modul normalerweise nicht interessant sind.
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Bemerkung 3.1.3. Aus der Definition ist klar, dass P genau dann ein assoziiertes Prim-
ideal von M ist, wenn R/P isomorph zu einem Untermodul von M ist. Alle assoziierten
Primideale von M enthalten den Annihilator von M.

Beispiel 3.1.4 (nach [4] Aufgabe 3.1). Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen. Dann
sind Z/iZ (i € I) endlich erzeugte Z-Moduln. Ass(Z/iZ) ist die Menge der Vielfachen
der Primteiler von von i.

Satz 3.1.5. [Haupteigenschaften assoziierter Primideale]
Sei R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul ungleich 0.

(i) AssM ist eine endliche, nichtleere Menge von Primidealen von denen jedes ann M
enthdlt. Die Menge AssM enthdlt alle minimalen Primideale unter denen, die
ann M enthalten.

(ii) Die Vereinigung der assoziierten Primideale von M besteht aus 0 und der Menge
der Nullteiler von M.

(iii) Die Bildung der Menge AssM kommutiert mit der Lokalisierung an einer beliebi-
gen multiplikativ abgeschlossenen Menge U in dem Sinne, dass

Assgy-y MUY = {PRIUY|P € AssM und PN U = 0},
Der Beweis dieses Satzes wird am Ende des nédchsten Abschnitts gegeben werden.

Definition 3.1.6. Die Primideale minimal iiber einem Ideal [ sind die Primideale,
welche minimal sind unter den Primidealen, die I enthalten.

Bemerkung 3.1.7. So wie es in jedem Ring maximale Ideale gibt, so gibt es auch in
jedem Ring Primideale die minimal sind iiber einem gegebenen Ideal 1.

Um dies einzusehen stellen wir zuerst fest, dass wenn eine Menge von Primidealen
in einem Ring R totalgeordnet ist durch Inklusion, dann der Schnitt dieser Primideale
wieder prim ist. Nach Zorns Lemma gibt es eine maximale totalgeordnete Teilmenge
der Primideale, die I enthalten, und der Schnitt der Primideale in dieser Teilmenge
ist notwendigerweise minimal iiber /. Nach Satz 3.1.5 (i) ist die Menge der Primideale
minimal iiber I endlich wenn R Noethersch ist.

Dieses Ergebnis verallgemeinert die Tatsache, dass ein Polynom ungleich 0 iiber einer
Variablen nur endlich viele Wurzeln haben kann.

Definition 3.1.8. Die Primideale in AssM, die nicht minimal sind, werden eingebet-
tete Primideale von M genannt.

Wenn R ein graduierter Noetherscher Ring ist und M ein endlich erzeugter R-Modul,
dann sind die assoziierten Primideale von R homogen, wie in [4] Proposition 3.12 fest-
gestellt wird. Dies erlaubt es graduierte Versionen aller Resultate in diesem Kapitel zu
erstellen.
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Folgerung 3.1.9. Sei R ein Noetherscher Ring und sei M ein endlich erzeugter R-
Modul ungleich 0 und I ein Ideal von R. Dann qilt: I enthdlt einen Nichtnullteiler von
M oder I annihiliert ein Element von M.

Um dies zu beweisen miissen wir wissen, dass ein Ideal, das in einer Vereinigung von
Primidealen enthalten ist, bereits in einem von ihnen enthalten ist. Diese Tatsache wird
Primvermeidung genannt.

3.2 Primvermeidung

Lemma 3.2.1 (Primvermeidung). Seien Iy, ..., I, J Ideale eines Rings R mit J C U,1;.
Wenn R einen unendlichen Kérper enthdlt oder wenn héchstens zwei der I; nicht prim
sind, dann ist J in einem der I; enthalten. Wenn R graduiert ist, J erzeugt wird von
homogenen Elementen von Grad gréfier 0 und alle I; prim sind, dann reicht es anzu-
nehmen, dass die homogenen Elemente von J in U;I; enthalten sind, um zu schliefen,
dass J in einem der I; enthalten ist.

Beweis. Wenn R einen unendlichen Korper enthélt, dann ist das Ergebnis trivial: Kein
Vektorraum iiber einem unendlichen Kérper kann eine endliche Vereinigung von echten
Teilrdumen sein. Im anderen Fall fithren wir eine Induktion iiber n durch. Der Fall n =1
ist trivial. Wir nehmen an, dass J nicht in einer kleineren Vereinigung der I; enthalten
ist, also konnen wir Elemente x; € J finden, die nicht in U;4;/; sind. Wenn also J C UI;
folgt x; € I;. Wenn n = 2, dann ist x; + x5 weder in I} noch in Iy, was ein Widerspruch
zur Annahme ist. Wenn n > 2 ist, dann kénnen wir annehmen, dass I; prim ist und
T1 + Taws... ist in keinem der /;, was wieder ein Widerspruch ist.

Im graduierten Fall konnen wir den gleichen Beweis verwenden, indem wir die x; so
potenzieren, dass x; und xexs... den gleichen Grad haben. Die Annahme, dass jedes I;
prim ist, brauchen wir um sicherzustellen, dass fiir jedes j die Potenzen von z; nicht in
I; sind fiir j # <. [l

Bemerkung 3.2.2. Fiir Lemma 3.2.1 haben wir nicht angenommen, dass R Noethersch
ist, so dass das Lemma auch im nichtnoetherschen Fall verwendet werden kann, wie z.B.
in [4] Proposition 13.10. Der Beweis benutzt auch nur dass J ein Unterring (ohne 1-
Element) von R ist.

Der Name ,, Primvermeidung® kommt von der folgenden typischen Anwendung: Wenn ein
Ideal I nicht enthalten ist in einem einer endlichen Anzahl von Primidealen P;, dann
gibt es ein Element von I das es ,,vermeidet® in einem der P; enthalten zu sein.

Mit Hilfe von Lemma 3.2.1 kénnen wir jetzt die Folgerung 3.1.9 beweisen.

Beweis von Folgerung 3.1.9. Nach Satz 3.1.5 ist ein Ideal, das aus Nullteilern von M
besteht, in der Vereinigung der assoziierten Primideale von M enthalten. Nach Lemma
3.2.1 ist es in einem von ihnen enthalten. ]

Satz 3.1.5 impliziert, dass AssM nicht leer ist, wenn M ungleich 0 ist. Der erste Schritt
im Beweis ist es also die Existenz eines assoziierten Primideals direkt zu zeigen.

29



3 Assoziierte Primideale und Primérzerlegung

Proposition 3.2.3. Sei R ein Ring und M ein R-Modul ungeleich 0. Wenn I ein Ideal
von R ist, das maximal ist unter den Idealen von R, die Annihilatoren von Elementen von
M sind, dann ist I prim (und gehort damit zu AssM ). Insbesondere wenn R noethersch
ist, so ist AssM nicht leer.

Beweis. Wenn rs € I und s ¢ I, dann ist zu zeigen, dass r € I. Sei m € M so, dass
ann m = I, dann gilt rsm = 0, aber sm # 0. Also folgt (r, I) ist enthalten im Annihilator
von sm und aus [ maximal folgt (r) + 1 = 1. Alsor € I. O

Diese Proposition ist die Basis fiir eine typische Anwendung der assoziierten Primideale.
Wenn x € M ein Element eines beliebigen Moduls iiber einem beliebigen (nicht notwen-
digerweise Noetherschen) Ring R ist, dann kénnen wir nach Lokalisierung Teil 1 Lemma
1.3.27 testen, ob x = 0 gilt, indem wir priifen, ob x nach 0 geht in der Lokalisierung
Mp fiir jedes Primideal P oder sogar einfach nur fiir jedes maximale Ideal P. Wenn R
Noethersch ist, dann reicht es dies fiir die assoziierten Primideale zu priifen. Wenn M
endlich erzeugt ist, dann sind dies nur endlich viele.

Folgerung 3.2.4. Sei M ein Modul iiber dem Noetherschen Ring R.

(i) Wenn m € M, dann gilt m = 0 genau dann, wenn m in Mp fir jedes mazimale
assoziierte Primideal P von M nach 0 geht.

(i) Wenn K C M ein Untermodul ist, dann gilt K = 0 genau dann, wenn Kp = 0 fir
alle P € AssM.

(iii) Wenn ¢ : M — N ein Homomorphismus von M auf einen R-Modul N ist, dann
15t @ ein Monomorphismus genau dann, wenn die Lokalisierung ¢p : Mp — Np
ein Monomorphismus fir jedes assoziierte Primideal P von M ist.

Beweis. .

(i) Angenommen m # 0. Da R Noethersch ist, gibt es ein Primideal das maximal
ist unter den Annihilatoren der Elemente von M, und dieses Primideal ist ein
assoziiertes Primideal von M nach Proposition 3.2.3. Daraus folgt, dass ann m
enthalten ist in einem maximalen assoziierten Primideal P, also gilt  # 0 in Mp.

(i) Wenn K = 0 dann gilt Kp = 0 fiir alle P. Wenn K # 0 wéhlt man ein 0 # m € K
und wendet (i) an.

(iii) Nach Proposition Lokalisierung Teil 1 Proposition 1.3.22 gilt (kery)p = ker(ep).
(iii) folgt, indem man K = keryp in (ii) einsetzt.

Lemma 3.2.5.

(i) Wenn M = M' @& M", dann gilt AssM = (AssM') U (AssM").
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(ii) Allgemeiner: Wenn 0 — M’ — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von
R-Moduln ist, dann gilt AssM' C AssM C (AssM') U (AssM").

Beweis.

(i) Gegeben (ii) reicht es einzusehen, dass AssM” C AssM.

(i) AssM’ C AssM ist klar aus der Definition. Fiir AssM C (AssM’' U AssM")
nehmen wir an, dass P € AssM \ AssM’. Wenn x € M P als Annihilator hat,
so dass Rx = R/P, dann folgt aus P prim, dass jeder Untermodul von Rz, der
ungleich 0 ist, P als Annihilator hat. Hieraus folgt, dass Rz N M’ = 0. Also ist Rx
isomorph zu seinem Bild in M"”. Das bedeutet P € AssM".

]

Beispiel 3.2.6 (nach [4] Aufgabe 3.1). Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen. Nach dem
Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen ist jede endlich erzeugte abelsche
Untergruppe von Z (Z-Modul) von der Form:

AR é(Z/diZ).

Nach dem Satz iiber die Untergruppen von Z" kénnen wir die d; so wahlen, dass d;
ein Teiler von d, 1 ist. Ass(Z/d;Z) ist die Menge der Vielfachen der Primteiler von d;
und wir kénnen Lemma 3.2.5 (i) anwenden und erhalten Ass(Z/d;,Z) C Ass(Z]d;+1 7).

AssZF ist dann nur {0} und wenn wir wiederum Lemma 3.2.5 (i) anwenden erhalten
wir als assoziierte Primideale der ganzen Gruppe Ass(Z/d, 7).

Proposition 3.2.7. Sei R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann hat M eine Filtrierung 0 = My C My C ... C M,, = M, so dass gilt M;1/M; =
R/ P; fir ein Primideal P;.

Beweis. Wenn M # 0 ist, dann hat nach Proposition 3.2.3 M mindestens ein assoziiertes
Primideal, sagen wir Pj, so dass es einen Untermodul M; = R/P; gibt. Wenn wir
diese Argumentation nochmals anwenden auf M /M;, dann produzieren wir M, und so
weiter. Diese Kette bricht irgendwann ab, denn die Untermoduln von M erfiillen die
aufsteigende-Ketten-Bedingung und das bedeutet, dass irgendein M, gleich M ist. [

Wenn wir Lemma 3.2.5 induktiv anwenden, dann sehen wir, dass die assoziierten Prim-
ideale von M unter den Primidealen P; sind, die in Proposition 3.2.7 auftauchen. Dies
beweist die Endlichkeit in Satz 3.1.5.

Definition 3.2.8. Die Moduln M, die eine Filtrierung wie in Proposition 3.2.3 zulassen
und fiir die zusétzlich jedes P; ein assoziiertes Primideal von M ist, werden rein genannt.

Nun konnen wir den Beweis des Satzes 3.1.5 fithren.

Beweis von Satz 3.1.5. .
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(ii) Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.2.3. Wenn r ein Element ungleich 0 von
M annihiliert, dann ist 7 enthalten in einem maximalen annihilierenden Ideal.

(iii) Wenn P € AssM ist, dann gibt es eine Inklusion R/P C M. Durch Lokalisierung
erhalten wir eine Injektion R[U~'|/PR[U™'] € M[U™']. Wenn also PR[U™!] ein
Primideal von R[U™'] ist (d.h. PNU = (, also PR[U~'] immer noch ein Ideal ist)
dann ist PR[U™'| € AssM[U™1].

Andersherum nehmen wir an, dass @ ein Primideal von R[U™!] ist, das assoziert
ist zu M[U™']. Dann kénnen wir schreiben @ = PR[U™'] mit einem Primideal P
von Rund PNU = (). Es gibt eine Injektion ¢ : R[U™!]/PR[U™'] — M[U™']. Da
P endlich erzeugt ist, gilt nach Lokalisierung Teil 1 Proposition 1.3.30:

Hompgp-y(RU™'/PRU™Y,M[U™"]) = Homg(R/P,M)[U"].

Also kénnen wir schreiben ¢ = ! f fiir ein f € Homg(R/P, M) und u € U. Da
u kein Nullteiler von R/P ist folgt dass f eine Injektion ist, was den Beweis von
(ili) vervollstiandigt.

(i) Es bleibt zu zeigen, dass wenn P ein iiber ann M minimales Primideal ist, dann
P € AssM. Nach (iii) konnen wir lokalisieren und nehmen an, dass R lokal ist mit
einem maximalen Ideal P. Nach Proposition 3.2.3 ist die Menge AssM nicht leer,
und da P das einzige Primideal ist, das ann M enthalt, folgt P € AssM.

3.3 Primarzerlegung

Fiir den Rest des Kapitels seien R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter
R-Modul.

Definition 3.3.1. Ein Untermodul N eines Moduls M wird priméir genannt, wenn
Ass(M/N) aus nur einem Primideal besteht; wenn Ass(M/N) = P, dann heiit N P-
primér. Ein Modul M ist koprimér, wenn 0 ein primérer Untermodul ist, d. h. wenn
Ass(M) aus nur einem Primideal besteht.

Bemerkung 3.3.2. Aus Lemma 3.2.5 ist leicht ersichtlich, dass ein Schnitt von P-
primédren Untermoduln P-primér ist.

Folgerung 3.3.3. Sei P ein Primideal eines Rings R und Ny, ...,N; C M R-Moduln.
Wenn jedes N; ein P-primdrer Untermodul von M ist, dann ist auch N;N; P-primdr.

Beweis. Fiir die Induktion reicht es den Fall ¢ = 2 zu zeigen. Angenommen M /N; und
M /Ny sind P-koprimér. Nach Lemma 3.2.5 (i) ist P das einzige assoziierte Primideal
von M /Ny & M/N,. Da es eine Injektion von M/(N; N Ny) nach M/N; & M /N, gibt,
folgt aus Lemma 3.2.5 (ii), dass M/(N; N Ny) auch koprimér ist. O
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Fiir den Beweis der néchsten Proposition brauchen wir eine Folgerung, die aus Loka-
lisierung Teil 2 Proposition 1.1.1 folgt.

Folgerung 3.3.4. Wenn I ein Ideal in einem Ring R ist, dann gilt

rad I={f|f" € I fur ein n} = ﬂ P.
{p|P ist Primideal und rcpr}

Insbesondere ist der Schnitt aller Primideale von R das Radikal von (0), welches die
Menge aller nilpotenten Elemente von R ist.

Beweis. Die Menge rad I ist in der rechten Seite enthalten. Wenn f nicht in rad I
ist, dann ist ein Ideal maximal unter denen, die I enthalten und disjunkt sind von
{f"|n > 1}, prim, also ist f nicht enthalten in der rechten Seite. O

Proposition 3.3.5. Sei P ein Primideal von R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) M ist P-koprim.

(ii) P ist minimal iber ann M und jedes Element aufSerhalb P ist ein Nichtnullteiler
von M.

(iii) Fine Potenz von P annihiliert M und jedes Element auferhalb P ist ein Nicht-
nullteiler von M.

Beweis.

(1) = (4i) Da P das einzige assoziierte Primideal von M ist, folgt aus Satz 3.1.5 (i), dass
P minimal ist iiber ann M. Aus Satz 3.1.5 (ii) folgt, dass jedes Element, das nicht
in P liegt, Nichtnullteiler von M ist.

(71) = (4i7) Da die Elemente, die nicht in P sind, alle Nichtnullteiler von M sind, reicht
es zu zeigen, dass die Aussage nach Lokalisierung an P gilt. Also kénnen wir
annehmen, dass R ein lokaler Ring ist mit maximalem Ideal P. Da P minimal ist
iiber ann M, folgt aus Folgerung 3.3.4, dass P Radikal von ann M ist; also ist P
nilpotent modulo ann M.

(i4i) = (i) Da P nilpotent ist modulo ann M, ist es auch minimal unter den Primidea-
len, die ann M enthalten, und ist ein assoziiertes Primideal von M nach Satz 3.1.5
(i). Da jedes Element auflerhalb von P ein Nichtnullteiler ist, ist jedes assoziier-
te Primideal von M enthalten in P nach Satz 3.1.5 (ii). Also ist P das einzige
assoziierte Primideal von M.

]
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Bemerkung 3.3.6. Die klassische Definition deckt nur den wichtigsten Fall ab, in dem
M = R/I ist fur ein Ideal I # 0 von R. Dann zeigt Proposition 3.3.5 (ii), dass I P-primér
ist genau dann, wenn I eine Potenz von P enthélt und fiir alle r, s € R die Bedingungen
rs € I und r ¢ P implizieren dass s € I.

Man kann sich die Situation auch fiir Lokalisierungen denken: Proposition 3.3.5 (ii) zeigt,
dass M P-koprimér ist genau dann, wenn P minimal ist iber dem Annihilator von M
und wenn M einbettet nach Mp. Allgemein gilt, dass wenn M ein Modul ist und P ein
minimales Primideal iiber dem Annihilator von M ist, dann ist der Untermodul M' € M
definiert durch M’ = ker(M — Mp) P-primir, da es eine Injektion von M /M’ nach
(M/M')p = Mp gibt. In dieser Situation wird M’ P-primire Komponente von 0 in
M genannt. Sie héngt nur von M und P ab.

Primérzerlegung besteht also daraus, ein beliebiges Untermodul M’ von M als Schnitt
von priméren Untermoduln zu schreiben.

Satz 3.3.7. Sei R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
ist jeder echte Untermodul M’ von M der Schnitt von endlich vielen primdren Unter-
moduln. Diese Zerlequng heifst Primérzerlegung. Wenn P, ..., P, Primideale sind und
M’ =N, M; mit M; ein Pi-primdrer Untermodul, so gilt:

(i) Jedes assoziierte Primideal von M /M’ ist unter den P;.

(ii) Wenn der Schnitt irredundant ist (d.h. kein M; kann weggelassen werden) dann
sind die P; genau die assoziierten Primideale von M /M.

(iii) Wenn der Schnitt minimal ist (d.h. es gibt keinen Schnitt mit weniger Termen)
dann ist jedes assoziierte Primideal von M /M’ gleich einem P; fir genau einen
Index i. Wenn P; minimal ist iber dem Annihilator von M/M’, dann ist M; P;-

primdre Komponente von 0 in M’'.

(iv) Minimale Primdrzerlegungen lokalisieren im folgenden Sinne: Angenommen
M' =, M; ist eine minimale Primdrzerlegung. Wenn U eine multiplikativ ab-
geschlossene Teilmenge von R ist und Py, ..., P, Primideale unter den P; sind, die
nicht in U sind, dann gilt:

MU = iy Mi[U™]
ist eine mazimale Primdrzerlegung tiber R[U 1]

Der Beweis hierzu wird nach einigen Bemerkungen gegeben werden.

Bemerkung 3.3.8. Im Fall von (iii) wird der Modul M; oft P-priméire Komponente
von M in der gegebenen Zerlegung genannt.

Wir zeigen zuerst die Existenz einer etwas feineren, aber weniger kanonischen Zerlegung.

Definition 3.3.9. Ein Untermodul N C M ist irreduzibel, wenn N nicht der Schnitt
von zwei strikt grofleren Untermoduln ist.
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Zuerst behaupten wir, dass jeder Untermodul von M als Schnitt von endlich vielen irre-
duziblen Untermoduln geschrieben werden kann. Andererseits gilt nach der aufsteigende-
Ketten-Bedingung fiir Untermoduln von M, dass wir ein Untermodul N C M wiéhlen
konnen, das maximal ist unter den Untermoduln, die nicht Schnitt von irreduziblen Un-
termoduln sind. Insbesondere ist N selbst nicht irreduzibel, also Schnitt von zwei strikt
grofferen Untermoduln N; und N,. Aus der Maximalitiat von N folgt, dass beide N;
Schnitte von irreduziblen Untermoduln sind und es folgt, dass N dies auch ist. Dieser
Widerspruch beweist die Behauptung und zeigt, dass es eine irreduzible Zerlegung
M' = N;M; gibt mit M; irreduzibel fiir alle i.

Jetzt zeigen wir, dass jede irreduzible Zerlegung eine Primérzerlegung ist. Also zeigen
wir, dass jeder irreduzible Untermodul N C M primér ist oder dquivalent dass M/N
koprimér ist. Sonst héitte M /N mindestens zwei assoziierte Primideale P und @, also
wiirde es ein Untermodul isomorph zu R/P und ein anderes isomorph zu R/ enthalten.
Der Annihilator von jedem Element ungleich 0 in R/P ist P, analog fiir @, so dass
sich diese beiden Untermoduln von M /N nur in 0 iiberschneiden kénnen. Daher ist 0
reduzibel. Aus den Urbildern dieser Untermoduln in M sehen wir, dass N reduzibel
ist: ein Widerspruch. Also ist M /N koprimér, und daher sind irreduzible Zerlegungen
Primé&rzerlegungen.

Die Aussagen in Satz 3.3.7 sind Aussagen iiber M/M’. Um die Notation zu vereinfa-
chen faktorisieren wir M’ aus und nehmen daher an, dass M’ = 0.

Beweis von Satz 3.3.7.

(i) Angenommen 0 = (), M; ist eine Primérzerlegung. Dann gilt M C &M /M;, also
gilt nach Lemma 3.2.5 dass jedes Primideal in AssM unter den Primidealen P;
auftaucht.

(ii) Jetzt nehmen wir an, dass die gegebene Zerlegung irredundant ist, so dass fiir jedes
j gilt N;; Mi # 0. Da M; N[, .; M; = 0 ist gilt:

mi;éj M; = (mz’;éj Ml)/(M] N ﬂ#j Mz) = (mi;éj M; + Mj)/Mj - M/Mj'
Da dieser Modul Pj-koprimér ist, ist es auch (), 2i M;. Aus Lemma 3.2.5 folgt, dass
P; ein assoziiertes Primideal von M ist. Zusammen mit (i) beweist das (ii).

(iii) Angenommen die gegebene Zerlegung ist minimal. Nach Folgerung 3.3.3 ist der
Schnitt von P-primédren Untermoduln P-primér, also impliziert die Minimalitét,
dass die P; disjunkt sind. Mit (ii) zeigt dies die erste Aussage von (iii).

Fiir die zweite Aussage nehmen wir an, dass P; minimal ist iiber dem Annihilator
von M. Wir miissen zeigen, dass M; der Kern der Lokalisierungsabbildung oo : M —
Mp, ist. Seien 3 : M — M /M, Projektionsabbildung, § : M/M; — (M/M;)p,
Lokalisierungsabbildung und « : Mp, — (M/M;)p, die Projektion von Mp, auf
Mp,/M;p. = (M/M;)p,. Der Kern von [ ist M;. Um zu zeigen, dass der Kern von
a auch M; ist, reicht es zu zeigen dass sowohl 7 als auch ¢ Monomorphismen sind.
Da M, P;-primaér ist, ist dies offensichtlich fiir 4.
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Da N;M; = 0 ist, ist die natiirliche Abbildung ¢ : M — &M /M; ein Monomorphis-
mus. Nach Lokalisierung Teil 1 Proposition 1.3.22 erhélt Lokalisierung Monomor-
phismen, so dass ¢p, : (M — &M /M;)p, ein Monomorphismus ist. Die Abbildung
7y ist die i-te Komponente von ¢p,. Da P, minimal ist {iber dem Annihilator von
M, wissen wir dass P; nicht enthalten ist in P; fiir j # i. Da M/M; Pj;-koprimér
ist, haben wir (M/M;)p, = 0 fiir j # ¢, so dass die j-te Komponente von ¢p,
verschwindet und wir sehen, dass v ein Monomorphismus ist.

Wenn U N P; = () ist, dann ist P[U~!] ein Primideal von R[U~!] und nach Satz
3.1.5 (iii) ist M;[U™!] P,[U'-primér. Wenn U N P; # () dann sehen wir aus Propo-
sition 3.3.5 (iii), dass M;[U~1] = M[U~"]. Daraus folgt 0 = (._, M;[U~"] ist eine
Primérzerlegung. Um zu sehen, dass sie minimal ist, reicht es nach (ii) zu zeigen,
dass die assoziierten Primideale von M[U™!] die assoziierten Primideale von M
sind, welche disjunkt sind von U, und dies folgt aus Satz 3.1.5 (iii).
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4 Primarzerlegung Teil 2

Daniel Schiissler

4.1 Definitionserinnerungen

Sei hier R ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul.
(Einige der Definitionen ergeben auch bei weniger Voraussetzungen Sinn).
Die Menge der assoziierten Primideale von M ist definiert als

Ass(M) :={P C R | P Primideal und P = annm fiir ein m € M}.

(P muss nicht nur m annihilieren, sondern der ganze Annihilator von m sein!)

Ass M ist endlich, nichtleer und enthélt alle Primideale, die minimal iiber ann M sind.
Die Vereinigung der assoziierten Primideale ist genau die 0 zusammen mit den Nullteilern
auf M. Ausnahmefall fiir [deale: Ass(I) := Ass(R/I).

N heit P-primér in M wenn Ass M/N = {P}.

M heifit P-koprimér wenn Ass M = {P}.

Primadrzerlegung von N in M Eine Darstellung N = N;M;, so dass M; P;-primér.
Unter den P; kommen alle Elemente von Ass M /N vor.
Die Primérzerlegung heifit irredundant, wenn man keines der M; weglassen kann; in
diesem Fall kommen unter den P; genau die Elemente von Ass M /N vor.
Die Zerlegung heifit minimal, wenn es keine mit weniger Termen gibt. Dann kommen
unter den P, genau die Elemente von Ass M/N und jedes nur einmal vor.
Bsp. : R=Z,M =7Z/(2")®Z/(3™) & Z/(5') =
0=08Z/3™")®Z/(B)YNZ/2") 0B Z/(BYNZ/(2")BZ/3B™) &0
Bsp. 2: R=7Z,M =7Z & Z/(p)
Sei n > 0 beliebig.
0=0®Z/(p)N(p") &0
—_——— ——
(0)-priméir ~ (p)-primir
(nicht eindeutig!)
Bsp. 3: M = R = K|z, |

N=@%awy)N= (x) n @y =)0y
~—~ ——— ~—_————

(z)-primér  (z,y)-primir (z,y)-primér
(darauf gehen wir spiter genauer ein).
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4.2 Primarzerlegung und Primfaktorzerlegung

Hier soll der Zusammenhang zwischen der Primérzerlegung und der aus faktoriellen
Ringen bekannten eindeutigen Primfaktorzerlegung (Zerlegung in Primelemente) geklért
werden.

Satz 4.2.1. Sei R ein noetherscher Integritdtsring.

a) Sei f € Rund f =u][]p], wobei u eine Einheit von R sei und die p; Primelemente,
die verschiedene Ideale erzeugen (d.h. sie unterscheiden sich nicht nur um eine Fin-
heit); die e; seien natirliche Zahlen.

Dann ist (f) = N(p;") eine minimale Primdrzerlegung von (f).

b) R ist faktoriell genau dann, wenn jedes Primideal, dass minimal iber einem Haupt-
1deal ist auch selbst ein Hauptideal ist.

Beweis. zu a)
Beobachtung: Sei p prim. Dann gilt fg € (p¢) = g € (p°) oder f € (p).
Beweis: Induktion iiber e.

— Falle =0: g € (p) = R ist immer erfiillt.

— Die Aussage gelte fiir e — 1. Sei fg € (p°), f ¢ (p). Insbesondere fg € (p); und weil
(p) prim ist g € (p). Es folgt f% € (p°~!) (Da R Integritétsbereich ist), also nach
Induktionsvoraussetzung £ € (p~1) und somit g € (p°).

Eine Priméarzerlegung ist eine Darstellung eines Untermoduls als Schnitt von priméren
Untermoduln. Wir betrachten hier Ideale als R-Untermoduln von R.

Zunichst zeigen wir also, dass die (p*) auch wirklich (p;)-primére Ideale sind, d.h.:
Ass R/(67) = {(p)}. -

»C“: Sel Q ein zu R/(pf") assoziiertes Primideal, also @ = ann f fiir ein f = f+(p{’) €
R/(). f € R.

— (p§*) annihiliert f sicher, also (p;*) C @ und, weil Q prim ist, (p;) € Q

— Sei nun umgekehrt ¢ € Q. Es gilt f # 0 (dasonst @ = ann 0 = R und daher @ nicht
prim wiére), also f ¢ (p;'). Aus Q = ann f ergibt sich ¢qf = 0, was gleichbedeutend
ist mit ¢f € (p;’). Nach der Beobachtung folgt aus den letzten beiden Aussagen

q € (pi), also Q C (p;).

Insgesamt also @ = (p;).

,2“ 1 (p;) ist der Annihilator der Aquivalenzklasse von p¢~'. Alternativ verwendet
man einfach die Tatsache, dass Ass R/(p;") nicht leer ist.

Wir beweisen nun (f) = N(p{’).

(f) =T1(p5) ist klar. Da das Produkt von Idealen immer in ihrem Schnitt enthalten
ist, miissen wir nur noch die Richtung [[(p;*) 2 N(p;") zeigen.

Wenn wir zeigen konnen, dass (¢)(p®) 2 (g) N (p°) fiir alle g, die nicht von p geteilt
werden, p prim, folgt die Aussage offenbar per Induktion (denn p;; teilt pi* ... p* nicht,
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da es dann einen der Faktoren p;teilen miisste und p; dann auch p;, was im Widerspruch
zur Voraussetzung stiinde, dass sie verschiedene Ideale erzeugen).

Sei also gh € (g) N (p°). Aus gh € (p°),g ¢ (p) folgt mit der Beobachtung h € (p°)
also gh € (g)(p°) wie gewiinscht.

Damit ist gezeigt, dass (f) = N(p;’) eine Primérzerlegung ist. Nach Satz 3.3.7. (i)
sind also die zu R/(f) assoziierten Primideale hochstens die (p;) (In einer Primérzer-
legung kommt jedes assoziierte Primideal vor). Andererseits ist jedes Element von (p;)
ein Nullteiler auf R/(f) (es ist namlich apipii € (f)). Nach Folgerung 3.1.9. ist ein Ideal,
dass nur aus Nullteilern besteht, in einem der assoziierten Primideale enthalten. Da die
assozilerten Primideale, wie eben festgestellt, aber alle von der Form (p;) sind, ist (p;)
selbst in Ass R/(f).

Insgesamt also Ass R/(f) = {(p1), ..., (pn)}. Weil zu jedem (p;) genau eines der Ideale
in unserer Primérzerlegung primér ist, folgt mit Satz 3.3.7. (iii), dass die Zerlegung
minimal ist.

Ich denke, dass dies auflerdem die einzige minimale Zerlegung ist, da die (p;) alle
minimal (beziiglich Inklusion) sind und nach Satz 3.3.7 (iii) die P-priméren Untermoduln
fiir minimale P eindeutig bestimmt sind.

zu b)

»,=": Sei R faktoriell. Nach Teil a) sind die zu R/(f) assoziierten Primideale genau die
(p;). Nach Satz 3.1.5 (i) enthélt Ass R/(f) alle Primideale, die minimal iiber ann R/(f),
also (f), sind. Diese iiber (f) minimalen Primideale sind also Hauptideale.

,<="“ Bekanntlich kann man in jedem noetherschen Ring ein Element in irreduzible
Elemente zerlegen (andernfalls konnte immer weiter einen Faktor in zwei nicht-Einheiten
aufspalten und wiirde damit immer groflere Ideale erhalten). Um die Eindeutigkeit der
Zerlegung zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass in R jedes irreduzible Element prim ist.

Sei dazu f € R irreduzibel. Nach Bemerkung 3.1.7. gibt es ein Primideal P, dass
minimal {iber (f) ist. Nach Voraussetzung P = (p) fir ein p € R. f € P bedeutet
f = pr. Da f irreduzibel ist, muss r eine Einheit sein und somit (f) = (p) (und Erzeuger
von Primidealen sind prim).

O

4.3 Der graduierte Fall

Definition 4.3.1. Ein graduierter Ring ist ein Ring R mit einer Zerlegung R = Ry &
Ry & ... als additive abelsche Gruppe so, dass R;R; C R;.;. (Beispiel: Polynomringe).

Ein homogenes Element ist ein Element eines der R;.

Ein homogenes Ideal ist ein Ideal, dass von homogenen Elementen erzeugt wird (es
wird i.A. nicht nur homogene Elemente enthalten).

Ein graduierter R-Modul ist ein R-Modul mit einer Zerlegung M = @
additive abelsche Gruppe so, dass R;M; C M;, ;.

Ein homogener Modul ist ein Untermodul (eines graduierten Moduls), der von homo-
genen Elementen erzeugt wird.

M; als

1€Z
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Sei R ein graduierter noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter graduierter R-
Modul. In diesem Fall sind die zu M assoziierten Primelemente homogen, es kann eine
Primérzerlegung der 0 in M in homogene Moduln gefunden werden und M erlaubt eine
Filtrierung wie in Proposition 3.2.7. mit homogenen M; und P;. Die wesentliche Idee
dazu ist

Proposition 4.3.2. Set m € M und P = annm. Wenn P prim ist, so ist P ein
homogenes Ideal und P ist der Annihilator eines homogenen Elementes.

Beweis. Jedes f € R hat eine eindeutige Darstellung als Summe f = >"7 | f; mit f; #
0 und f; € Ry, mit dy < ... < ds. Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes f € P all
diese homogenen Komponenten in P enthalten sind (da P dann von den homogenen
Komponenten seiner Erzeuger erzeugt wird).

Dies beweisen wir durch Induktion iiber s. Der Fall s = 0 ist klar. Gelte nun, dass fiir
jedes f € P, das aus s —1 Komponenten besteht, die Komponenten schon in f enthalten
sind. Wenn wir zeigen konnen, dass f; € P, soist auch 7 , fi = f — fi € P und somit
alle f; € P. Wegen P = annm bedeutet f € P fm = 0 und wir mochten zeigen, dass
fieP.

Auch m hat eine eindeutige Darstellung m = 22:1 m; mit m; # 0 und homogen
vom Grad e; mit aufsteigenden e;. Wir verschachteln nun in der obigen Induktion eine
Induktion iiber ¢; wir beweisen die Aussage ,fiir alle m mit ¢ oder weniger Komponenten
gilt fm=0= fim =0

t = 0 klar. Die Aussage gelte nun fiir £ — 1. Wir betrachten [ := ann fym 2 annm = P

o Fall I = P:

Im Produkt fm = (>, fi)(ZLl m;) ist fimy der einzige Term vom Grad d;+m;.
Das Produkt ist in jeder Komponente 0, also fim; = 0.

Daraus erhalten wir fim = Z::Q fim;, d.h. fim hat weniger Komponenten als
m. Es ist f(fim) = 0 (weil fm = 0), also folgt nach Induktionsvoraussetzung
fi(fim) =0, also f; € ann fym =1 = P.

o Fall ] D P:
Sei also g € I\P. Es ist gfim = 0, also gf1 € annm = P. Weil P prim ist folgt
f1€P.

Damit ist bewiesen, dass P homogen ist.

Fiir jeden homogenen Erzeuger h von P ist hm = 0, also wieder durch ,,Komponen-
tenvergleich“ hm; = 0 fiir alle ¢ und somit Pm; = 0, d.h. P C annm,;.

Aus P = annm D N;annm,; O P folgt P = N;annm,; D [[,annm,;. Weil P prim ist,
ist also annm; C P fiir eines der ¢. ~» annm,; = P. O

4.4 Informationen aus der Primadrzerlegung gewinnen

Sei hier stets R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
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Sei 0 = N;M; eine minimale Primérzerlegung der 0 (Erinnerung: das bedeutet insbe-
sondere, dass die M; P;-primér sind, wobei die P; die assoziierten Primideale von M /0 =
M sind.) In Satz 3.3.7. (iii) haben wir gesehen, dass die M;, die zu minimalen Primidealen
P; gehoren, eindeutig bestimmt sind (ndmlich M; = ker(M — Mp,) = Kern der Lokali-
sierungsabbildung nach dem Komplement von P; = {z € M |uz = Ofiir einu € R\ P}).

Andererseits sind die M;, die zu nicht-minimalen P; gehoren, i.A. nicht eindeutig be-
stimmt (man nennt diese nicht-minimalen Primideale auch eingebettete Primideale. Die
geometrische Bedeutung ist, dass aus P O @ folgt Z(P) C Z(Q), d.h. die Nullstel-
lenmenge ist in eine GroBere ,eingebettet”.). In diesem Abschnitt soll gezeigt werden,
dass aber zumindest bestimmte Teil-Schnitte in der obigen Primé&rzerlegung eindeutig
bestimmt sind.

Definition 4.4.1. Sei I ein Ideal. Setze
HY(M) := {m € M : I"m = Ofiir hinreichend grofie n} .

Das ist offenbar ein Untermodul von M (fiir die Summe von zwei Elementen nehme man
das Groflere ihrer n).

Bemerkung 4.4.2. H?(M) hingt nur von dem Radikal des Ideals ab.

Beweis. I Crad(I), also rad(I)"m =0 = I"m = 0.

Sei umgekehrt I™m = 0. Da R noethersch ist, ist rad(/) = (fi, ..., fx) endlich erzeugt.
Per Definition von rad gibt es zu jedem j ein e; mit fjej € 1. Sei e = max; e;.

Die Elemente von rad(/)*¢ sind von der Form g = er(Zf ri;fi). Wenn man das
ausmultipliziert, enthélt jeder Summand ein Produkt von ke vielen der f;. Also muss
mindestens eines der f; mindestens in der Potenz e vorkommen. Nach Konstruktion ist
f£ € 1. Also ist der Summand (= ff - Rest) in I und da dies fiir alle Summanden gilt,
ist g € I~ rad(I)* C I ~~ rad(I)"*¢ C "% ~s rad(I)"™*m = 0.

(Und offenbar gilt I"m =0 = I"'m = 0 fiir n’ > n). O

Proposition 4.4.3. Sei I C R ein Ideal und sei A = {P € Ass M|P D I} die Menge
der assoziierten Primideale von M, die I enthalten.

a) Sei 0 = N;M; eine Primdrzerlequng der 0 (0 als Untermodul von M) und seien die

M; jeweils P;-primdr. Dann gilt HY(M) = (M;. Insbesondere ist dieser Schnitt
’LPL¢A
unabhdngig von der gewdhlten Primdrzerlegung.

b) Es gibt ein Element f € I so, dass gilt: P € A genau dann wenn (P € Ass M
und f € P). (d.h. die assoziierten Primideale, die I enthalten sind genau die, die f
enthalten). Fir jedes solche f gilt:

HO(M) = ker(M — M[f]).

c) Ass M zerfdillt in die Mengen Ass HY(M) = A und Ass M/HY(M) = (Ass M)\ A.
HY(M) ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.
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Beweis. Erinnerung: Sei N Untermodul von M, J ein Ideal. Definiere: (N :3 J) =
{m € M|Jm C N}. (Das ist ein Untermodul).

2u a)

In dieser Notation konnen wir schreiben:

H(M) = U (0 2ar I7) = (0 2 1),

Da nach Voraussetzung 0 = N; M;, erhalten wir:

(*)  HP(M) =, (M 2p 1)

(Begriindung: Sei m € M

,C I™m =0 = I"m € M, fiir alle 7.

, 2% Fiir jedes ¢ ist I™m C M; fiir hinreichend grofles n;. Nimmt man n = max; n;,
ist I"m C NM; =0.)

Wir betrachten nun die (M; :p; I°°) fiir verschiedene i. M; ist P-primér, also ist
M /M, Pi-koprimér.

e Fall P, D I: Nach Proposition 3.3.5 (iii) folgt: Eine Potenz von P; annihiliert M /M;,
mit anderen Worten: (M; :p; P*) = M (fiir hinreichend grofie n). Zusammen mit
P O I™ erhalten wir (M; :ps I') = M ~~ (M; :pr I°) = M. Da der ganze Modul
das Neutralelement des Schnittes ist, kann (M; 13, 1°°) aus (*) weggelassen werden.

e Fall P, 2 I : Nach dem anderen Satz aus Proposition 3.3.5 (iii) ist jedes Element
auBerhalb P; ein Nichtnullteiler auf M /M;. Also enthélt I einen Nichtnullteiler y auf
M /M;. Das bedeutet, auf M zuriickgezogen, dass y Elemente aulerhalb M; wieder
auf solche abbildet. Per Induktion gilt das auch fiir y". Also gilt (M; :py I°°) = M;
(Elemente aus M; werden sicher wieder in M; abgebildet, alle anderen wegen dem
y" nicht).

Insgesamt ergibt (*) also: HY(M) = (| M;= () M,
i pifjg wP¢A

zu b)

I ist nach Konstruktion von A nicht Teilmenge eines der Ideale aus (Ass M)\ A4; nach
dem Primvermeidungs-Satz ist es also nicht Teilmenge ihrer Vereinigung. Also ldsst sich
f so wihlen, dass f ¢ P fiir alle P € (Ass M)\A und f € I also f € P fiir alle P € A.

Betrachten wir nun die Lokalisierung nach dem von f erzeugten multiplikativen Un-
termonoid {f"}. N := ker(M — M][f~']). Nach Proposition 1.2.4 (a) ist aber gerade
N = {m € M|f™m = Ofiir ein n € N}. Man sieht leicht, dass man in lezterem Ausdruck
das f auch durch (f) ersetzen kann, also N = H ?f)(M ).

Jetzt wenden wir (a) fiir I = (f) an. Nach Konstruktion von f gilt fiir alle P € Ass M,

dass (f) € P genau dann wenn I C P. Also ist H{j (M) derselbe Schnitt wie Hp(M).

2u ¢)
Nach Teil (a) haben wir eine Primérzerlegung von HY(M):
HY(M) = (M,

:Pi¢A
Wihlen wir die Primérzerlegung 0 = N;M; irredundant, so ist auch die von H?(M)
irredundant (konnte man ein M; weglassen, so konnte man das auch in der Zerlegung
der 0). Nach Satz 3.3.7 (ii) sind bei einer irredundanten Primérzerlegung die zu den
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M; gehorenden Primideale P; genau die assoziierten Primideale von M/HY(M), also
Ass(M/H?(M)) = (Ass M)\ A.

Wir wenden Lemma 3.2.5 (ii) auf die kurze exakte Sequenz 0 — HY(M) — M —
M/HY(M) — 0 an und erhalten:

Ass HY(M) C Ass M C Ass HY(M) U Ass(M/HY(M)).

Wie eben festgestellt, ist letztere Menge (Ass M)\ A, also enthélt wegen der zweiten
Inklusion Ass H?(M) mindestens A. Sei umgekehrt @ € Ass HY(M),Q = annm. Per
Definition von H?(M) ist I"m = 0 fiir ein n. Also I C Q. Weil Q prim ist, folgt I C Q,
also Q € A. Damit ist A = Ass HY(M) bewiesen.

Nun zum zweiten Teil der Aussage. Sei N ein Untermodul von M mit Ass N = A und
Ass(M/N) = (Ass M)\ A.

Wir wéhlen f wie in Teil b). Nach b) reicht es also zu zeigen, dass N = ker(M —
MF).

,C“ Zu zeigen ist f"N = 0. Sei 0 = N;M; eine minimale Primérzerlegung der 0
in N, also sind wegen Ass N = A die M; P;-primir mit P, € A. Nach Proposition
3.3.5 annihiliert eine Potenz P von P; den Modul N/M;, was gleichbedeutend ist mit
PN C M;. Nach Konstruktion von f ist f € P, ~ f™" € P ~ f"N C M,. Da dies
fir alle ¢ gilt, folgt f*N = 0 (wobei n = max; n;).

,2% Sei m € ker(M — M[f™!]), also f™m = 0. Insbesondere f"m = 0 in M/N. Nach
Satz 3.1.5. (ii) ist jeder Nullteiler von M /N in einem der Primideale aus Ass(M/N)
enthalten, aber nach Konstruktion ist f in keinem dieser Primideale enthalten und, weil
sie prim sind, f" auch nicht. Also m =0, d.h. m € N. O]

Noch ein paar Worte zum Fall, dass I ein Primideal P ist. Dann ist H](DO)(M )p € M,
der eindeutig bestimmte gréfite Untermodul endlicher Léange. Diese Léange nennt man
die Vielfachheit von P in M.

Bemerkung 4.4.4. P ist assoziiert zu M genau dann, wenn die Vielfacheit von P in
M nicht Null ist.

Beweis. Sei P assoziiert zu M. Offensichtlich ist P € A, d.h. nach (c) aus dem vorher-

gehenden Satz P € Ass HJ(DO)(M ). Mindestens ein m € H](DO)(M ) wird also nur von P
annihiliert und geht daher unter der Lokaliserung nicht auf 0, also ist der lokalisierte
Modul nicht 0.

Umgekehrt existiere m € HI(DO)(M ) mit rm # 0 fiir alle r € R\ P. Nach Konstruktion
von HI(JO)(M ) ist P"m = 0 fiir ein n. Diese beiden Eigenschaften zeigen nach Proposition
3.3.5. (iii), dass Rm P-koprim ist, also {P} = Ass Rm C Ass M.

]

4.5 Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt soll das Phéanomen diskutiert werden, dass in einer Primérzerlegung
die Terme, die zu eingebetteten Primidealen gehéren, nicht eindeutig bestimmt sind.
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Proposition 4.5.1. Sei R ein lokaler noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter
R-Modul mit zwei assoziierten Primidealen, namlich ein Primideal (), das minimal tiber
dem Annihilator von M ist, und das maximale Ideal P. Sei weiter 0 = M' N M" eine
(minimale) Primdrzerlegung mit M' Q-primdr, M" P-primdr.

Nach Satz 3.5.7. (iii) ist M’ =ker(M — Mg) eindeutig bestimmd.

Im Gegensatz dazu kann M" ein beliebiger Untermodul mit den Eigenschaften

a) M" D PM fir ein d
b) M"NM' =0
sein, insbesondere ist M" = PAM fiir jedes hinreichend grofie d eine mégliche Wahl.

Beweis. Erfiille M” die beiden Eigenschaften. Wir zeigen mit Proposition 3.3.5. (¢), dass
M" P-primér (M/M" P-koprimér) ist. Der erste Satz der Proposition ist gerade (a). Es
bleibt zu zeigen, dass alle Nullteiler auf M/M" in P liegen. Sei also rm € M", r ¢ P.
Weil der Ring R lokal und P sein maximales Ideal ist, ist r eine Einheit und daher
m € M". Modulo M" bedeutet das, das r» nur die Null auf die Null abbildet, d.h. r ist
kein Nullteiler auf M/M".

Zusammen mit Eigenschaft (b) folgt, dass tatséchlich eine Primérzerlegung vorliegt.

Zur letzten Bemerkung: (a) ist offensichtlich erfullt. Fiir (b) nehmen wir eine Primér-
zerlegung 0 = M’ N N”, N” P-primér. Dann ist P4M C N” fiir d hinreichend gro8, also
M' N PIMC M NN"=0. O

Man konnte vielleicht denken, dass sich das Problem vermeiden lédsst, indem man
M" maximal wihlt (unter denen, die (a) und (b) erfiillen). Jedoch liegt auch dann
keine Eindeutigkeit vor; der Grund ist im Wesentlichen, dass das Komplement eines
Vektorraums nicht eindeutig ist. Nehmen wir beispielsweise einen Korper £ und die
Lokalisierung R = k[z](,) des Polynomrings in einer Variablen [fiir £ = C sind das quasi
alle rationalen Funktionen, die in 0 keine Singularitidt haben|. Sei M = R @& R/(x), und
sei e ein Erzeuger des zweiten Summanden. Dies ist ein Beispiel fiir den oben diskutierten
Fall: Es ist @ = (0), P = («) und M’ = Re (denn M’ besteht aus den Elementen, die
von einem Element auflerhalb von ) auf 0 abgebildet werden, und das ist genau der
zweite Summand, da R ein Integritétsbereich ist).

Bemerkung 4.5.2. M"” kann in dieser Situation ein beliebiger nichttrivialer Untermodul
mit M"” N Re = 0 sein. Die maximalen M"” sind genau die Komplemente des zweiten
Summands Re (in dem Sinne, dass sie zusammen den ganzen Modul aufspannen und
der Schnitt 0 ist); dies sind wiederum genau die von Elementen der Form (1, ue), u € k
erzeugten Untermoduln.

Beweis. (eventuell unnotig umsténdlich)

Sei M" C M Untermodul mit M” N Re = 0.

Die Untermoduln von M = R?/(0 & (x)) entsprechen bijektiv den Untermoduln N C
R?> mit N D 0 (x) (via der kanonischen Projektion 7). R ist ein Hauptidealring; ein
Untermodul eines freien Moduls iiber einem Hauptidealring ist frei und von héchstens
gleichem Rang, also ist auch M"” von hochstens 2 Elementen fi, fo erzeugt.
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Jedes Element # 0 von R lasst sich schreiben als Produkt von 2™ und einer Einheit.
Sei also f; = (x"e;, ue),ny < ny. Dann ist fo — :c”rnli—ffl = (0, (i—ful — ug)e). Wegen
M" N Re =0 ist das 0, also liegt fy im Erzeugnis von f;, d.h. M"” = Rf;.

Nun kénnen wir obige Behauptungen beweisen. Es ist (z™ )M = (zm™) ¢ 0 =
(x)f1 € Rfy = M", also erfiillt M"” Eigenschaft (a) und wir haben eine Primérzerlegung.

Die restlichen Aussagen sind in dieser Darstellung klar: M” ist maximal genau dann,
wenn n; = 0, also in der ersten Komponente von f; eine Einheit steht, und genau diese
f1 erzeugen Komplemente von Re. O]

Da man je zwei solche Erzeuger (1, ue), (1,u'e) durch einen Automorphismus ineinan-
der iiberfithren kann (némlich ¢ : (7, ) — (7, s+ (' —u)re)), sind sie in gewisser Hinsicht
ununterscheidbar und es gibt kein ,,ausgezeichnetes® (nicht willkiirlich ausgewahltes) M”.

Es gibt jedoch einige Spezialfille, in denen bestimmte Teilrdume ausgezeichnete Kom-
plemente haben und es daher auch ausgezeichnete Primérzerlegungen gibt.

Bemerkung: Als Ring ist R/(x) = k: Sei ¢ : k[z] — k die Projektion auf den
konstanten Term; dadurch werden Elemente auflerhalb von (z) auf Einheiten abgebil-
det. Also gibt es nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung eine Fortsetzung

/

o klxlw — k, ¢ (p/g) = e(p)e(q)~". Es ist ker¢/ = (z) und ¢’ surjektiv, also
kla)@/(x) = k.

4.6 Geometrische Interpretation

Wir betrachten hier den Fall, dass k£ ein algebraisch abgeschlossener Korper und 1 C
S = k[zy,...,x,] ein Ideal ist. Wir werden versuchen, einer Primérzerlegung von I ihre
geometrische Bedeutung ,,anzusehen®. Sei I = N;I; eine minimale Primérzerlegung. Dann
ist Z(I) = U;Z(1;) (Erinnerung: Je kleiner das Ideal, desto grofler die Nullstellenmenge.
Denn fiir kleinere Ideale muss die Nullstellenmenge ja weniger Bedingungen erfiillen).
Wenn I ein radikales Ideal ist, ist jedes [; ein Primideal, das minimal iiber I ist, und
die Primérzerlegung ist einfach eine Darstellung von Z(I) als Vereinigung irreduzibler
algebraischer Mengen (algebraischer Varietdten) Z(I;). Im allgemeinen Fall kann man
aber algebraisch noch weitere Informationen gewinnen. Wir kénnen das hier nur informell
tun; formalisiert wird das Ganze in der Theorie der Garben.
Sei jetzt I C S = k[x,y] ein zum maximalen Ideal (z,y) priméres Ideal.

Bemerkung 4.6.1. In diesem Fall ist Z(I) der Ursprung der affinen Ebene.

Beweis. Die Nullstellenmenge hingt nur vom Radikal eines Ideals ab (f¥(z) = 0 <
f(x) =0, da f(x) € k und k ein Korper ist).

Offensichtlich ist Z((z,y)) = 0. Wir zeigen, dass fiir ein P-priméres Ideal I gilt P =
rad([).

Nach Bemerkung 3.3.6 ist einerseits P™ C I, also P C rad().

Andererseits gilt, auch nach 3.3.6, Vr,s € S:rs € I,r ¢ P = s € I. Da I ein echtes
Ideal ist, folgt insbesondere fiir s = 1, dass I C P. Also f € rad(l) = f" €[ = f" €
P=feP 0
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4 Primaérzerlegung Teil 2

Welches geometrische Objekt X sollten wir beispielsweise mit dem (x,y)-priméren
Ideal (z?,y) verbinden? Die Grundidee ist, dass X das geometrische Objekt sein sollte,
welches den Koordinatenring S/I bestimmt. Sei

f:ao—i—alx—i—agy—i—ang+a4xy+a5y2+a6x3+...

ein Polynom. Aus der Kongruenzklasse von f modulo (z2,y) kénnen wir die Skalare
ap = f(0,0) und a; = 9f/0x(0,0) ablesen (das héngt nicht von der Wahl des Représen-
tanten ab, da Elemente von (22, y) an diesen beiden Gréfien nichts éndern). Das bedeutet
fiir X, dass wir, wenn wir eine Funktion auf X einschrinken, den Wert der Funktion im
Ursprung sehen sollte (also sollte der Ursprung in X sein), und wir sollten den Wert der
ersten Ableitung der Funktion in xz-Richtung im Ursprung ,sehen“. Das zugehorige geo-
metrische Objekt ist der Ursprung zusammen mit einem Tangentialvektor in z-Richtung
im Ursprung.

Ganz dhnlich kénnen wir I = (22, zy,9%) = (x,y)? betrachten. In diesem Fall kann
man an der Kongruenzklasse von f modulo I den Wert von f im Ursprung sowie die
erste Ableitung von f in eine beliebige Richtung erkennen. Intuitiv kann man sich X als
die ,infinitesimale Umgebung erster Ordnung® des Ursprungs vorstellen.

Allgemeiner sind fiir I = (x,y)" alle Ableitungen von f bis zur n — 1-ten sichtbar
(modulo 1), also ist das entsprechende geometrische Objekt die infinitesimale Umgebung
n — 1-ter Ordnung.

Betrachten wir nun den hoherdimensionalen Fall. Das Ideal (z) entspricht Z((z)), also
der y-Achse. Modulo (2?) sieht man die Werte von f auf der y-Achse und die Werte aller
partiellen Ableitungen in x-Richtung auf der ganzen y-Achse. Das zugehorige Objekt ist
die y-Achse zusammen mit ,, Tangentialvektoren“ in x-Richtung in jedem Punkt der y-
Achse, d.h. die infinitesimale Umgebung erster Ordnung der y-Achse.

Ausgehend von diesen Ideen konnen wir versuchen, beliebige Primérzerlegungen zu
interpretieren. Beispielsweise entspricht fiir das Ideal I = (2%, xy) die Primérzerlegung
I = (z) N (22, zy,y*) der y-Achse zusammen mit der infinitesimalen Umgebung erster
Ordnung des Ursprungs. Die Primérzerlegung ist hier nicht eindeutig: Es ist auch I =
() N (22, y). Das spiegelt sich geometrisch darin wieder, dass die Beschreibungen ,,man
sieht den Wert von f auf der y-Achse und alle ersten Ableitungen im Ursprung“ und
,man sieht den Wert von f auf der y-Achse und die erste Ableitung in x-Richtung im
Ursprung® gleichbedeutend sind, denn die erste Ableitung in y-Richtung im Ursprung
sieht man ja ohnehin, weil man die ganze y-Achse sieht.
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5 Ganze Abhangigkeit und der
Nullstellensatz

Silke Moser

5.1 Einfiihrung

Das Problem, Gleichungen zu losen und etwas iiber die Losungen auszusagen, ist fun-
damental in der kommutativen Algebra und der Mathematik iiberhaupt. Um dieses Ziel
zu erreichen, ist es oft wichtig, die Losung(en) von Polynomgleichungen in einer Varia-
blen zu adjungieren: Gegeben ein Ring R und ein Polynom p (z) € R [z], kann der Ring
R[x]/ (p) als das Ergebnis betrachtet werden, wenn man zu R die Nullstellen des Poly-
noms p so frei wie moglich adjungiert. Dabei ist die hinzugefiigte Nullstelle das Bild von
x. Die Beschiftigung mit Lokalisierung und der damit verwandten Primérzerlegung, mit
der wir uns in den letzten beiden Kapiteln befasst haben, kann dabei aufgefasst werden
als der Fall, in dem p ein lineares Polynom ist, dessen konstanter Term eine Einheit ist,
das heifit zum Beispiel p(x) = ax — 1. In diesem Kapitel werden wir uns mit einem
anderen wichtigen Fall beschéftigen, ndmlich dem, dass p ein monisches Polynom ist.

Definition 5.1.1. Ein Polynom p heifit monisch, wenn der Leitkoeffizient 1 ist, also p
von der Form p (z) = 2™ + ra™ ' + ... + 1, ist.

Die folgende Proposition werden wir spéter als Anwendung des Satzes von Cayley-
Hamilton beweisen.

Proposition 5.1.2. Sei R ein Ring und J C R[z]| ein Ideal im Polynomring in einer
Variablen tiber R. Sei S := R[z| /J und sei s das Bild von x in R.

(a) S wird genau dann von hiochstens n Elementen als R-Modul erzeugt, wenn J ein mo-
nisches Polynom mit Grad héchstens n enthdlt. In diesem Fall wird S von 1, s, ..., s" !
erzeugt. Insbesondere ist S genau dann ein endlich erzeugter R-Modul, wenn J ein
monisches Polynom enthdlt.

(b) S ist genau dann ein endlich erzeugter freier R-Modul, wenn J von einem monischen
Polynom erzeugt wird. In diesem Fall hat S eine freie Basis der Form 1,s, ..., 8"

Definition 5.1.3. Ist S eine R-Algebra und p (z) ein Polynom mit Koeffizienten in R,
dann sagen wir, ein Element s € S erfiillt p, falls p(s) = 0 ist. Wir bezeichnen s als
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5 Ganze Abhéangigkeit und der Nullstellensatz

ganz iiber R, falls s ein monisches Polynom mit Koeffizienten in R erfiillt. Die Glei-
chung p (s) = 0 wird dann Gleichung ganzer Abhingigkeit oder ganze Gleichung
genannt. Sind alle Elemente von S ganz iiber R, so sagen wir, S ist ganz iiber R.

Der folgende Satz, den wir ebenfalls spéter als Anwendung von Cayley-Hamilton be-
weisen werden, ist das zweite wichtige Resultat, das diese Theorie interessant macht.

Satz 5.1.4. Seien R ein Ring und S eine R-Algebra. Die Menge aller iiber R ganzen
Elemente von S ist eine R-Unteralgebra von S. Insbesondere ist S ganz iber R, falls S
von Elementen erzeugt wird, die ganz sind iiber R.

Definition 5.1.5. Sei S eine R-Algebra. Dann ist der ganze Abschluss oder die Nor-
malisierung von R in S der Ring aller Elemente von S, die ganz iiber R sind.

Die wichtigsten Beispiele hiervon treten auf, wenn R ein Integritédtsbereich und S sein
Quotientenkorper ist. In diesem Fall nennt man die Unteralgebra der {iber R ganzen
Elemente von S einfach Normalisierung von R. Ein Integritdtsbereich, der gleich seiner
eigenen Normalisierung ist, wird normal genannt.

Beispiele 5.1.6. (1) Die Ringe Z x| /(z* + 1) = Z[i] C Q[i] und Z[x] /(a® + 4) =
Z [2i] C Q[i] sind interessant, da thre Arithmetik der von Z dhnelt. Aber der Ring
Z 1] ist ,schoner” als 7 [2i]. Zum Beispiel gibt es in Z[i] eine eindeutige Primfak-
torzerlequng, die es im zweiten Ring nicht gibt. Es ist zum Beispiel 2i - 21 = —2 - 2.
(Dies gilt auch in Z[i]. Dort kann jedoch 2i = 2 - i weiter zerlegt werden und i ist
eine Einheit.) Wir werden spdter sehen, dass Z [i] die Normalisierung von Z [21] ist.

(2) Betrachten wir den Ring R := 7 [\/ﬂ =Z[1+ \/3} CcQ [\/3} und den grifseren
Ring S = Z [% + %\/a Im ersten Ring sieht man wegen (1 + \/3) (1 — \/3) =
—4 = —2-2, dass es in dort keine eindeutige Primfaktorzerlegung gibt. Denn 1++/5,
1—+/5 und 2 kénnen nicht weiter zerlegt werden und unterscheiden sich nicht durch
Finheiten von R. Angenommen man kann 1 ++/5 weiter zerlegen in 1+ V5 = ab mit
a,b e [\/5} , dann haben a und b eine Darstellung als a = ay +a2\/3, b=b+b/5
mit a;, b; € 7 und es folgt 14++/5 = ab = (a1 + az\/g) (bl + bz\/g) = (a1by + Haghy)+
(a1bg + agby) V5. Daraus folgt nun aber aiby + 5asby = a1by + ashy = 1, was nur die
Lésungen {a,b} = {1 + /5, 1} hat. Ebenso zeigt man, dass 1 — /5 und 2 keine
weitere Zerlequng besitzen. Um zu sehen, dass sich 1+ /5 und 1 — /5 nicht durch

2
Einheiten von R unterscheiden, betrachtet man den Quotienten ifﬁ = (H_\f) =

—% (3 + \/5) ¢ R, ebenso fir die beiden anderen Fille.

Inng'ltjedochl—i—\/g: 2 (% + %\/5) und 1—/5 = 2 (% —% 5) =2 (% + %\/—— \/5)
Auflerdem gilt (% + %\/3) (% — % 5) = —1, sodass sowohl %+% 5 als auch %—l—%\/g
FEinheiten sind. Die beiden Fuaktorisierung sind in S also im Wesentlichen gleich.
Man kann zeigen, dass S eine eindeutige Zerlegung in Primfaktoren besitzt. Der

Grund, dass S ,besser” ist als R, ist wieder, dass S die Normalisierung von R ist.

Obwohl sogar normale Ringe im Allgemeinen keine eindeutige Primzahlfaktorzerle-
gung besitzen, werden wir spéter sehen, dass sie sie immer lokal besitzen, wahrend dies
fiir nicht-normale Ringe nicht gilt.
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5 Ganze Abhéangigkeit und der Nullstellensatz

Definition 5.1.7. Sei K ein Zahlkorper, das heifit eine endliche Korpererweiterung von
Q. Dann nennt man die Menge aller Elemente von K, die monische Gleichungen mit
Koeffizienten in Z erfiillen, den Ring der ganzen algebraischen Zahlen in K.

5.2 Der Satz von Cayley-Hamilton und Nakayamas
Lemma

Der klassische Satz von Cayley-Hamilton sagt, dass eine lineare Abbildung auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum von ihrem charakteristischen Polynom annihiliert
wird. Hamilton hat dies 1853 fiir lineare Abbildungen im R? bewiesen. Cayley erwihnte
1858 den allgemeinen Fall, scheint den Satz aber auch nur bis zu 3 x 3-Matrizen {iberpriift
zu haben. Wir brauchen jedoch eine allgemeinere Version des Satzes.

Satz 5.2.1 (Cayley-Hamilton). Seien R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein von n
Elementen erzeugter R-Modul. Ferner sei ¢ ein Endomorphismus von M. Falls

p (M) CIM,
dann gibt es ein monisches Polynom
plx)=2"+pa™ 4+ ...+ pn
mit p; € IV fiir alle j, sodass p(p) =0 als Endomorphismus von M.

Beweis. Seien my, ..., m,, Erzeuger von M. Wegen ¢ (M) C IM koénnen wir ¢ (m;) als
Linearkombination der m; schreiben, indem wir Koeffizienten aus I benutzen:

n

©(my) = Zaijmj, mit a;; € 1
j=1

Wir kénnen M als Modul iiber dem Polynomring R [z] betrachten, indem wir = wie ¢
wirken lassen. Sei nun A die n x n-Matrix mit den Eintridgen a;; und sei 1 = (J;;) die
n X n-Einheitsmatrix. Bezeichne m den Spaltenvektor mit den Eintrégen m;. Dann folgt
aus den obigen Gleichungen

(1 —A)-m=0.

Multipliziert man die linke Seite der Gleichung mit der Adjunkten von x1 — A, erhélt
man

[det (21 — A)]1-m =0,

also (falls man dies zeilenweise betrachtet) det (z1 — A) m; = 0 fiir alle i; damit gilt, da
jedes Element von M als Linearkombination der m,; geschrieben werden kann,

[det (1 — A)] M = 0.

Es folgt, dass das Polynom p (z) = det (21 — A) die geforderte Eigenschaft p (¢) = 0 hat.
Auflerdem sieht man, dass der j-te Koeffizient p; von p in [/ ist und dass das Polynom
monisch ist. L
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Folgerung 5.2.2. Sei R ein Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.

(a) Falls o = M — M ein Epimorphismus (ein surjektiver Homomorphismus) von R-

Moduln ist, dann ist a ein Isomorphismus.

(b) Falls M = R™, dann ist jede n-elementige Teilmenge von M, die M erzeugt, eine

freie Basis. Insbesondere ist der Rang n von M wohl definiert.

Beweis. (a) Wir konnen M als R [t]-Modul auffassen, indem wir ¢ durch tm := «a (m)

auf M wirken lassen. Setzen wir I = (t) C R[t], so gilt, da « surjektiv ist, IM =
M = ¢ (M) fiir ¢ = id und wir kénnen den Satz von Cayley-Hamilton anwenden.
Damit bekommen wir ein Polynom p mit p(id)M = (id™ + p,_1id" ' + ... + po) M =
(td4+pp_1+...+po)M = 0, wobei alle p; € I = (t) sind. Deshalb gibt es ein Polynom
q(t) mit (1 — q(t)t)M = 0, oder dquivalent 1 — g(a)ae = 0. Folglich ist ¢(«) ein
Inverses zu a und « somit ein Isomorphismus.

Eine Menge von n Erzeugern von M entspricht einer Surjektion § : R™ — M, die die
Basiselemente des R™ auf die gegebenen Erzeuger von M abbildet. Da M frei von
Rang n ist, gibt es einen Isomorphismus v : M — R". Die Abbildung v : M — M
ist dann eine Surjektion und deshalb ein Isomorphismus nach (a). Es folgt, dass auch
B = (By)7! ein Isomorphismus ist. Demnach bilden die gegebenen Erzeuger eine
freie Basis.

Um zu beweisen, dass der Rang eines endlich erzeugten freien Moduls wohl definiert
ist, nehmen wir an R" = R™. Falls n # m ist, nehmen wir m < n an. Wir kénnen
eine Basis der Lénge m zu einer Basis der Lédnge n erweitern, indem wir einige
Elemente hinzufiigen, die gleich 0 sind. Diese n Erzeuger bilden dann keine freie
Basis mehr, was der ersten Aussage von Teil (b) wiederspricht. Also muss gelten
m = n und der Rang ist wohl definiert.

O

Bemerkung 5.2.3. Der Rang eines freien Moduls iiber einem nicht-kommutativen Ring
ist im Allgemeinen keine wohl definierte Invariante.

Als néchstes verwenden wir diese Ergebnisse, um Proposition 5.1.2 zu beweisen.

Beweis von Proposition 5.1.2. (a) Die Potenzen von z erzeugen R [z] als R-Modul, also

wird S von ihren Bildern, den Potenzen von s, erzeugt. Angenommen J enthélt ein
monisches Polynom p vom Grad n. Jede Potenz s? von s mit d > n kann wegen
0 = s4 " (s) = s+ ris¥! + ... als Linearkombination der kleineren Potenzen
geschrieben werden. Also wird S von den ersten n Potenzen von s erzeugt.

Nehmen wir umgekehrt an, dass S als R-Modul von n Elementen erzeugt wird. Wir
konnen die Multiplikation mit s als Endomorphismus des R-Moduls S betrachten.
Mit I = R gilt ¢ (5) = sS C IS und mit dem Satz von Cayley-Hamilton erhélt man
ein monisches Polynom p von Grad n mit p(s) = 0. Fiir dieses Polynom gilt p € J.
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5 Ganze Abhéangigkeit und der Nullstellensatz

(b) Angenommen J wird von einem monischen Polynom p vom Grad n erzeugt. Wir
wissen aus Teil (a), dass S von den ersten n Potenzen von s erzeugt wird. Um zu
zeigen, dass diese auch linear unabhéngig sind, nehmen wir an, es gibt Elemente
a; € R mit 3.7 a;s" = 0. Definiert man nun ¢ (z) = .1 a2, so gilt ¢ (s) = 0
und damit ¢ € J = (p). Da p monisch ist, hat jedes Vielfache von p, das nicht 0 ist,
Grad mindestens n. Es muss also ¢ = 0 gelten. Dies zeigt, dass S ein freier R-Modul

ist, mit den ersten n Potenzen von s als freie Basis.

Sei nun umgekehrt S ein freier R-Modul und n der Rang von S. Da S als R-Modul
von n Elementen erzeugt werden kann, folgt mit Teil (a), dass es in J ein monisches
Polynom p vom Grad n gibt. AuBerdem folgt aus Teil (a), dass S als R-Modul von
den Elementen 1, s, ..., s" ! erzeugt wird. Da S frei vom Rang n ist, zeigt Folgerung

5.2.2 (b), dass diese Potenzen eine Basis von S als R-Modul bilden.

Um zu zeigen, dass J von p erzeugt wird, sei f € J ein beliebiges Polynom und ¢
sein Rest bei Division durch p. Dann ist ¢ € J und deg (¢) < n. Man kann ¢ wie oben
als lineare Relation zwischen den ersten n Potenzen von s auffassen. Da diese jedoch
eine freie Basis von S bilden, folgt ¢ = 0. Also war f wie behauptet ein Vielfaches
von p.

O

Definition 5.2.4. Wir sagen, dass eine R-Algebra S, die als R-Modul endlich erzeugt
ist, endlich iiber R ist.

Diese Eigenschaft ist stdrker, als ganz zu sein. Das folgende Resultat erweitert die in
Proposition 5.1.2 aufgezeigte Verbindung auf Ringe, die von mehr als einem Element
erzeugt werden.

Folgerung 5.2.5. Fine R-Algebra S ist genau dann endlich iber R, wenn S als R-
Algebra von endlich vielen ganzen Elementen erzeugt wird.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass S endlich {iber R ist. Fiir s € S ist die Multipli-
kation mit s ein Endomorphismus von S und der Satz von Cayley-Hamilton zeigt, dass
s eine ganze Gleichung erfiillt.

Die Umkehrung zeigen wir durch Induktion. Angenommen S wird von ¢ Elementen
erzeugt. Sei nun S” die Unteralgebra von .S, die von den ersten ¢t — 1 Erzeugern erzeugt
wird. Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir annehmen, dass S’ endlich iiber R ist.
Angenommen S’ wird als R-Modul von einer endlichen Menge von Elementen {s;} er-
zeugt. Der letzte Erzeuger, s, ist ganz iiber R und deshalb auch ganz iiber S’. Nach
Proposition 5.1.2 gibt es eine endiche Menge von Erzeugern von S als S’-Modul, diese
seien {¢;}. Dann wird S als R-Modul von den Produkten s;t; erzeugt. O

Folgerung 5.2.6. Ist S eine R-Algebra und s € S, so ist s genau dann ganz tiber R,
wenn es einen S-Modul N und einen endlich erzeugten R-Untermodul M C N gibt,
der von keinem von 0 verschiedenen Element von S annihiliert wird, sodass sM C M.
Insbesondere ist s genau dann ganz, wenn R[s] ein endlich erzeugter R-Modul ist.
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Beweis. Angenommen s ist ganz iiber R. Setze N := S. Nach Proposition 5.1.2 ist
M := R[s] C S ein endlich erzeugter R-Modul.

Wir konnen die Multiplikation mit s als Endomorphismus von M betrachten. Mit dem
Satz von Cayley-Hamilton erhalten wir ein monisches Polynom p mit Koeffizienten in
R, fiir das p(s) M = 0 gilt. Aus unserer Annahme, dass M von keinem von 0 verschie-
denen Element annihiliert wird, folgt p (s) = 0 als Element von S. Damit ist s ganz wie
behauptet.

Die letzte Behauptung folgt, da 1 € R von keinem von 0 verschiedenen Element von
S annihiliert wird. O

Nun wollen wir auch Theorem 5.1.4 beweisen. Es wére nahe liegend dies zu beweisen,
indem wir Gleichungen aufstellen, die von zwei ganzen Elementen erfiillt werden und
daraus die Gleichungen folgern, die von ihrer Summe und ihrem Produkt erfiillt wer-
den. Dies werden wir im Prinzip auch tun, die bendtigten Polynome sind allerdings im
Allgemeinen sehr kompliziert. Der Satz von Cayley-Hamilton gibt sie implizit.

Beweis von Satz 5.1.4. Seien s, s’ € S ganz iiber R. Wir miissen zeigen, dass s + s’ und
ss’ ganz tiber R sind. Definiere M := R{[s|, M’ := R|[s'] C S. Nach Proposition 5.1.2 sind
M und M’ endlich erzeugte Moduln. Wir definieren M M’ als den von allen paarweisen
Produkten von Elementen von M und M’ aufgespannte Modul. Da es dafiir ausreichen
wiirde, paarweise Produkte der Erzeuger von M und M’ zu benutzen, ist auch M M’
endlich erzeugt. Es gilt

ss' MM' = sMs'M' C MM’
(s+ &) MM C sMM' + s MM C MM + MM = MM,

also sind nach Folgerung 5.2.6 s + s’ und ss’ ganz. Dies zeigt, dass die ganzen Elemente
einen Unterring bilden. O

Als néchstes betrachten wir zwei weitere Konsequenzen des Satzes von Cayley-Hamilton,
die in den folgenden beiden Kapiteln von grofier Bedeutung sein werden.

Folgerung 5.2.7. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul und I ein Ideal in R mit IM =
M, dann gibt es ein Element r € I mit (1 —r) M =0, das heifit r wirkt auf M wie die
Identitdt.

Beweis. Wende Satz 5.2.1 auf ¢ = id an. Aus p (id) M = 0 wird dann
(I14+p1+ ... +p) M =0,
mit p; in [Y C I. Wir kénnen also r = — (p; + ... + p,,) wihlen. O

Das néchste Resultat, genannt Nakayamas Lemma, ist auflerordentlich niitzlich fiir die
Theorie von lokalen Ringen. Um es in seiner allgemeinsten Form formulieren zu kénnen,
benutzen wir die folgende Definition.

Definition 5.2.8. Das Jacobson-Radikal eines Ringes R ist der Schnitt aller maxi-
malen Ideale von R.
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Folgerung 5.2.9 (Nakayamas Lemma). Sei I ein Ideal, das im Jacobson Radikal eines
Rings R enthalten ist und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.

(a) Falls IM = M, so gilt M = 0.

(b) Falls die Bilder von my,...,my, € M in M/IM diesen als R-Modul erzeugen, so wird
M von myq,...,m, als R-Modul erzeugt.

Beweis. (a) Wenden wir Folgerung 5.2.7 an, so erhalten wir » € [ mit (1 —r) M = 0.
Da r in jedem maximalen Ideal enthalten ist, ist 1 — r in keinem maximalen Ideal
enthalten. (Sonst wére auch 1 = r 4 (1 — r) enthalten.) Also ist 1 — 7 eine Einheit.
Wegen (1 —r) M =0 folgt M = 0.

(b) Sei N = M/ (>, Rm;). Es gilt N/JIN = M/ (IM + (>, Rm;)) = M/M = 0, also
IN = N. Wir konnen also Teil (a) anwenden und erhalten N = 0, also M = ), Rm,.
0

5.3 Normale Integritatsbereiche und der
Normalisierungsprozess

Wir haben schon angedeutet, dass es einen Zusammenhang zwischen Normalitdt und
eindeutiger Primfaktorzerlegung gibt. Die folgende Proposition zeigt diesen Zusammen-
hang.

Proposition 5.3.1. Sei R ein Ring. Ist R faktoriell, so ist R normal.

Beweis. Sei R faktoriell und £ mit r, s € R ein Bruch, der ganz iiber R ist. Wir kénnen
annehmen, dass r und s teilerfremd sind, und wollen zeigen, dass - € R. Ist

r\" ry\n—1
(5) s (5) ™ 4t =0
S S

die von % erfiillte ganze Gleichung, dann folgt nach Muliplikation mit s"
Pt sy " = s(a T ) =0

Also ist ™ durch s teilbar. Da aber r und s teilerfremd sind, muss s also eine Einheit
von R sein. Demnach muss £ € R sein. O]

Proposition 5.3.1 zeigt sofort, dass der Ring Z normal ist. Ist K ein Korper, so sind
Kz, ...,z,] und Z[z4, ..., x,] faktoriell und somit normal.

Falls R C S Ringe sind und f(x) € R|[x] ein monisches Polynom mit einer Nullstelle in
S, dann ist diese Nullstelle nach Definition ganz iiber R. Eine Nullstelle o zu besitzen ist
aber dasselbe wie einen linearen Faktor (x — ) zu besitzen. Das folgende Resultat zeigt,
dass etwas dhnliches fiir jeden Faktor gilt, ob linear oder nicht. Da Z normal ist, wie wir
schon bewiesen haben, verallgemeinert es die Aussage, dass ein monisches Polynom mit
Koeffizienten in Z, das irreduzibel in Z ist, auch irreduzibel in Q ist.
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5 Ganze Abhéangigkeit und der Nullstellensatz

Proposition 5.3.2. Seien R C S Ringe und f € R[x] ein monisches Polynom. Falls f in
Sl|x] faktorisiert werden kann als f = gh, mit g und h monisch, so sind die Koeffizienten
von g und h ganz iber R.

Beweis. Adjungiert man eine Nullstelle ay von g zu S, sieht man durch Division in
Slan] = S[x]/(g), dass g faktorisiert werden kann zu g = (x — «a;)g;, wobei der Grad
von g; um 1 kleiner ist als der Grad von g. Setzt man dies induktiv fort, erhélt man
eine Erweiterung 7" von S und Elemente «; und §; von 7', sodass g = [[,(x — ;) und
h =1],(x— ;) in T'[z]. Da alle o; und §; Nullstellen des monischen Polynoms f sind, ist
der Unterring 77 von T, der als R-Algebra von den Elementen «;, §; erzeugt wird, ganz
iitber R. Da die Koeffizienten von g und h elementarsymmetrische Funktionen in den «;

bzw. ; sind, sind auch sie ganz iiber R. Il

Bemerkung 5.3.3. Ist R ein Ring und f = gh € R|x] eine Faktorisierung eines moni-
schen Polynoms in nicht-monische Polynome, so sind, da f monisch ist, die Leitkoeffizi-
enten von g und h zueinander inverse Einheiten von S. Multipliziert man g und h mit
dem Leitkoeffizienten des jeweils anderen Polynoms, erhélt man eine Faktorisierung von
f in zwei monische Polynome, auf die man Proposition 5.3.2 anwenden kann.

Als Folgerung erhalten wir eine schwache Umkehrung von Proposition 5.3.1, die die
Verbindung zwischen Normalitéit und eindeutiger Primfaktorzerlegung weiter vertieft.

Folgerung 5.3.4. Ist R ein normaler Integritdtsbereich, so ist jedes monische, irredu-
zible Polynom in R[z]| prim.

Beweis. Sei f ein monisches, irreduzibles Polynom und ¢ der Quotientenkorper von R.
Nach Proposition 5.3.2 bleibt f auch in @ irreduzibel. Da @ faktoriell ist, ist P := fQ|x]
prim. Da R[z|/(f) frei iiber R ist, ist die (kanonische) Abbildung R[x]/(f) — Q ®r
Rlx]/(f) = Q[z]/P ein Monomorphismus. Also ist (f) prim in R[x]. O

Normalisierung kommutiert mit Lokalisierung.

Proposition 5.3.5. Seien R C S Ringe und U eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von R. Ist S’ der ganze Abschluss von R in S, so ist S'|U~] der ganze Abschluss
von R[UTY| in S[UTY].

Beweis. Ein Element von S, das ganz iiber R ist, ist sicherlich ganz iiber R[U™!]. Also
ist S'[U™'] ganz iiber R[U™!.

Fiir die andere Inklusion miissen wir zeigen, dass, falls £ € S[U™'] ganz iiber R[U "]
ist, es ein Element v € U gibt, sodass sv ganz ist iiber R. Ist

= () ) o

eine ganze Gleichung fiir 2, so kénnen wir diese mit (uw;...u,)" multiplizieren und er-

halten
(51 )™ + 71 (Uttg...up ) (UL .. uy) "+ . = 0.

Dies ist eine ganze Gleichung fiir suuy...u,,. Wir konnen also v := uu;...u,, wéhlen. [
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5 Ganze Abhéangigkeit und der Nullstellensatz

Ist R ein noetherscher Integritétsring, so konnte man hoffen, dass der ganze Ab-
schluss S von R (im Quotientenkorper oder einer endlichen Korpererweiterung) wieder
noethersch ist. Ist S als R-Algebra endlich erzeugt, so ist dies auch richtig nach Folgerung
5.2.5. Im Allgemeinen kann eine iiber einem Ring R ganze Algebra aber eine unendliche
Vereinigung endlicher Algebren sein. Falls diese Vereinigung wirklich unendlich ist, muss
S nicht noethersch sein. Im Fall von affinen Ringen jedoch gilt diese Aussage immer.

Satz 5.3.6 (Emmy Noether). Ist R ein endlich erzeugter Integrititsbereich tiber einem
Korper oder tiber Z, und L eine endliche Korpererweiterung des Quotientenkorpers von
R, so ist der ganze Abschluss von R in L ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. Siehe [4], Kapitel 13 O
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6 Quadriken

Angela Armakola, Alexandra Fischer

6.1 Einleitung

In diesem Vortrag beschéftigen wir uns mit Quadriken im Zusammenhang mit projekti-
ven Rdumen. Wir beginnen mit einigen Definitionen und Beispielen von Quadriken und
sehen dann anhand des Satzes von Witt, dass man mit Quadriken Automorphismen von
Teilrdumen auf Vektorrdume erhélt.

6.2 Der projektive Raum und Quadriken

6.2.1 Anmerkung

In der Renaissance wurde die Malerei wesentlich durch die Entdeckung der Zentrals-
perspektive, also der geometrischen Konstruktion der Raumtiefe mithilfe eines Flucht-
liniensystems, gepréagt. Der Maler musste also mathematische Regeln beachten, um auf
einer Leinwand (einer zweidimensionalen Fldche) ein dreidimensionales Bild malen zu
konnen. Diese legten fest, dass der Horizont waagerecht auf Augenhohe des Betrachters
liegt. Um einem Bild rdumliche Tiefe zu verleihen, laufen all seine parallel zum Erdbo-
den verlaufenden Tiefenlinien auf einen Fluchtpunkt zu, der auf der Horizontlinie liegt.
Damit wird die Darstellung des Raumes durch geometrische Regeln festgelegt, sodass
ein einheitlicher Raumeindruck entsteht. In der Entdeckung der Zentralperspektive kann
man also den Beginn der projektiven Geometrie sehen.

6.2.2 Der projektive Raum

Definition 6.2.1. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K

mit dim(FE) = n+1 . Der n-dimensionale projektive Raum P™ ist die Menge aller durch

den Ursprung 0 von E laufenden Geraden (Menge der eindimensionalen Unterrdume).
Man bezeichnet die Elemente von P" als Punkte.

Bemerkung 6.2.2. Man kann manche Begriffe der Theorie der Vektorrdume auch als
Begriffe der projektiven Geometrie interpretieren: Eine projektive Gerade P! ist also ein
eindimensionaler projektiver Raum, die projektive Ebene P? ein zweidimensionaler pro-
jektiver Raum, eine projektive Hyperebene H C P™ ist ein 1-kodimensionaler projektiver
(n — 1)-dimensionaler Unterraum.
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6 Quadriken

Bemerkung 6.2.3. Jede affine Ebene lisst sich zu einer projektiven Ebene erweitern,
indem man neue Punkte (Fernpunkte) hinzufiigt. Zu jeder Klasse paralleler Geraden
gehort genau ein solcher Fernpunkt oder unendlich ferner Punkt. (Er kann mit der Rich-
tung dieser Geraden oder auch mit der Geradenmenge selbst identifiziert werden.) Der
unendlich ferne Punkt wird als Schnittpunkt von je zwei parallelen Geraden dieser Rich-
tung festgelegt.

Die Gesamtheit aller unendlich fernen Punkte einer Ebene, also alle in ihr enthaltenen
Geradenrichtungen, bildet die unendlich ferne Gerade der Ebene.

Bild

Projektionsstrahlen

Augpunkt

Projektionsebene

6.2.3 Quadriken

Definition 6.2.4. Eine Bilinearform ist eine Abbildung )y : V XV — K mit folgenden
Eigenschaften: Fiir alle v,v",w,w" € V und A\, u € K gilt:

(1) QO(U + U/a ’LU) = QO(U7 ”LU) + QO(U/a UJ), QO()‘Uv w) = AQO(”? w) und
(i) Qo(v,w +w') = Qo(v, w) + Qo(v, w'), Qo(v, pw) = pQo(v, w).
Eine Bilinearform heisst symmetrisch, falls fiir alle v € V, w € V gilt:

QO(Ua U}) - QO(w7 U)‘
Definition 6.2.5. Eine Abbildung @ : V' — K, welche durch Q(v) = Qo(v,v) definiert

ist, nennt man die zur symmetrischen Bilinearform )y assoziierte quadratische Form.
Die zu Qg assoziierte lineare Abbildung Q* : VtoV*, wobei V* der Dualraum ist, ist
gegeben durch

Q" 1z (y = Qolz,y)).
Ist Q* injektiv folgt, dass Qy oder @ nicht ausgeartet (regulér) ist, so dass fiir alley € V
aus Qo(z,y) =0, dann x = 0.
Man erhélt somit also eine bijektive Entsprechung zwischen quadratischen Formen und
symmetrischen Bilinearformen fir char(K) # 2.

Definition 6.2.6 (Quadrik (quadratische Hyperfliche)). Eine Quadrik ist gegeben als
Nullstellenmenge eines homogenen quadratischen Polynoms, welche die zur symmetri-
schen Bilinearform () assoziierte quadratische Form ist.
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6 Quadriken

Bemerkung 6.2.7. Weil die quadratische Form @Q(v) durch die Restriktion der Bili-
nearform @Qo(v,v) auf die Diagonale definiert ist, ist die Ableitung d@ in irgendeinem

Punkt v genau die lineare Form 2Qq(v, -), das ist 2Q*(v). Folglich gilt fiir irgendeinen
Punkt [v] € @ :

(i) Falls Q*(v) # 0 € V*, dann ist die Quadrik Q C P™ glatt in [v], oder
(ii) falls Q*(v) =0, dann ist () singulér in [v].

Definition 6.2.8 (Rang einer Quadrik). Eine Quadrik Q kann mit einer geschickt ge-
wéhlten Basis in folgender Form geschrieben werden:

Qz) =25+ a7+ ...+ 2}

Die Quadrik @ hat damit den Rang rk(Q) = k + 1. Eine Quadrik heisst glatt, wenn
rk(Q) = n+ 1, wenn also die zugehdorige Bilinearform (g nicht degeneriert ist.

Beispiel 6.2.9. In P! gibt es zwei Typen von Quadriken:
e Zwei Punkte (Rang 2)

e Einen Doppelpunkt (Rang 1)

o

two points (rank 2) one double point {rank 1)

Beispiel 6.2.10. In P? gibt es drei Typen von Quadriken:
e Ellipse (Rang 3)
o Geradenpaar (Rang 2)

e doppelte Gerade (Rang 1)

O >

smooth conic pair of ines double ling
(rank 3) (rank 2) {rank 1}

Beispiel 6.2.11. In P3 gibt es vier Typen von Quadriken:
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6 Quadriken

e einschaliges Hyperboloid (Rang 4)
e asymptotischer Kegel (Rang 3)
e zwei Ebenen (Rang 2)

e doppelte Ebene (Rang 1)

X 0o

smooth quadric quadric cone pair of planes double plane
(rank 4) (rank 3) {rank 2) frank 1}

Kegelschnitte

Schneidet man eine Quadrik mit einer Hyperebene H, so erhélt man wieder eine Quadrik.
Fiir den Rang von Q' = Q N H gilt: rk(Q) — 2 < rk(Q') < rk(Q).

Ist die Hyperebene eine Tangentialebene in einem glatten Punkt z € @, so ist Q' =
QNT,Q)C T, Q=P mit rk(Q) =rk(Q) —

x X

rank 2 rank 3

6.2.4 Quadriken als Bilder von Abbildungen

Jede glatte Quadrik lésst sich als Bild einer Abbildung darstellen. So wire eine Ellipse
das Bild unter der Veronese Abbildung:

vy : P — P?: [a, B] — [a?, 208, 5% ,
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6 Quadriken

d.h. sie bildet die homogenen Koordinaten eines Punktes p € P! auf die homogenen
Koordinaten der Quadrik p? C P2.

Umgekehrt ldsst sich die Ellipse mittels einer Projektion
7:P* = Px—T,QNP!

in die Ebene einbetten. Betrachtet man das zugehorige Bild, wird deutlich, dass (die
Ellipse) Q C P? isomorph zu P! ist. Der unendlich ferne Punkt, welcher P! auszeichnet,
ist die Schnittmenge mit derjenigen Tangente, die parallel zu P! verliuft. Somit ist 7
ein Isomorphismus.

Analog dazu kann man eine glatte Quadrik in P? ( Einschaliges Hyperboloid) als Bild
der Segre-Abbildung

01,1 : P'x P' — P?: [xo,l’ﬂ X [y0>yl] L [Qfoyo,xoylayoﬂﬂl,%lyﬂ

darstellen.

Desweiteren ergeben die Fasern zweier Projektionen m; : Q = P! x P! — P! Geraden
in P3, sodass die Quadrik zwei Familien von Geraden aufweist, in jedem Punkt = € Q
schneiden sich jeweils genau zwei Geraden, die jeweils einer der beiden Familien von
Geraden angehoren. Nach welchen Regeln diese Geraden verlaufen und wie der Isomor-
phismus Q = P' x P! aussieht, laBt sich mit Hilfe der vorangegangen Uberlegungen
herleiten:

Wie wir vorher gesehen haben, ist der Schnitt einer Quadrik mit der Tangentialebene
in irgendeinem (glatten) Punkt, wieder eine Quadrik, welche den Rang rk(Q N 7T,Q) =
rk(Q) — 2 hat. Im vorliegenden Fall bedeutet dies, dass fiir jedes x, der Schnitt Q NT,Q
die Vereinigung zweier verschiedener Geraden ist. Da jede Gerade, welche auf Q liegt
und den Punkt z enthélt, in dieser Schnittmenge liegt, sieht man nochmals, dass sich in
jedem Punkt von @) genau zwei Geraden schneiden.

Sei xy ein fester Punkt von ) und seien Ly und M, die beiden eindeutigen Geraden
durch xg. Jeden Punkt A € Lg schneide eine Gerade in M), eine andere Gerade in Q,
sodass andererseits jeder Punkt 1 € M, von einer Gerade L, C @) geschnitten wird.

Insofern: Q) enthilt also zwei Familien von Geraden, die jeweils durch P! parametrisiert
werden. Fiir die Familien von Geraden L, und M), gilt:
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6 Quadriken

(i) Die Geraden von L, bzw. M) sind disjunkt,

(ii) keine Gerade kann gleichzeitig zu beiden Geradenfamilien gehoren,
und

(ili) jede Gerade L, muss jede Gerade M) treffen, da die Gerade T,Q NT,Q @ in zwei
Punkten schneidet, xy und einem Punkt von L, N M.

Jeder Punkt aus @) lidsst sich also als Schnittpunkt von zwei Geraden auffassen, die
jeweils einer der beiden Familien angehoren: Da die beiden Geraden L und M durch den
Punkt x aus der Schnittmenge von ) und einer Ebene bestehen, muss eine der beiden
Geraden Lg treffen und daher von der Form M) sein, und eine der beiden Geraden muss
M treffen und daher von der Form L, sein. So erhdlt man einen Isomorphismus von @
mit Ly x My = Pt x Pl

Eine andere Moglichkeit eine glatte Quadrik Q C P? darzustellen, ergibt sich aus der

Projektion von @) auf eine Ebene durch einen Punkt = ¢ ). Die meisten Geraden durch
x schneiden @ zweimal, sodass man @ als zweiblittrige Uberlagerung von P? ansehen
kann.
Die Menge der Punkte p € @, fiir welche die Gerade pT tangential zu () verlduft, also
r € T,Q, ist C = QN H, wobei H eine zu P? parallele Ebene ist. Somit stellt 7, Q
als doppelte Uberlagerung der Ebene P? dar, verzweigt entlang der konischen Kurve
C C P? Man sieht nochmals: Jede Gerade (der beiden Familien von Geraden in Q)
schneidet C' genau einmal. Das Bild dieser Gerade trifft C einmal, ist also eine Tangente
an C.

6.2.5 Warum betrachtet man Quadriken in projektiven Raumen?

Betrachte eine Quadrik Q in R?, z.B. einen asymptotischen Kegel. Dann ist der Schnitt
des asymptotischen Kegels mit einer Hyperebene wieder eine Quadrik (im zweidimen-
sionalen Raum). Es ergeben sich folgende Kegelschnitte:

e Ellipse

e Hyperbel
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e Parabel

Der Vorteil der projektiven Geometrie liegt nun darin, dass alle drei Kegelschnitte
projektiv dquivalent sind, d.h. es reicht aus, eines der drei Objekte zu betrachten, namlich
die Ellipse.

6.3 Der Satz von Witt

Sei F ein endlichdimensionaler metrischer Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform
tiber einem kommutativen Korper K mit char(K) # 2, d.h. 1 +1 # 0.

Satz 6.3.1 (Satz von Witt (spétere Version des Satzes)). Jeder Isomorphismus o eines
Unterraumes A C E auf einen Unterraum B C E lafit sich zu einem Automorphismus
von E fortsetzen.

Vorab ein paar Definitionen

Definition 6.3.2. Seien U und V Untervektorriume von £. Dann ist die orthogonale
Summe U _LV das kartesische Produkt U x V mit: Firu € U, v/ € Uundv € V, v € V,
A € K gilt:

(1) (w,0) + (W', 0) = (u+ 0,0+ 0)
(i) Au,v) = (Au, \v)

Beschreibe die Matrix A eine quadratische Form F' auf U und die Matrix B eine
quadratische Form G auf V', dann ist die quadratische Form F LG auf ULV durch die

diagonale Blockmatrix < é g ) gegeben.

Definition 6.3.3. Ein Unterraum heifit nicht ausgeartet, falls das Radikal rad(U) :=
U N UL gleich 0 ist. Dazu dquivalent ist det(A) # 0, wobei A die Gram-Matrix der
Bilinearform ist

Definition 6.3.4. Zwei metrische Vektorrdume A und B heissen kongruent oder iso-
morph, wenn sie sich linear so aufeinander abbilden lassen, dass dabei alle Skalarprodukte
invariant sind.

Satz 6.3.5 (Wittscher Kiirzungssatz:). Seien f, f’, g, h requldre quadratische Formen,
ferner sei

f=r, flg = flh
Dann ist g = h.
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6 Quadriken

Riickfithrung des Wittschen Kiirzungssatz auf den Satz von Witt :

Die quadratischen Formen f, f’, g, h seien auf den metrischen Vektorraumen A, B, C,
D definert, dh: f:A—- K, f:B—-K,C:— K, h:D — K.

Dann gilt:

A= B, ALC =2 B1D. Sei weiterhin 0.B.d.A. E = A1C = B1D. Daraus kann man
folgern, dass C' bzw. D das orthogonale Komplement zu A bzw. B ist. Dann ldsst sich
nach dem Satz von Witt der Isomorphismus o : A — B zu einem Automorphismus
v : E — F fortsetzen mit v(C') = D.

Vom Wittschen Kiirzungssatz zum Wittschen Satz:

Der Wittsche Kiirzungssatz ist ein Sonderfall des Wittschen Satzes fiir nicht ausgeartete
Untervektorrdume A und B.

Seien A und B nicht ausgeartet, dann sind es auch die orthogonalen Komplemente A+
und B*. Sei « ein Isomorphismus und sei @ eine quadratische Form auf E, dann sei

Q’A:fanB:f/a Q|C:gaQ’D:h
Dann gilt nach Voraussetzung : Q = f1lg = f'Lh , und vermoge « ist f = f'.

Nach dem Wittschen Kiirzungssatz ist g = h, daraus folgt A+ = B+,
d.h. es existiert ein Isomorphismus 3: A+ — B*.

Jeder beliebige Vektor x € E lisst sich schreiben als ¢ = a +c mit a € A, ¢ € A+, damit
ist v:a+ c+— a® + c? ein Automorphismus von E, der a fortsetzt.

Damit haben wir gezeigt, dass der Wittsche Kiirzungssatz und der Wittsche Satz
einander entsprechen.

Beweis des Wittschen Satzes (eindimensionaler Fall). Sei dim(A) = m = 1. Sei A =
aK und B = bK mit aa = bb # 0, b = a®. Erster Fall: a — b nicht ausgeartet. Einen
beliebigen Vektor x € E kann man schreiben als # = k(a —b) 4+ h mit h € (a—b)*. Dann
wire eine Spiegelung o an der Hyperebene (a — b)* erkliirt durch 2° = —k * (a — b) + h.
Setzt man h = “® und k = 1.

Dann ist x = a und x? = b. Damit setzt ¢ den Isomorphismus « fort und ist der gesuchte

Automorphismus.

Zweiter Fall: a — b ist ausgeartet Daraus folgt , dass a + b nicht ausgeartet ist, da sonst
2 2

axa =>bxb = M = 0. Nach Fall Eins wire dann o eine Spiegelung an

der Hyperebene (a + b)*. Einen beliebigen Vektor z € F kann man nun schreiben als
r=k(a+0b)+hmit h € (a+b)*t und 2° = —k(a + b) + h. Setzt man h = @ und
k = %, dann ist x = a und 2% = —b.
Ist 7 : x —— —x eine Spiegelung am Ursprung , so ist 7 = 7 o o der gesuchte Automor-
phismus.

Jetzt beweisen wir den Wittschen Kiirzungssatz: Schreibe f, g, h als Diagonalformen
(@1, ..y am), (by,...,bk), (c1,...,ck), wobei a;, b;, ¢; die Diagonalelemente der jeweiligen
Matrizen sind.
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Induktionsverankerung: Fiir m = 1 lautet die Behauptung:
(al,bl,...,bk) = (al,cl,...,ck) = (bl,...,bk) = (Cl,...,Ck).

Das entspricht dem obigen Beweis fiir den eindimensionalen Fall. Fiir m > 1 folgt nach

dem obigen Fall fir m = 1: (a1,a9,...,am,b1,...,br) = (a1,a9,...,Qm,C1,...,Ck) =
(g, .oy, by, b)) = (ag, ..o A, €1y ey C).

Daraus folgt nach Induktionsvoraussetzung die Behauptung. Damit ist auch der Satz
von Witt fiir nicht ausgeartete Rdume bewiesen. O

64



7 Filtrierungen und das Artin-Rees
Lemma

Verena Moock, Yulian Pastarmov

7.1 Einfithrung

In diesem Kapitel werden wir zwei Konstruktionen beschreiben — der assoziierte gra-
duierte Ring und die aufgeblasene Algebra — die aus einer absteigenden multiplikativen
Filtrierung eines Ringes R bestehen; das heifit aus einer Sequenz von Idealen

R=1,>1 DI--- D> wobei I;I; C Iy, fir alle 4, j erfiillt ist.

Eine dritte solche Konstruktion, die Rees-Algebra, wird am Ende des néchsten Kapi-
tels behandelt, und wirft etwas Licht auf die Ergebnisse, die wir am assoziierten graduir-
ten Ring zu priifen haben. Kapitel 7 im Eisenbud wird einem vierten Beispiel gewidmet,
der Vervollstdndigung. Die Rees-Algebra verwendet man, um Informationen iiber R zu
erhalten. Dazu zieht man den Vergleich zu einem &hnlichen, auf gewisser Weise einfa-
cheren Ring heran.

Diese Konstruktionen werden am héufigsten in Fallen verwendet, wo die /; die Poten-
zen eines einzigen Ideals sind, I; = [7; sie werden als [-adische Filtrierung bezeichnet.
In Anwendungen wird I oft als maximales Ideal eines lokalen noetherschen Rings R ge-
wéhlt, und dem Leser wird nicht viel fehlen, wenn er sich vorstelle, dies sei es stets der
Fall.

Da die Veralgemeinerung beziiglich Moduln sehr hilfreich ist, werden wir auflerdem
auch die I-adische Filtrierung eines Moduls M betrachten: Sei M > IM D I*?M D ... .
Aber wenn man diese Terme einer [-adischen Filtrierung von M mit einem Untermodul
M' C M schneidet, erhilt man im Allgemeinen keine I-adische Filtrierung von M.
Ein Schliisselergebnis der Theorie, das Artin-Rees Lemma, zeigt, dass die induzierte
Filtrierung oft stabil im folgenden Sinne ist:

Definition 7.1.1. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein R-Modul. Eine Filtrierung
M = My D My D ... wird eine /-Filtrierung genannt, wenn [ M, C M, fiir alle n >
0. Eine [-Filtrierung wird I-stabil genannt, wenn zusétzlich IM,, = M, fiir geniigend
grofie n gilt. Allgemein kann man dann diese Gleichung umformen zu M;,, = I*M,,, fiir
alle 2 > 0. Wenn das Ideal I als bekannt vorausgesetzt wird, spricht man schlicht von
stabilen Filtrierungen.
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7 Filtrierungen und das Artin-Rees Lemma

Eine [-stabile Filtrierung ist bestimmt, wenn eine geniigend grofie endliche Anzahl
von M; bekannt ist; in diesem Sinne liegt eine endlich erzeugte Filtrierung vor.

Lemma 7.1.2 (Artin-Rees). Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, M' C M
endlich erzeugte R-Moduln. Wenn M = My D M, D ... eine [-stabile Filtrierung ist,
so ist die induzierte Filtrierung M > M N M; D M N M, D ... auch I-stabil. D. h. es
existiert eine natiirliche Zahl n, so dass fiir alle i > 0 gilt: M' 0 M, = I'(M' N M,,).

Der Beweis folgt nach Proposition 7.3.2, nachdem einige grundlegende Konstruktionen
eingefithrt wurden. Fiir eine interessante neue Entwicklung in dieser Theorie vergleiche
man Huneke [7].

7.2 Assoziierte graduierte Ringe und Moduln

Definition 7.2.1. Sei [ ein Ideal eines Rings R. Man definiere den assoziierten gra-
duierten Ring gr; R von R beziiglich [ als graduierten Ring

grrR=R/IGI/IPD---.

Hier ist die Multiplikation in gr; R wie folgt gegeben: Seia € I™ /1™ und b € ™/,
man nehme Reprisentanten ¢ und b von a und b in I”™ und I entsprechend, man
definiere ab € I™+"/I™*+"+! als Bild von a'b’. Man beachte, dass dieses wohldefiniert
modulo ™+ ist,

Generell sei J = M = My D M; D ... eine I-Filtrierung eines R-Moduls M. Sei

gTJM:M/Ml@Ml/MQEB .

Mache gr; M folgendermafen zu einem graduierten gr;y R-Modul: Wenn a € [™ /™!
und b € M, /M, Reprisentanten a € I™und b € I" haben, dann ist a - b definiert
als die Klasse von o’ -b’ in Mppin/Mpyins1 - Die Annahme, dass J eine I-Filtrierung ist,
gewahrleistet die Wohldefiniertheit.

Proposition 7.2.2. Sei I ein Ideal in einem Ring R und man nehme an, dass M ein
endlich erzeugter R-Modul ist. Wenn J : M = My D My D ... eine I-stabile Filtrierung
von endlich erzeugten Untermoduln von M ist, dann ist gry M ein endlich erzeugter
Modul tiber gr; R.

Beweis. Man nehme an, dass I M; = M, fiir alle i > n. Offensichtlich gilt (I/1?)(M;/M;y,) =
M,y 1 /M, fiir alle i > n. Daher erzeugt die Vereinigung aller Mengen von Erzeugern der
Moduln My /My, ..., M, /M, 1gr M. Da jedes M; endlich erzeugt ist, kann jedes dieser
Mengen von Erzeugern endlich gewahlt werden. O]

Sei M ein R-Modul mit Filtrierung J : M = My D M; D .... Es gibt keinen
interessanten natiirlichen Homomorphismus von M nach gr M, aber es existiert eine
interessante Abbildung von Mengen, die wie folgt definiert ist: Gegeben f € M. Sei m
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7 Filtrierungen und das Artin-Rees Lemma

die grofite Zahl, so dass f € M,,, und man definiere die Initial-Form von f, bezeichnet
als in(f), durch

in(f) = f modulo My,+1 € My, /My C gr M,

oder durch
in(f) :=0wenn f ey _ M,.

Man nehme nun an, dass I C R ein Ideal sei, sowie J eine Filtrierung von M. Man setze
G = gr; R. Sei M’ C M ein Untermodul, man definiere in(M") als den G-Untermodul
von gr M, der erzeugt wird von allen in(f) fiir alle f € M'. Der Untermodul in(M")
wird im Allgemeinen nicht erzeugt durch die Initialformen einer gegebenen Menge von
Erzeugern von M’ . Gilt beispielsweise

J=(zy+y°2°) C R=klz,yl,

und I = (x,y), dann ist in(2?) = 2?+ I und in(zy +y°*) = xy + I bei Beriicksichtigung
der I-adischen Filtrierung. Allerdings erzeugen x? und zy nicht in(J). Zum Beispiel:

w(zy +y°) — y(a®) =y’ € J,

somit
v(ey +y°) —xy’ =y’ € J,

folglich y° € in(J). In der Tat gilt in(J) = (z® + I*, xy + I*,y° + I°). Ein erster Hinweis,
warum die Konstruktion des assoziierten graduierten Ring interessant ist, ist die Tatsa-
che, dass gr; R eine graduierte Algebra iiber dem Raum R/[ ist, wenn [ ein maximales
Ideal ist. Es ist hédufig sogar eine endlich erzeugte Algebra, sofern I endlich erzeugtes
Ideal ist. Daher gibt gr; eine Moglichkeit, beliebige lokale noethersche Ringe in endlich
erzeugte graduierte Ringe umzuformen. Als Beispiel wenden wir dies auf die Theorie der
Hilbert-Funktionen an.

Definition 7.2.3. Wenn R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal I ist, dann lautet die
Hilbert-Funktion von R folgendermaflen:

Hg(n) = dimp,r I"/1".
Allgemeiner: Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, dann definiert man:
HM(TL) = dimR/] ]nM/]n+1M

Da jene lediglich die Hilbert-Funktionen von gr; R und gr; M sind, wobei gr; M
ein endlich erzeugter gr; R-Modul ist, weifl man auflerdem, dass sie fiir grofie n mit
Polynomen Pg(n) und Py (n) vom Grad < Hg(1)—1 iibereinstimmen, und dass Hg und
Hy; dariiber hinaus in Termen von Binomialkoeffizienten beschrieben werden konnen.
Diese Funktionen sind sehr wichtig in der Dimensionstheorie.

Manchmal ist es moglich, schone Eigenschaften von R aus schonen Eigenschaften von
gr; R zu erhalten. Mit dieser Absicht muss sicher gestellt sein, dass sdmtliche Elemen-
te von R von gr; R beriicksichtigt werden, was der Fall wire, wenn ein Element von
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7 Filtrierungen und das Artin-Rees Lemma

R in jeder Potenz von [ enthalten wire. Gliicklicherweise gilt in den meisten Fillen
N;I7 = 0. Das bendtigte Werkzeug, um dies zu beweisen, ist das Artin-Rees Lemma.
Der Beweis dieses Lemmas verwendet ein anderes Konstrukt von groffem geometrischen
und algebraischen Interesse:

7.3 Die aufgeblasene Algebra

Definition 7.3.1. Wenn R ein Ring ist und I C R ein Ideal, dann ist die aufgeblasene
Algebra von [ in R die R-Algebra

BiIR:==R&I®I*®--- = R[t]] C R[t].

Man beachte, dass BiR/IBiR=R/I®I/I*®--- = gr; R, der assoziierte graduierte
Ring.

Der geometrische Kontext, in welchem die aufgeblasene Algebra auftritt, erklért den
Namen: Sofern R die Koordinaten-k-Algebra einer affinen algebraischen Menge ist und
I das Ideal einer algebraischen Untermenge Y C X, dann kann man eine algebraische
Menge Z durch den Prozess des Aufblasens von Y C X erhalten: Seien a4, ..., a, die
k-Algebra Erzeuger von R und g, ..., gs die Erzeuger von I als Ideal von R. Die Algebra
B/ R ist das homomorphe Bild des Rings k[z1,..., 2., vo,-..,ys] durch die Abbildung
x; — a;, y; — g;t. Der Kern dieser Abbildung ist ein Ideal, welches offensichtlich homo-
gen in den Variablen y; ist. Insofern korrespondiert es zu der algebraischen Teilmenge
Z C A* x P5. Die Projektions-Abbildung A" x P% — A’ bildet Z auf X ab und ist ein
Isomorphismus beziiglich des Urbildes von Y. Die Menge Z wird die Aufblasung von Y
in X genannt. Das Urbild von Y in Z korrespondiert zu dem Ring B;R/IB/R = gr; R.
Dieses Urbild, welches den Namen Ausnahmemenge triagt, ist die projektive Varietét
assoziiert zum graduierten Ring gr; R.

Wenn M ein R-Modul ist und J : M = My D M; D --- eine [-Filtrierung, dann wird
die direkte Summe

BJM = M@Ml@

auf natiirliche Weise zum graduierten Modul iiber dem aufgeblasenen Ring B;R. Hier-
bei sei a = (ko, k1,...,k,) Element aus B;R und b = (mqg,my,...,m;) Element aus
B M, dann ist a - b definiert als (moko, miko + moks, . . ., Z?:o mjky—j, ..., miky,). Die
Beziehung zwischen endlich erzeugten Moduln und stabilen Filtrierungen wird durch
diese Konstruktion verdeutlicht.

Proposition 7.3.2. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-
Modul mat I-Filtrierung J : M = My D My D --- von den endlich erzeugten Moduln
M;. Die Filtrierung heifit J-stabil genau dann, wenn die B;R-Moduln BsM endlich

erzeugt sind.

Beweis. Wenn B M endlich erzeugt ist, dann miissen die Erzeuger in der direkten Sum-
me der ersten n Terme, fiir ein existierendes n, liegen. Ersetzt man diese durch ihre ho-
mogene Komponenten, erkennt man, dass BsM von Elementen der Moduln M; erzeugt
wird, fiir verschiedene i < n. O
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Natiirlich wird dann
Mn fan) Mn+1 P -

als By M-Modul erzeugt von M,,, d.h.
Mn+i = IZMn

fiir alle 7 > 0, somit ist J stabil. Andererseits, wenn J stabil ist, so dass M,,; = I*M,,
fiir ein » und alle ¢ > 0, wird B;7M erzeugt von der Vereinigung von Mengen der
Erzeugern von My, My, ..., M,.

Mit dieser Konstruktion wird das Artin-Rees Lemma zu einem Korollar des Hilbert-
Basis-Satzes.

Beweis von Lemma 7.1.2. Sel
J M=MyDM DMy,D---

J M =My>M M, >MNM,---
—— ——

’ /

M, M,

die induzierte Filtrierung auf M. B;M ist graduierter Modul iiber dem aufgeblasenen
Ring B;R. Natiirlich ist dann der Modul B M " ein graduierter B;R-Untermodul von
BsM. Wenn J eine stabile Filtrierung ist, dann ist B ;M endlich erzeugt, laut Propo-
sition 7.3.2. Weil B;sM eine endlich erzeugte R-Algebra ist, ist sie noethersch und somit
ist der Untermodul B/ M " ebenfalls endlich erzeugt (siche Kapitel 1.5 in [4]. Proposition
7.3.2 zeigt, dass J eine stabile Filtrierung von M. ist. O]

7.4 Der Krull Schnitt Satz

Als erste wichtige Anwendung wird der Satz von Krull [4] eingefiihrt. (Hier angegeben
in der Form von Chevalley [5])

Folgerung 7.4.1 (Krull Schnitt Satz). Sei I C R Ideal in einem noetherschen Ring R.
Wenn M ein endlich erzeugter R-Modul ist, dann existiert ein Flement r € I, so dass

(1= r)(N52, /M) = 0. (7.4.1)

Wenn R zusdtzlich ein Integrititsring oder ein lokaler Ring ist und I ein echtes Ideal,
dann gilt:

(1 =o. (7.4.2)
j=1
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7 Filtrierungen und das Artin-Rees Lemma

Beweis. Nach dem Lemma von Artin-Rees, angewendet auf den Untermodul N2, I IM C
M, existiert eine ganze Zahl n, so dass

NI'M = (ﬂ ]jM> NI (7.4.3)
j=1

J=1

= 1 ((ﬁ JJ’M) N I”M) (7.4.4)

= I (ﬁ IjM> : (7.4.5)

j=1

Die erste Aussage erlangt ihre Giiltigkeit als Konsequenz des Satzes von Cayley-
Hamilton, Korollar 4.2.7 aus [4]. Da laut Voraussetzung M endlich erzeugt ist, gilt Glei-
ches fiir NI7M. Gleichung 7.4.5 ldsst auf die Existenz eines Elementes r € I schlielen,
bei dem 1 — r den Schnitt annuliert.

Um die zweite Aussage einzusehen, nimmt man M = R. Dann reicht es aus zu zeigen,
dass in den gegebenen Féllen 1 —1r kein Nullteiler ist. Weil I ein echtes Ideal ist, existiert
mindestens ein r # 1, so dass 1 —r # 0. Falls R ein Integritétsring ist, ist der Beweis
komplett. In dem Fall, dass R lokal ist, muss / in dem maximalen Ideal enthalten sein.
Ebenfalls ist auch r Element dessem, somit also eine Nicht-Einheit, 1—7 also eine Einheit
und kein Nullteiler. Schlussfolgernd ist ﬂ;’;l =0. ]

Folgerung 7.4.2. Sei R ein noetherscher lokaler Ring und I ein echtes Ideal von R.
Wenn gr; R ein Integrititsring ist, dann ist auch R ein Integritditsring.

Beweis. Wenn f - g = 0 in R, dann ist in(f) - in(g) = 0 in gr; R, somit ist entweder
in(f) oder in(g) gleich 0. Nach dem Krull Schnitt Satz gilt, N>, ™ = 0, woraus folgt,

n=1

dass f oder g gleich 0 ist. m

Beispiel 7.4.3. Sowohl der Satz von Krull als auch Korollar 7.4.2 sind nicht allgemein
giiltig im nicht-noetherschen Fall. Sei beispielsweise R der Ring von Keimen von C*-
Funktionen iiber (R, 0) und z die Koordinatenfunktion. Sei

g(x) == e € R,

eine C*-Funktion deren Graph in der Abbildung 7.4 gezeigt wird. Der Ring R ist lokal
mit maximalen Ideal I, erzeugt von der Funktion z. Da g(x)/2" in C*, fiir alle n, folgt

g(x) € ﬂ_f".

In diesem Fall ist N{°I™ die Menge aller Keime von Funktionen, die im Ursprung
verschwinden. Diese sind auf die Art flach, dass alle ihre Ableitungen im Ursprung auch
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9(x)

y

Abbildung 7.1: Graph von g(z)

verschwinden. Wahrhaftig gilt 7(N$°/™) = N°I". Die C* Funktionen der Form 1 — r,
mit r € (x), sind dabei die C*°-Keime mit dem Wert 1 im Punkt 0. Daher wird g(x)
beispielsweise nicht annuliert von einer solchen Funktion. Also ist Korollar 7.4.1 nicht
zutreffend.

7.5 Der Tangentialkegel

Die Tatsache, dass der assoziierte graduierte Ring zu der auflergewchnlichen Menge in
der Aufblasung korrespondiert, hat eine einfache und schone geometrische Konsequenz.
Sei

R=Fk[xy, ...,z /], I =(x4,...,2,)

wobei k ein algebraisch abgeschlossener Korper ist. Sei X = Z(J) C A" und man
nehme an, dass J C I, so dass 0 € X. Der Tangentialkegel von X in 0 ist der Kegel,
zusammengesetzt aus allen Geraden, die durch die begrenzenden Positionen der Sekanten
zu X und durch den Punkt 0 verlaufen. Man kann zeigen, dass das Ideal in;(J) C
k[xy,...,z,] den Tangentialkegel definiert. Der Koordinatenring des Tangentialkegels
9T (ar,....z,) T st somit bestimmt.
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8 Flache Familien
Karsten Hayn

8.1 Flachheit

Definition 8.1.1. Ein Modul M iiber einem Ring R heifit flach, wenn fiir alle Inklu-
sionen N' C N von R-Moduln die induzierte Abbildung M®rN' — M®xrN auch eine
Inklusion ist.

In exakten Sequenzen bedeutet das, dass wenn 0 — N’ — N — N” eine exakte Sequenz
ist, auch 0 - M®@zrN' — MRrN — M®rN" exakt ist.

Beispiel 8.1.2. Sei K ein Korper, R = K]Jt| der Polynomring iiber K und S :=
R[z]/(x —t). Als R-Algebra ist S = R. Da R®rN = N fiir alle R-Moduln N ist R
flach als R-Algebra.

S=k[t ]/ (-1

R=k[t]
Abbildung 8.1: Beispiel 8.1.2

Beispiel 8.1.3. Sei S = R[z]/(tx — 1). Wir kénnen S als die Lokalisierung R[t™!] be-
trachten. Wie wir schon wissen sind Lokalisierungen flach und damit ist .S flach.

Seien M, N R-Moduln und ... — F;.y — F; — F; 4 — ... = M — 0 eine freie
Auflosung (siehe [4] S.45) von M als R-Modul.

Definition 8.1.4. Die Homologie in F, vom Komplex F;.; 2 F; LN F,_qist ker(h)/im(g).
Sie gibt also an, ,wie weit“ die Sequenz von der Exaktheit entfernt ist.
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S=K[t,x]d (te-1)

R=k[t]

Abbildung 8.2: Beispiel 8.1.3
Definition 8.1.5. Torf(M, N) ist die Homologie von F;®zN in dem Komplex
Fiy1®rN — F,QpN — F;_1QpN.
Proposition 8.1.6. (i) Sei M oder N frei, dann ist Torf(M,N) =0 fiiri > 0.

(ii) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0 von R-Moduln und jeden
R-Modul N gibt es eine lange exakte Sequenz von Tor:

Torf(M',N) — Torf(M,N) — Torf(M",N) —
M/®RN — M@RN — MH(X)RN — 0

(iii) Sei z € R kein Nullteiler und M ein R-Modul. Dann gilt:
Tor(R/(z), M) = M/xM
Tory'(R/(x), M) = (0:ar)
Torf(R/(z), M) =0 fri>1
Beweis. Beweis siche [4] Seite 161-162. O

Lemma 8.1.7. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und I ein Ideal von R. Dann ist die
Abbildung IQ gM — M injektiv genau dann wenn Torf(R/I, M) = 0.

Der Modul M ist flach genau dann wenn Tor®(R/I, M) = 0 fir alle endlich erzeugten
Ideale I.
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Beweis. Wie wir aus Proposition 8.1.6 (ii) wissen, erhalten wir von der kurzen exak-
ten Sequenz 0 — I — R — R/I — 0 eine lange exakte Sequenz die Torf(R, M) —
Tor®(R/I,M) — I ® M % R® M enthilt. Nun ist Tor®(R, M) = 0 nach 8.1.6 (i) und
R&® M = M. Damit ist g die Multiplikation I ® M — M womit die erste Behauptung
gezeigt ist.

Nehmen wir also an, dass die Voraussetzungen des zweiten Teils erfiillt sind. Dies bedeu-
tet das N = R und N’ = I (wobei N, N, I wie in Definition 8.1.1). / ® M — M ist eine
injektive Abbildung fiir alle Ideale I’ von R. Nun ist aber jedes Element z # 0 € I'®Qr M
die (endliche) Summe von Elementen r’ @ m fiir m € M,r" € I'. Deshalb wird z auf ein
Element ungleich Null in M abgebildet.

Andererseits wird der Modul N®rM von den Elementen {n®gm | n € Nym € M}
erzeugt. Deshalb benotigt man fiir die Aussage, dass ein v € N'®@rM auf 0 in N@zrM
abgebildet wird, nur endlich viele Elemente von N und wir kénnen annehmen, dass N
endlich erzeugt ist.

Es ist uns nun moglich eine Sequenz von Untermoduln

N =NyCcN,C...CN,=N

so zu wihlen, daf§ alle N;;1/N; von je einem Element erzeugt werden. Es reicht nun zu
zeigen, dass jede Abbildung N; ® M — N;,; ® M injektiv ist. Um das zu tun, reicht es
am Anfang anzunehmen, dass N/N’ ein zyklischer Modul ist und deshalb N/N’ = R/I.
Proposition 8.1.6 (ii) liefert uns wieder, dass die kurze exakte Sequenz 0 — N’ —
N — N/N' — 0 eine lange exakte Sequenz liefert, die Torf(N/N',M) — N' ®
M — N ® M enthilt. Da aber nun nach Vorausetzung Torf(R/I, M) = 0 ist und
da Torf(N/N', M) = Torf(R/I, M) ist das Lemma bewiesen. O

Spéter zeigt sich, dass es in den meisten Féllen reicht, die maximalen Ideale zu iiber-
priifen (Satz 8.1.12).

Beispiel 8.1.8. Sei K ein Kérper, R = K][t]/(t*) und M ein R-Modul. Dann ist M
flach genau dann, wenn die Multiplikation mit ¢ von M nach tM einen Isomorphismus
M/tM — tM induziert.

Beweis. Um das Lemma benutzen zu konnen, miissen wir die Ideale von R iiberpriifen.
Das einzige nichttriviale Ideal von R ist (¢) und isomorph zu R/(t) als R-Modul mit dem
Isomorphismus R/(t) — (t), der die 1 auf ¢ abbildet. Wendet man nun Lemma 8.1.7 an,
erhélt man, dass M flach ist genau dann, wenn

M/tM = R/(t)@M = (1)@rM — RRrM = M

ein Monomorphismus ist. (Man bildet die Klasse eines Elements m € M auf tm € M
ab.) Da dies aber eine Verkniipfung des Epimorphismus M /tM — tM (induziert durch
die Multiplikation mit ¢) und der Inklusion tM C M ist, gilt unsere Behauptung. O

Folgerung 8.1.9. Sei a € R kein Nullteiler in R und M ein flacher R-Modul. Dann ist
a kein Nullteiler auf M.

Wenn R ein Hauptidealring ist, gilt auch die Umkehrung: M ist flach als R-Modul genau
dann, wenn M torsionsfrei ist.
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Beweis. Sei I = Ra wobei a € R kein Nullteiler ist. Wenn M flach ist, dann ist fiir
alle I C R die Abbildung ¢ : I®gM — R®@rM = M injektiv. Nun ist aber I@ g M =
R@rM = M (als Modul), da I = R (als Modul) mit dem Isomorphismus der a auf 1
abbildet. Also wird ¢ zu einer Multiplikation mit a. Dies ist ein Monomorphismus genau
dann, wenn a kein Nullteiler auf M ist.

Sei R nun ein nullteilerfreier Hauptidealring, dann ist kein Ideal (aufier dem Nullideal)
durch einen Nullteiler erzeugt. Nun wenden wir Lemma 8.1.7 an, was fiir [ # 0 mit
Proposition 8.1.6 (ii) liefert, dass M flach ist genau dann, wenn fiir alle ¢ # 0 € R gilt,
dass sie keine Nullteiler in M sind. Das bedeutet aber gerade, dass M torsionsfrei ist. [

Beispiel 8.1.10. Sei S = R[z]/(tx —t). Dann ist S nicht flach, denn ¢(x — 1) =0 in S,
also hat S' eine Torsion.

S=K[t,x]¢ (tx-t)

R=K[t]

Abbildung 8.3: Beispiel 8.1.10

Folgerung 8.1.11. Sei K ein Korper und R := K[t| ein Polynomring in einer Varia-
blen. Sei S ein noetherscher Ring, der flach iber K ist.

Sei U die Menge der Elemente der Form 1 —ts fir s € S. Wenn die Faser S/tS tber
dem Primideal (t) ein Integrititsring ist, dann ist S[U™Y] ein Primideal.

Beweis. Beweis siche [4] Seite 167, Corollary 6.7. O

Satz 8.1.12. Lokales Kriterium fiir Flachheit

Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring und sei (S,n) eine lokale noethersche R-Algebra
mit mS C n. Sei M ein endlich erzeugter S-Untermodul, dann ist M flach als R-Modul
genau dann, wenn Tort (M, N) = 0.

Beweis. Beweis siche [4] Seite 168-169, Theorem 6.8. O

Lemma 8.1.13. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und x € R kein Nullteiler in R und
M. Dann gilt fir alle (R/(z))-Moduln N, dass

Torf’/(w)(N, M/xM) = TorF(N, M)

75



8 Flache Familien

Beweis. Beweis siehe [4] Seite 170, Lemma 6.10. O

Bemerkung 8.1.14. Sei R — R’ ein Ringhomomorphismus und M ein flache R-Modul.
Dann ist R'®zM flach als R’-Modul.

Beweis. Wenn die Annahmen gelten, haben wir:
(ROrM)@r N = MQpN
fiir alle R'-Moduln N, womit R'@M flach ist. O
Dies lésst sich in einem wichtigen Spezialfall umkehren.

Folgerung 8.1.15. Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring und sei (S,n) eine lokale
noethersche R-Algebra mit mS C n. Sei weiter M ein endlich erzeugter S-Modul und
x € m kein Nullteiler in R und M. Dann ist M flach iber R genau dann wenn M /xM
flach tber R/(x) ist.

Beweis. Sei M flach, dann ist M/zM = R/(x)®grM flach iiber R/(x), wie wir eben
gezeigt haben. Also konnen wir annehmen, dass M /z M flach iiber R/(x) ist und miissen
zeigen, dass M flach iiber R ist. Sei K := R/m der Restklassenkorper von R.

Nun gilt, dass Tor™ ™ (K, M/xM) = 0, da M/xM flach iiber R/(x) ist und nach Lemma
8.1.13 ist Torf (K, M) = 0, was uns mit Satz 8.1.12 liefert, dass M flach ist. O

8.2 Familien

Der Begriff einer Familie ldsst sich leider nicht so leicht definieren wie der der Flachheit.
Das typische Beispiel von Familien sind Kurven in der affinen Ebene iiber einem Korper.
Man mochte also Objekte haben, die ,,ahnlich” sind und mit ,,ihren Parametern variere*.
Die ,méchtigste” Definition ist wohl zu sagen, das Familien Morphismen sind: Sei ¢ :
X — B ein Morphismus zwischen Varietédten. Dann sind die Urbilder der Punkte in B
(die Fasern von ¢) Varietéten in einer Familie, definiert durch die Punkte von B. Leider
ist es moglich, dass diese Definition zu umfassend ist und Objekte in die Familie nimmt,
die nichts mit den anderen gemeinsam haben. Um dies zu vermeiden nimmt man als
Bedingung hinzu, dass die Familie flach ist (d.h. wenn wir die Familie als R-Algebra S
darstellen soll S flach tiber R sein).

Definition 8.2.1. Ein n-dimensionaler Multiindex ist ein Vektor a = (aq,ag, ... ay)
wobei a; € Z. Fiir Multiindizes a, § und x = (21, xa, ... 2,) € 1" definiert man

e a+f =+ f,a+ . ..an+5)
o |a| = (Jau| + |aa] + ... + |an|)
e a<fe (v <f,aa<Ps...an <B,) Vi

o al = (aqlas!, ... ap))
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8 Flache Familien

o 1% = (a", x5?, ..., x5")
Beispiel 8.2.2. Die Familie von Kurven auf projektiven Ebenen
Fiir einen festen Rang d und einen 3-elementigen Multiindex o vom Rang d sei z, eine

unbestimmte Variable. Sei weiter R = K[{z,}]| der Polynomring an z,, und

Si= 3[90791792]/Z$aya

eine R-Algebra. (Wir schreiben y® fiir das Monom y§y{yS) Dies entspricht geometrisch
der Familie aller projektiven Kurven vom Rang d. Sie wird flach wenn wir ein beliebiges
T, # 0 invertieren und entspricht dann der Lokalisierung S|z '] (was eine R[z_']-Algebra
ist). S ist im Gegenteil zu S|z, '] nicht flach.

Definition 8.2.3. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal von R. Die Rees-Algebra von R
beziiglich I ist die R-Algebra

R(R.I):= Y I't™"=R[tt 1] C R[t,t""]

wobel I" := R falls n < 0.

Folgerung 8.2.4. Sei R eine Algebra tiber einem Korper K, dann ist die Rees-Algebra
S :=R(R,I) flach iber K[t]. Sei =, I? = 0 dann sind die Elemente der Form 1 — ts
mit s € S keine Nullteiler von R(R,I).

Beweis. Fiir den ersten Teil reicht es nach Lemma 8.1.7 zu zeigen, dass R(R, I) torsi-
onsfrei als K[t]-Modul ist. Da R(R, ) C R[t,t™'] folgt dies direkt.

Falls p(1 — ts) = 0 fiir s € S, muss gelten, dass p = gt mod ¢ fiir ¢ € S. Da aber ¢ kein
Nullteiler ist gilt q(1 — ts) = 0. Durch Wiederholung von diesem Argument bekommen
wir das p € t"S fiir alle n. Wenn man aber p := Y7 i pit® fiir p; € R schreibt zeigt sich
das p; € I" fiir alle n sein muss, also ist p = 0 und somit die Aussage gezeigt. O
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9 Vervollstandigungen und das
Henselsche Lemma Teil 1

Hanno Schiilldorf

9.1 Einfiihrung

Definition 9.1.1. Sei R eine abelsche Gruppe und sei R = my D m; D my. .. eine Folge
von Untergruppen (eine absteigende Filtrierung). Wir definieren die Vervollstiandi-
gung R von R beziiglich der m; als den inversen Grenzwert der Faktorgruppen R/m;:

E::@R/mi ::{g:(gbgg,...)GHR/mi\nggi mod m; Vj > i}.

Falls R ein Ring ist und die m; Ideale sind, dann ist jedes der R/m; ein Ring und
somit ist auch R ein Ring. R hat eine Filtrierung nach Idealen

wy; = {g=(g1,92,...) € R|g; =0 Vj <i},

und es folgt aus den Definitionen, dass R/; = R/m,.

Der mit Abstand wichtigste Fall ist die m-adische Filtrierung (bei der R ein Ring ist
mit der Filtrierung nach Idealen der Form m; = m’ fiir ein Ideal m von R), fiir die wir
Rm schreiben. In diesem Fall schreiben wir m fiir m;. Der Einfachheit halber werden wir
uns von nun an auf die m-adische Filtrierung beschrianken; die Generalisierung ist in den
meisten Féllen aber nicht sehr schwierig.

Beispiel 9.1.2. Sei p € Z eine Primzahl. Der Ring Z(p) heisst Ring der p-adischen
Zahlen. Sei also R = Z und sei m = pZ. Betrachte die Abbildung Z — Z(p) mit

v (z+pZ,x+p°Z,...).

Eine p-adische ganze Zahl ist also ein Tupel, in dem der n-te Eintrag der Restklasse
modulo der n-ten Potenz von p entspricht. Addition erfolgt nicht komponentenweise,
sondern mit Ubertrag, wenn man eine héhere Potenz von p iiberschreitet. Also ergibt
z.B. im Ring der 2-adischen ganzen Zahlen

(1,3,7,7,7,..) +(1,1,5,13,13,...) = (0,0,4, 4,20, . .).

Ein naheliegendes Ergebnis erhalten wir fiir Polynomringe:
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9 Vervollstandigungen und das Henselsche Lemma Teil 1

Beispiel 9.1.3. Sei R = S|[zy,...,x,] ein Polynomring iiber dem Ring S. Die Ver-
vollstdndigung von S beziiglich des Ideals m = (z1,...,x,). ist der Ring der formalen
Potenzreihen R

Ry = Sz, ..., 2,]].

Denn durch die Abbildung S [[z1,...,z,]] — R/m’, die f auf f + m’ abbildet, erhalten
wir eine Abbildung

mit der Abbildungsvorschrift
fro(f+m f+m? .. )eRnC HR/mi.

Die Umkehrabbildung erhalten wir, wenn wir (f; +m, fo + m?,...) € R (wobei die
fi Polynome sind und f; = f;+(Terme vom Grad > min{i,j}) auf die Potenzreihe
fi+ (fo— f1) + (f3 — f2) + . ... Dies ist eine wohldefinierte Potenzreihe, denn der Grad
von fiy1 — f; ist mindestens i + 1, und zwar unabhiingig von der Wahl von f; in f; +m’.

Polynomringe und Potenzreihenringe werden im zweiten Teil des Kapitels, in dem das
Henselsche Lemma besprochen wird, ndher untersucht. Wir machen stattdessen weiter
mit einer

Bemerkung 9.1.4. Wenn m ein maximales Ideal von R ist, dann ist Ry ein lokaler
Ring mit maximalem Ideal m.

Beweis. Da R/m ein Korper ist, ist auch Rm/ﬁ‘lﬁiﬁn = R/m ein Koérper. Sei nun G =
(91,92, -..) € R C [], R/m" nicht in m, also ist g; # 0, und somit sind alle g; nicht in
m(R/m"). Also ist jedes g; eine Einheit in R. Aus der Bedingung g; = ¢g; mod m’ fiir j > 4
folgt, dass gj_l =g;' mod w’ fiir j > 4, und somit ist das Element h := (g;*, 95", ..".)
in Ry, und das inverse Element zu g. O]

Definition 9.1.5. Wenn die natiirliche Abbildung R — R ein Isomorphismus ist, so
ist R vollstandig beziiglich m. Wenn m ein maximales Ideal ist, so ist R ein vollstén-
diger lokaler Ring.

Zum Schluss dieser Einfiihrung wollen wir noch kurz darauf eingehen, woher der Begrift
"Vervollstandigung” kommt. Es ist iiblich, Elemente von R als Grenzwerte von Folgen
oder Reihen von Elementen von R zu definieren. Wir sagen, dass eine Folge von Ele-
menten ai,as... € R. gegen ein Element a € R konvergiert, wenn es fiir jedes n € N
ein i(n) € N glbt, so dass a — a;(,) € m,. Es folgt, dass eine Folge (a;) von Elemten aus
R genau dann in R konvergiert, wenn die Folge eine Cauchy-Folge ist in dem Sinne,

dass Vn € N Ji(n) € N, so dass
a; —a; € Wy, Vi, > i(n). (9.1.1)

Wenn a; € R, so ist diese Bedingung identisch zu a; — a; € m™ Vi, j > i(n).
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9 Vervollstandigungen und das Henselsche Lemma Teil 1

Der ,,Grenzwert“einer konvergenten Folge von Elementen aus R ist definiert als das
Element aus [], R/m", dessen n-te Koordinate die gleiche ist wie die von a;(,). Wir
schreiben a = lim(a;).

Der einfachste Weg, Folgen, die der Bedingung (7.1.1) geniigen, aufzuschreiben, ist als
Partialsumme von Elementen von R, deren i-ter Term in m' liegt:

%
ai:ij, bZ em'.
J=t

In diesem Fall definieren wir die unendliche Summe Z;’;l b; als den Grenzwert der a;.
Dies ist iibrigens genau das, was wir im Fall der Potenzreihen machen - mit dem Ideal
m, das von den Variablen eines Polynomrings erzeugt wird.

Proposition 9.1.6. Sei R vollstindig bzgl. eines Ideals m. Dann sind alle Elemente der
multiplikativ abgeschlossenen Menge U := {1 — a|a € m} Einheiten in R.

Beweis. Wenn a € m, so ist b= 1+ a +a?+ - -- eine Potenzreihe, die in R konvergiert.
Das Produkt (1 — a)b ist der Grenzwert der Reihe (1 —a)+ (1 —a)a+ (1 —a)a® + ---.
Die i-te Partialsumme dieser Reihe ist 1 — a, also konvergiert diese Reihe gegen 1. [

Folgerung 9.1.7. Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal P. Dann ist der Ring
der formalen Potenzreihen R[[z1,...,x,]] ein lokaler Ring mit dem mazimalen Ideal
P+ (xy,...,2,).

Beweis. Ein Element j, das nicht in P+ (z1,...,x,) liegt, hat einen konstanten Term u
ausserhalb von P, also ist u eine Einheit. Das Element u~! f ist von der Form 1 + g(z)
mit g(x) € (z1,...,2,). Also ist u™! f eine Einheit, und somit auch f. O

9.2 Eigenschaften von Vervollstindigungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns einigen Eigenschaften und Anwendungen von Vervoll-
stédndigungen zuwenden. Zunéchst behandeln wir den Zusammenhang zwischen vollstan-
digen Ringen und den assoziierten graduierten Ringen, danach werden wir zeigen, dass
mit R auch R noethersch ist. Spéter werden wir noch exakte Sequenzen und Flachheit
behandeln.

Zuerst beobachten wir, dass aus R/, = R/m" die Gleichung R = lim R/th,, folgt;
also ist R vollsténdig beziiglich der Filtrierung nach den m,. Dariiber hinaus, wenn
wir grR fiir den assoziierten graduierten Ring beziiglich dieser Filtrierung schreiben,
induziert die natiirliche Abbildung R — R einen Isomorphismus gr. R =gr R.

Proposition 9.2.1. Sei R ein vollstdndiger Ring beziiglich einer Filtrierung nach Idea-
len m;. Sei gr R der assoziierte graduierte Ring von R beziiglich dieser Filtrierung und
fir a € R bezeichne in(a) die Initialform beziglich dieser Filtrierung. Sei I C R ein Ide-
al in gr R und ay,...,as € I. Wenn in(ay),...,in(as) das Ideal in(I) in gr R erzeugen,
dann erzeugen ay,...,as das Ideal I.
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Beweis. Sei I' = (ay,...,as). OBdA sei a; # 0 fr 1 < ¢ < s. Dann kénnen wir ein
d € N wéhlen, so dass a; € mg fr 1 < i < s. Sei nun f € [ mit Initialform in(f)
vom Grad e. Dann kénnen wir die Initialform von f schreiben als in(f) = >, G;in(a;)
mit G; € gr R homogen vom Grad deg(in(f)) — deg(in(a;)) und vom Grad 0, falls
deg(in(f)) — deg(in(a;)) < 0. Wenn wir nun g; € R so wihlen, dass in(g;) = G ist, so
liegt f — >, gja; in meyq. Dies wiederholen wir, bis wir schliesslich ein Element f’ € I’
erhalten, so dass f — f’ € mgy; ist. Und wenn wir soweit sind, dann gilt fiir die oben
definierten G, dass deg(G;) > e —d > 0, und somit konnen wir g; € m._, wihlen. Dies

wiederholen wir erneut und definieren gj( 9

F=20 =2 = 3 e == g = - ZZ% 4j € Mg
j A

€ M_g1; SO, dass

Die Reihe > %, g](-i) konvergiert in R, ihr Grenzwert sei h;. Weil Grenzwerte endliche
Summen und Produkte erhalten, erhalten wir f = 3 h;a; € I'. Also wird das Ideal 1
von aq, ..., as erzeugt. ]

Wir betrachten nun die m-adische Filtrierung m’ von R und die Vervollstindigung
R= R Sei m,, der Kern der natiirlichen Abbildung R— R /m™. Damit besteht m,, aus
allen Elementen von R C [, i R/m?, deren Komponente in R/m? in m™ liegt fiir alle j

(und daher 0 sind, falls j < n). Beachte, dass m"R C ()" C t,. Das folgende Resultat
zeigt unter anderem, dass im noetherschen Fall Gleichheit herrscht.

Satz 9.2.2. Sei R ein noetherscher Ring und sei m ein Ideal von R. Sei R die Vervoll-
standigung von R beziiglich m. Dann gilt:

(i) R ist ein noetherscher Ring.
(ii) R/m/R= R/m/. Also ist R vollstindig beziiglich mR, und gr _zR = gr nR.

Beweis. (i) Wie oben schon erwéhnt, ist gr R= gr., R. Da R ein noetherscher Ring ist,
ist auch R/m noethersch und m/m? ist ein endlich erzeugter R-Modul. Der Ring
gry, R wird erzeugt als R/m-Algebra von jeder Erzeugermenge fiir m/m?. Nach dem
Hilbertschen Basissatz ist gr,, R noethersch. Sei nun I C R ein Ideal von R. Dann
wird das Ideal in(I) von den Initialformen endlich vieler Elemente ay,...,as € I
erzeugt. Es folgt nach Proposition 9.2.1, dass die a; das Ideal I erzeugen, also ist
I endlich erzeugt.

(ii) Wieder verwenden wir, dass or R = gr, R. Um zu zeigen, dass R/mjf% = R/m/
gilt, zeigen wir, dass m,, = m" Ry. Dazu geniigt es nach Proposition 9.2.1 zu zeigen,
dass die beiden Ideale die gleichen Initial-Ideale in grﬁ’ besitzen. Dies ist aber
offensichtlich der Fall, da beide Initial-Ideale aus allen Elementen vom Grad > n
bestehen. Also sind die beiden Ringe gleich. Daraus folgt nun auch direkt die andere
Aussage.

O
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Jetzt wenden wir uns der Frage nach der Flachheit von vollstdndigen Ringen zu. Dazu
benotigen wir zwei Resultate, von denen das erste uns ein Kriterium dafiir liefert, un-
ter welchen Bedingungen zwei Filtrierungen die gleiche Vervollstdndigung ergeben. Das
zweite Resultat untersucht, inwiefern Vervollstdndigungen exakte Sequenzen erhalten.

Sei also R = ng D ny D ... eine weitere Filtrierung von R. Die entsprechenden Ver-
vollsténdigungen bezeichnen wir mir Ry bzw. Ry. Das folgende Lemma besagt, dass
zwei Filtrierungen die gleiche Vervollstdndigung liefern, wenn sie im folgenden Sinn ver-
gleichbar sind:

Lemma 9.2.3. Wenn fiir jedes n; ein m; existiert, so dass m; C n; und fiir jedes m; ein
n; existiert, so dass n; C m;, dann gibt es einen natirlichen Isomorphismus Ry = Ry,.

Beweis. Betrachten wir zundchst den einfachen Fall, dass die n; einfach Teilmengen der
m; sind. Die Bedingung des Lemmas besagt, dass in diesem Fall unendlich viele m; unter
den n; sein miissen. In diesem Fall induziert die Projektion auf das Unterprodukt

HR/m, — HR/nj

einen natiirlichen Isomorphismus Rm = Rn.

Im allgemeinen Fall kénnen wir injektive Abbildungen «, 3,7 : N — N wihlen, so dass
m; D M) D Mgy) O Ny, und diese Abbildungen induzieren Abbildungen R/n.) —
R/mgy — R/n,y — R/m; und somit natiirliche Abbildungen wie folgt:

~ ~ A ~

Rn Rm Rn Rm
I I I I

limR/n) — lmR/m} — lmR/n, — LmR/m;

Da die unteren Isomorphismen oben schon behandelt wurden, sind wir fertig. O

Im néchsten Schritt untersuchen wir, unter welchen Bedingungen Vervollstandigungen
exakte Sequenzen erhalten. Im allgemeinen ist die Grenzwertbildung nicht rechts-exakt.

Lemma 9.2.4. Sei R ein noetherscher Ring und m ein Ideal von R. Sei0 — A — B —
C — 0 eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten R-Moduln. Dann ist auch

0 — limA/m’A — lim B/m’ B — lim C/m’C — 0
— — —

eine kurze exakte Sequenz. Die Vervollstindigung beziiglich der m-adischen Filtrierung
erhdlt also exakte Sequenzen von endlich erzeugten Moduln.
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Beweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten, weil jede exakte Sequenz
= A A, Ay —

als ,, Komposition“von kurzen exakten Sequenzen geschrieben werden kann:
0 — imy,3 — A, — imyp, — 0.

Um die erste Aussage zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass lim B/m/ B — lim C/m/C
ein Epimorphismus ist: Sei dazu (¢;+m’C) € lim C//m/C. Wir miissen zeigen, dass es ein
Element (b; +m’ B) € lim B/m B gibt, das auf ¢; +m/C abgebildet wird. Das bedeutet,
dass es eine Folge von Elementen b; € B gibt, so dass

(i) bj — ¢; mod m’C und
(ii) b; =¢; mod m’B fiir i < j (es reicht, dies fiir ¢ = j — 1 zu zeigen).

Dies beweisen wir induktiv: nachdem wir by, ...,b; so gewéhlt haben, dass sie (i) und
(ii) geniigen, nehmen wir uns ein beliebiges Element b}, das auf ¢;4; mod m/*'C
abgebildet wird. Sowohl b, ; als auch b; werden auf dasselbe Element c; abgebildet. Aber
da die Sequenz A/m’ A — B/m'B — C/mIC — 0 exakt ist (weil tensieren rechtsexakt
ist), gibt es ein Element A;y; € A mit aj41 — b; — b, mod m’. Das Element b;, :=
bj + 1" + aj;q erfillt beide Bedingungen. Es bleibt zu zeigen, dass

0 —limA/m’A — lim B/m/ B — lim C/m’C (9.2.2)

exakt ist. Dazu wire es schon, wenn wir lim A/m/A durch lim A/(A Nm/B) ersetzen
konnten, denn die Sequenz 9.2.2 wiirde dann zum Grenzwert der exakten Sequenz

0— liLnA/(Aﬂij) — LiLnB/ij — liilC/ij,

und es ist nicht schwer zu zeigen, dass dieser Grenzwert exakt ist (also dass der inverse
Limes von links-exakten Sequenzen links-exakt ist). Um diese Umformung machen zu
kénnen, miissen wir zeigen, dass die Filtrierung von A durch die Untermoduln A Nm’B
die gleiche Vervollstindigung ergibt wie die Filtrierung durch die Untermoduln m’A. Es
ist klar, dass ANm?B D m/ A. Und nach dem Artin-Rees-Lemma 7.1.2 gibt es ein k € N,
so dass ANM/B = mI*(ANm*B) C m/FA. Also ergeben nach Lemma 9.2.3 beide
Filtrierungen die gleiche Vervollstdndigung, also kénnen wir die gewiinschte Umformung
vornehmen. Und der Beweis, dass

0—limA/(ANm B — lim B/m’ B — lim C'/m’C
— — —

links-exakt ist, folgt direkt aus der Definition des inversen Limes: wenn (b1, bs,...) €
lim B/m/B gegen (0,0,...) € limC/m/C. konvergiert, dann konvergiert jedes b; gegen
0in C/mIC. Also ist b; € A/AN W B und (by, by, ...) € lim A/ANmI B, was zu zeigen
war. O
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Zum Schluss folgt nun eines der wichtigsten Resultate iiber Vervollstdndigungen, das
ausserordentlich niitzlich ist, wenn es um den Informationstransfer zwischen dem Ring
R und seiner Vervollstéandigung R geht.

Satz 9.2.5. Sei R ein noetherscher Ring und sei m ein Ideal von R. Sei R die Vervoll-
standigung von R beziiglich m. Dann gilt:

(i) Wenn M ein endlich erzeugter R-Modul ist, dann ist die natirliche Abbildung
R@p M — lim M/m/M =: M

ein Isomorphismus. Insbesondere, wenn S ein Ring ist, der endlich erzeugt als
R-Modul ist, ist R®pr S die Vervollstindigung von S beziiglich des Ideals mS.

(ii) R ist flach als R-Modul.

Beweis. (i) Wir beginnen zunéchst mit dem Fall M = R, bei dem die Aussage des
Satzes einfach die Definition von R ist. Per Definition kommutiert @ mit endlich-
diskreten Summen, also ist die Aussage wahr fiir endlich erzeugte freie Moduln.
Nun sei M ein beliebiger endlich erzeugter Modul und sei F' — G — M — 0 eine
freie Préasentierung von M. Da lim nach Lemma 9.2.4 exakte Sequenzen erhélt,
folgt, dass im folgenden Diagramm die obere Zeile rechts-exakt ist.

F — G — M — 0
1 1 1
RrF — R®rG — R®zrM — 0

Die untere Zeile ist rechts-exakt wegen der Rechts-Exaktheit des Tensor-Produkts,
und wie wir bereits gezeigt haben, sind die linken vertikalen Abbildungen Isomor-
phismen. Also muss auch die rechte vertikale Abbildung ein Isomorphismus sein.

(ii) Nach Satz 6.1 in [4] geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung
IorR—IRCR

ein Monomorphismus fiir endlich erzeugte Ideale ist. Nach Teil (i) miissen wir also
zeigen, dass die Abbildung I — R ein Monomorphismus ist. Dies folgt aber direkt

aus Lemma 9.2.4.
O
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10 Vervolilstandigungen und das
Henselsche Lemma Teil 2

Thomas Kloppel

10.1 Das Henselsche Lemma

Im vorigen Abschnitt dieses Kapitels haben wir Vervollstdndigungen definiert, grundle-
gende Eigenschaften herausgearbeitet und einige Anwendungen besprochen. In diesem
Abschnitt wird ein weiteres wichtiges Ergebnis fiir vollstdndige Ringe dargestellt, das
Henselsche Lemma, dessen Grundidee eng mit dem Newton-Verfahren verwandt ist.
Bevor wir diesen Satz beweisen konnen, benotigen wir noch ein weiteres Ergebnis, das Ei-
genschaften von Abbildungen zwischen dem Ring der formalen Potenzreihen R [[x1, . .., z,]]
und einer vollstéandigen R-Algebra S beschreibt.

Satz 10.1.1. Sei R ein Ring und sei S eine vollstandige R-Algebra beziiglich eines Ideals
n. Fir beliebig vorgegebene fi, ..., f, € n gilt:

(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter R-Algebra Homomorphismus
o: Rl[xy,...,z,)] = S,

der fiir alle v die Unbestimmte x; auf f; abbildet und konvergente Folgen erhdlt.
Die Abbildung ¢ bildet Potenzreihen g(x1,...,x,) auf g(fi,..., fn) € S ab.

(ii) Falls die induzierte Abbildung R — S/n ein Epimorphismus ist und die Elemente
fi,---, fn das Ideal n erzeugen, dann ist auch ¢ ein Epimorphismus.

(iii) Falls die induzierte Abbildung von assoziierten graduierten Ringen

gro: Rlwy, ..., w,] Zgrg, Rz, z0]] — gr,S

.....

ein Monomorphismus ist, so ist ¢ ein Monomorphismus.

Beweis. (i) Die eindeutig definierte Abbildung von R-Algebren R [z1,...,x,] — S/n’,
die z; auf die Klasse von f; abbildet, ist bereits durch die Abbildung iiber dem
faktorisierten Definitionsbereich

Rllxy, ..zl /(21 20) = Rl .. 2]/ (2, .. 2)t — S/
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vollstiandig beschrieben. Es wird also eine eindeutig bestimmte Abbildung R[[z1, ..., z,]] —
S/nt induziert, die x; auf die Klasse von f; abbildet. Da S als inverser Grenzwert

der S/n' angesehen werden kann, existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung

¢ : R[[z1,...,2,])] — S, die wie gewiinscht z; auf f; abbildet.

Das Bild von g + (z1,...,2,)" in S/n* ist g(f1,..., fn) + n' fiir jedes ¢, also ist

das Bild von ¢ in S durch g(f1,..., fa.) gegeben, da S ist vollstéindig beziiglich des

Ideals n ist.

(ii) Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt direkt, dass die Abbildung
(z1,...,20)/(21,...,2,)% — n/n®
surjektiv ist und somit die Abbildung

-----

ebenfalls. Betrachte nun ein beliebiges Element g € S, g # 0. Dann gibt es, da S
vollstindig ist und somit (\n/ = 0, eine groBte Zahl ¢ mit g € n’. Da die Abbildung

gro surjektiv ist, kénnen wir ein g; € (z1,...,z,)" wihlen, dessen Initialform auf
die Initialform von g abgebildet wird. Daraus folgt, dass g — ¢(g;) € n‘T.
Iteriert man diesen Prozess, so erhilt man eine Folge von Elementen g; € (a1, ..., x,)7 1

so dass ¢ = > 7, ¢(g;). Die Abbildung ¢ erhilt unendliche Summen, was auf
9= ¢(>_;2, g) fiihrt, d. h. ¢ ist surjektiv.

(iii) Falls 0 # g € R[[z1,...,x,]], dann ist in(g) nicht das Nullmonom. Sei d der Grad
dieses Monoms. Nach Voraussetzung gilt damit

gre(in(g)) # 0
in dem Summand des graduierten Rings gr,S mit Grad d. Andererseits gilt

g=in(g) mod (x1,...,2,)""",

also gilt auch die Aquivalenz ¢(g) = gro(in(g)) mod n®! und daher (g) # 0.
O

Bevor wir zum Henselschen Lemma kommen, wollen wir noch eine Folgerung dieses Er-
gebnisses fiir Endomorphismen im Ring der formalen Potenzreihen in einer Unbekannten
zeigen.

Folgerung 10.1.2. Sei f € xR[[x]] eine formale Potenzreihe. Falls ¢ der Endomorphis-
mus ist, der auf R die Identitdt darstellt und x auf f abbildet, also

v Rlle]] = Rll]; =~ f,

dann ist @ isomorph genau dann, wenn f'(0) eine Einheit in R ist. Dabei ist die Ableitung
von [ ausgewertet in der 0 durch die Beziehung f(x) = f'(0)z+(Terme hhere Ordnung)
erkldrt.
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Beweis. Sei zunichst ¢ ein Isomorphismus. Die Elemente aus R|[[z]]\(x) besitzen einen
nichtverschwindenden konstanten Term. Nach Konstruktion von ¢ erhélt diese Abbil-
dung diese Teilmenge und, da es sich um einen Isomorphismus handelt, folgt ¢((z)) =
(x). Insbesondere ist das Bild ¢(z) = f des Erzeugenden x von (z) ebenfalls ein erzeu-
gendes Element von (x). Daraus kénnen wir schlieBen, dass f + (z?) die Menge (z)/(2?)
erzeugt. Aus f = f/(0)z mod (2?) folgt dann, dass f’(0) eine Einheit in R ist.

Fiir die Umkehrung nehmen wir nun an, dass f’(0) = u eine Einheit von R ist. Wir
wissen, dass gr, R[[r]] = R[z] und dass

gro : Rx] — Rlz]; x— ux

ein Isomorphismus ist. Nach Satz 10.1.1 ist somit ¢ injektiv. Um die Surjektivitat einzu-
sehen schreiben wir f = ux + ha? = (u+ hx)z fiir ein h € R[[z]]. Da u+ hz eine Einheit
in R[[z]] ist, sehen wir, dass f das Ideal (z) erzeugt. Nun wenden wir wieder 10.1.1 an
und erhalten die Surjektivitdt von . Damit ist ¢ ein Isomorphismus. ]

Nun haben wir alle Werkzeuge bereitgestellt um das Henselsche Lemma zu beweisen.

Satz 10.1.3. Das Henselsche Lemma
Sei R ein Ring, der vollstindig ist beziiglich eines Ideals m, und sei f(x) € R[x] ein
Polynom. Fulls a eine ndherungsweise Wurzel von f im Sinne von

f(@)=0 mod f'(a)*m
darstellt, dann existiert eine Wurzel b von f in der Ndhe von a, das heifst
fb)y=0 und  b=a mod f'(a)m.
Dariber hinaus ist b eindeutig bestimmdt, falls f'(a) kein Nullteiler von R ist.
Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir f'(a) = e. Wir konnen h(x) derart wihlen, dass
fla+ex) = fla)+ f'(a)ex + h(z)(ex)* = f(a) + e*(x + 2*h(x)).

Nach Satz 10.1.1 existiert ein Ringhomomorphismus ¢ : R[[z]] — R[[z]], der auf R die
Identitiit ist und z auf x + z2h(z) abbildet. Nach Folgerung 10.1.2 ist ¢ ein Isomorphis-
mus. Wenden wir nun ¢! auf die obige Gleichung an, so erhalten wir

fla+ep™(x)) = f(a) + €’z

Nach Voraussetzung konnen wir f(a) = e?c fiir ein ¢ € m schreiben. Nach Satz 10.1.1
existiert ein Algebrahomomorphismus v, der wiederum die Identitdt auf R ist und x auf
—c abbildet. Wenden wir es nun diese Gleichung an, ergibt sich

fla+epp™'(x)) = 0.

Damit ist b = a + el (x) das gewiinschte Element.
Nun nehmen wir an, dass e kein Nullteiler ist und zeigen die Eindeutigkeit des Elementes
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b. Dazu nehmen wir an, dass b und b; zwei Wurzeln von f sind, die sich beide von a nur
um Elemente von em unterscheiden, also b = a+er und b; = a4+ ery mit r,r; € m. Nach
Satz 10.1.1 existieren Homomorphismen von Ringen 3, 8y : R[[z]] — R[[z]], die jeweils
auf R die Identitét sind und B(x) = r bzw. §i(z) = r. Wenden wir nun die beiden
Abbildungen auf die obigen Gleichungen an:

0 = fla+er)= f(a)+e*(r+r*h(r)),
0 = flater) = f(a)+ e r +r3hir).

Subtrahieren wir diese beiden Gleichungen und beachten, dass e kein Nullteiler ist, so
erhalten wir r +r2h(r) = ry +r2h(ry), was dquivalent ist zu Bp(z) = B1¢(z). Aus der in
Satz 10.1.1 gezeigten Eindeutigkeit einer solchen Abbildung kénnen wir nun Sy = (¢
schliefen. Da aber ¢ ein Isomorphismus ist, heifit das § = (; und damit r = r{. Damit
ist die Eindeutigkeit des Elementes b gezeigt. O

Wir wollen an dieser Stelle direkt anhand eines kleinen Beispieles zeigen, dass manche
Fragestellungen mithilfe des Henselschen Lemmas stark vereinfacht werden kénnen.

Beispiel 10.1.4. Wir betrachten dazu die in Abschnitt 7.1 eingefithrten p-adischen
ganzen Zahlen Z(p). Das Henselsche Lemma gibt uns ein vollstédndiges und einfach zu
iiberpriifendes Kriterium, ob ein Element ¢ eine Quadratwurzel besitzt.

Wir kénnen ¢ € Z(p) eindeutig als ¢ = p”b fiir ein n € N und fiir ein nicht durch p
teilbares Element b schreiben. Damit ist ¢ genau dann eine Quadratzahl, wenn n gerade
ist und b eine Quadratzahl ist. Wir miissen also entscheiden, ob b ein Quadrat ist. Falls
b = @2, dann ist auch das Bild b von b im Koérper Z(p) / pZ(p) = 7Z/(p) das Quadrat des
Bildes @ von a.

Fiir die Umkehrung betrachten wir nun das Polynom f(z) = 2? — b € Z(p) [z]. Die
Ableitung ist durch f’(z) = 2x gegeben. Ist nun b eine Quadratzahl mod p, sprich
b =a? mod p, dann hat also f(x) das Element a als Wurzel. Wir betrachten nun zwei
Falle:

o pF£2
f'(a) = 2a # 0 im Korper Z/pZ. Somit kénnen wir das Henselsche Lemma anwen-
den und schlieffen, dass b eine p-adische Quadratwurzel besitzt.

o p=2

Nehmen wir an, dass b =1 mod 8. Dann kénnen wir ¢ = 1 wahlen und erhalten
f'(@) =2und f(a) =1—b=0 mod (2?p = 8). Daher kénnen wir auch hier das
Henselsche Lemma anwenden und erkennen, dass b in diesem Fall eine 2-adische
Quadratwurzel besitzt. Die Bedingung b = 1 mod 8 ist keine echte Einschrankung,
denn, falls b eine Quadratwurzel besitzt, dann gilt b = (1 + 2a)? = 1 + 4(a + a?),
da b ungerade ist. Das Element a + a? ist aber immer durch 2 teilbar und somit
gilt die geforderte Aquivalenz fiir b.

In beiden Féllen sehen wir, dass eine leicht zu iiberpriifende Bedingung, tatséchlich
ausreicht zu entscheiden, ob b eine Quadratwurzel beitzt.
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Bemerkung 10.1.5. Ein Ring muss nicht unbedingt vollsténdig sein um das Henselsche
Lemma zu erfiillen. Zum Beispiel kann man zeigen, dass Ringe von konvergenten Potenz-
reihen iiber R oder C ebenfalls diese Eigenschaft haben. Daher definiert man einen Ring
R mit maximalem Ideal m als henselsch, wenn er das Henselsche Lemma erfiillt. Zu
jedem beliebigen Ring R mit maximalem Ideal m existiert ein Ring S, der R enthélt und
henselsch ist beziiglich mS. S wird dann Henselisierung von R beziiglich m.

Bevor wir in den néchsten beiden Abschnitten tieferliegende Anwendungen des Hen-
selschen Lemmas vorstellen werden, wollen wir hier einen Spezialfall des Satz iiber die
impliziten Funktion als direkte Folgerung zeigen.

Folgerung 10.1.6. Sei f(t,z) ein Polynom in zwei Unbestimmten tber einem Kérper k
und sei x = a ein einfache Nullstelle von f(0,x). Dann existiert eine eindeutig bestimmte
Potenzreihe x(t) mit x(0) = a und f(t,z(t)) = 0.

Beweis. Wende Satz 10.1.3 mit R = k[[t]] und m = (¢) an. Dann ist f € R[z]. Da a eine
einfache Nullstelle des Polynoms ist, gilt f’(a) Z 0 mod m und somit f’(a) # 0. Aus
f(a) =0 mod f'(a)*>m folgt dann mit Hilfe des Henselschen Lemmas die Existenz von
x(t). O

10.2 Heben von idempotenten Elementen

Definition 10.2.1. Sei A eine (nicht notwendigerweise kommutative) Algebra tiber ei-
nem kommutativen Ring R und seien eq,...,e, € A. Die ¢; heiflen idempotent, falls

e? = e;. Man bezeichnet die e; als orthogonale idempotente Elemente, falls zusitz-

lich e;e; = eje; = 0 fiir ¢ # j gilt. Die Elemente 0 und 1 heiflen triviale Idempotente.
Eine Menge {ei,...,e,} von orthogonaler idempotenter Elemente heifit vollsténdig,
falls Y e; = 1. Jede nichtvollsténdige Menge {ey,...,e,} orthogonaler idempotenter

Elemente kann durch Hinzufiigen des Elementes f := 1 — )" e; vervollstandigt werden.

Beispiel 10.2.2. Sei M ein R-Modul, dass sich als direkte Summe von Untermodulen
M = @} | M; schreiben lésst. Sei A = Homp (M, M) die Endomorphismenalgebra von
M. Definiere e; € A als Projektion von M auf das Submodul M; mit Kern @i# M;.
Dann bilden die e; ein vollstdndige Menge von orthogonalen Idempotenten von A.

Wir wollen nun die Umkehrung untersuchen. Sei dafiir {ei,...,e,} eine vollstéindige
Menge orthogonaler idempotenter Elemente von A. Fiir ein beliebiges m € M gilt
m = 1m = ). e;(m), d.h. die Mengen e;(M) erzeugen zusammen M. Sei nun m €
ei(M) N 3_.;e;(M). Wir kénnen m schreiben als m = ¢;(n) fiir ein n € M und sehen
sofort, dass e;(m) = eje;(n) = 0 fiir i # j. Andererseits gilt aber m = . e;(n}) fiir
bestimmte n; € M, was auf >, e;(m) = D¢, ¢(n)) = >, e5(nf) = m,
also m = 0, fithrt. Daher gilt M = @ e;(M).

Also existiert eine bijektive Beziehung zwischen vollstdndigen Mengen orthogonaler idem-
potenter Elemente der Endomorphismenalgebra von M und Zerlegungen von M in di-
rekte Summen.
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Folgerung 10.2.3. Sei R ein (kommutativer) lokaler, noetherscher Ring, der vollstin-
dig ist beziiglich eines Ideals m. Falls A eine (nicht notwendigerweise) kommutative
R-Algebra ist, die endlich erzeugt als R-Modul ist, dann kann jede Menge orthogonaler
idempotenter Elemente von A/mA zu einer Menge von Idempotenten von A gehoben
werden. Falls A kommutativ ist, so erhalten wir eine eindeutige Hebung.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit dem zentralen Fall: Sei dazu € € R/m eine Idem-
potente und sei e € R ein Urbild. Definiere f(z) als das Polynom z? — x € R[z]. Damit
sind die Idempotenten in R genau die Wurzeln von f. Die Ableitung f’(e) = 2e — 1 ist
eine Einheit in R, da die Eqivalenzen (2¢ — 1)? = 4€? —4e+ 1 =1 mod m und somit
f'(e)m = m gelten. Also ist f(e) =0 mod m und das Henselsche Lemma garantiert uns
die Existenz einer eindeutig bestimmten Wurzel e; von f(z) in R, die Urbild von é ist.
Um die Folgerung zu beweisen nehmen wir an, dass {éi, ..., é,} eine Menge orthogonaler
idempotenter Elemente von A/mA darstellt. Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber
n und Anwendung des zentralen Falls.

Nehmen wir zunéchst an, A sei kommutativ. Nach Satz 7.2.5 ist die Algebra A selbst
vollstandig beziiglich mA. Daher kénnen wir auch annehmen, dass ohne Einschrinkung
A = R ist. Nach dem zentralen Fall existiert fiir jedes ¢ eine eindeutig bestimmte Idem-
potente e; € R, die e; hebt. Es bleibt zu zeigen, dass die so entstandenen Elemente
orthogonal sind. Falls ¢ # j, dann €;e; = 0, also e;e; € m. Allerdings gilt fiir jede positi-
ve ganze Zahl d, dass e;e; = efed = (e;e;)? € m?. Damit ist e;e; € Ngm? = 0. Damit ist
die Orthogonalitéit gezeigt.

Abschlieflend zeigen wir nun die Behauptung fiir den Fall, dass A nicht kommutativ ist.
Im Fall n = 1, sei e ein beliebiges Elemente von A, das auf ; abgebildet wird. Ersetzen
wir nun A durch die R-Unteralgebra, die von e erzeugt wird. Diese Unteralgebra ist
wiederum kommutativ und die Behauptung folgt direkt aus den obigen Ergebnissen.
Sei also n > 1 und das Ergebnis fiir Mengen mit £k < n—1 Elementen gezeigt. Das heifit,
wir finden eine Menge von orthogonalen Idempotenten ey, ..., e,_1, welche den Elemente
€1,...,€n_1 entsprechen. Sei €’ ein beliebiges Element in A mit Bild €, in A/mA. Defi-
nieren wir f :=1— Z?;ll e;, so sieht man sofort, dass fe; = e¢;f = 0 fiir alle i <n — 1.
Weiters, falls f das Bild von f in A/mA ist, dann gilt auBerdem f é, = €, f = &,. SchlieB-
lich definieren wir e := fe’f. Dieses neue Element ist dquivalent zu €, mod m und erfiillt
die Bedingung e; e = ee; = 0 fiir ¢ <n — 1. An dieser Stelle gehen wir wie beim Induk-
tionsanfang vor und ersetzen A durch die Unteralgebra, die von eq,...,e,_1, e erzeugt
wird. Damit haben wir auch diesen Fall auf den kommutativen Fall zuriickgefithrt. [J

In der néchsten Folgerung wollen wir einen Zusammenhang zwischen Algebren iiber
vollstdndigen Ringen und den Lokalisierungen untersuchen. Es handelt sich um eine
Erweiterung von Folgerung 2.16.

Folgerung 10.2.4. Sei R ein vollstindiger, lokaler, noetherscher Ring. Falls A eine
kommutative R-Algebra ist, die endlich erzeugt ist als R-Modul, dann besitzt A nur
endlich viele mazimale Ideale m;. Jede Lokalisierung Am, ist ein vollstindiger, lokaler
Ring, der endlich erzeugt ist iiber R. Auflerdem entspricht A der direkten Summe tiber
ihren Lokalisierungen: A = [, Am,.
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Beweis. Sei m ein maximales Ideal von R. Die Voraussetzungen implizieren, dass A/mA
ein endlich erzeugter Modul iiber dem Korper R/m ist. Nach Satz 2.14 und 2.16 lisst
sich A/mA als Produkt Ay x ... x A, von lokalen Ringen A; schreiben. Ist nun ¢; die
Einheit der Unteralgebra A;, so bilden diese Elemente eine Menge von orthogonalen
Idempotenten in A/mA. Aufgrund der vorangegangenen Folgerung 10.2.3 lassen sich
diese zu einer Menge von Idempotenten {ej,...,e,} von A heben. Wir definieren nun
die Mengen A; = e;A und erhalten die Zerlegung A = A; X ... x A,. Jede dieser Mengen
A; ist endlich iiber R, da sie ein direkter Summand des R-Moduls A ist.

Falls n; ein maximales Ideal von A; ist, dann gilt nach Folgerung 4.17, dass auch n; " R
ein maximales Ideal ist und somit n; N R = m. Daraus konnen wir schlielen, dass jedes
maximale Ideal von A; die Menge mA; enthélt. Da A;/mA; ein lokaler Ringe ist, ist
auch A; lokal und n; ist sein eindeutig bestimmtes maximales Ideal. Das Urbild m; von
n; unter der Projektion A = [[ A; — A; muss ein maximales Ideal von A sein. Mit den
gleichen Argumenten wie zuvor sieht man, dass jedes maximale Ideal von A das Ideal m
enthalten muss, also entsprechen sie maximalen Idealen von A/mA und sind alle unter
den m;,.

In der Lokalisierung A,, wird jede Idempotente e; eine Einheit. Da auflerdem e;e; = 0
fiir i # j, erhalten wir Ay, = (A;),, = A, womit die Folgerung gezeigt ist. [

10.3 Struktursatz von Cohen

In diesem Abschnitt wollen wir ein Ergebnis zeigen, das etwas iiber die Struktur von
lokalen, vollsténdigen, noetherschen Ringen aussagt.

Definition 10.3.1. Sei R ein lokaler Ring und m das maximale Ideal. Dann heifit ein
Koérper K C R Koeffizientenkorper, falls K isomorph zum Restklassenkérper R/m
ist.

Falls £ C K Korper sind, so wird eine bestimmte Teilmenge des Korpers K differen-
tielle Basis fiir K iiber k genannt. Wir wollen hier keine Definition angeben, sondern
beschréanken uns auf eine Charakterisierung des fiir uns relevanten Falls.

Tatsache 10.3.2. Sei K eine separabel erzeugte Korpererweiterung iber k mit char(k) =
0, so ist die differentielle Basis eine transzendente Basis.

Definition 10.3.3. Seien L; und Ly Teilkorper eines Korpers L, dann schreiben wir
Ly * Ly fiir die Komposition von L; und Ly also den Korper, der von L; und Ly erzeugt
wird.

Definition 10.3.4. Seien £ C K Korper der Charakteristik p, dann heifit eine Menge
von Elementen {z)},., C K eine p-Basis von K iiber k, falls die Menge W von Mo-
nomen in x) vom Grad < p in jedem der x, eine Basis des Vektorraums K iiber k x KP
ist.

Tatsache 10.3.5. Sei K eine separabel erzeugte Korpererweiterung tiber k mit char(k) =
p, so ist die differentielle Basis eine p-Basis.
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Satz 10.3.6. Seien k C K Koérper von Charakteristik p, B ein p-Basis von K tber k
und sei ¢ = p" fir ein n € N. Sei W, die Menge von Monomen in Elementen von B
vom Grad < q in jedem Element von B. Dann gilt:

(i) K =k« K9B]. Das bedeutet W, spannt K als Vektorraum iber k « K9B| auf.

(i) Falls K separabel dber k ist, dann bildet W, eine Basis des Vektorraums K tber
kx K1 B|.

(iii) Falls K separabel tiber k ist, dann sind die Elemente von B algebraisch unabhdingig

diber ki x KP™ 1= _ 0k x K9.
Beweis. Siehe [1], Anhang 1 O

Satz 10.3.7. Sei R ein vollstindiger, lokaler, noetherscher Ring mit maximalen Ideal
m und Restklassenkérper K. R enthalte einen Korper k und K sei separabel tiber k. Sei
B eine differenticelle Basis der Kdrpererweiterung K/k. Dann lisst sich jeder Koeffizi-
entenkirper K C R, der k enthdlt, eindeutig einer Menge B C R von Reprisentaten
von B zuordnen. Dabei wird jedem K die Menge B wvon Reprisentanten von B zugeord-
net, die K enthdlt. Falls k perfekt ist von Charakteristik p > 0, dann enthdlt k jeden
Koeffizientenkorper von R.

Beweis. Sei R zunichst ein lokaler Ring, der einen Korper &k enthélt und sei K der Rest-
klssenkorper von R. Falls B eine Teilmenge von K ist, die algebraisch unabhéngig ist
iiber k und B eine Menge von Reprisentanten von B, dann besitzt jedes nichttriviale
Polynom in Elementen aus B mit Koeffizienten in k ein Bild ungleich der Null in K und
ist somit invertierbar in R. Somit enthilt R den Kérper k(B) der rationalen Funktionen
in Elementen aus B. Dieser Korper ist isomorph zu k(B).

Nehmen wir nun an, dass K separabel iiber k ist und dass B eine differentielle Basis
fir K/k darstellt. In Charakteristik 0 ist diese Annahme &dquivalent dazu, dass B eine
transzendentale Basis fiir K /k bildet. In Charakteristik p > 0 zeigt uns Satz ??, dass B
algebraisch unabhingig iiber k * K?* ist. In beiden Féllen ist k(B) enthalten in R, falls
B C R eine Mengen von Reprisentanten von B ist. Unter der zusitzlichen Annahmen,
dass R vollstdndig und noethersch ist, werden wir zeigen, dass ein eindeutig bestimmter
Koeffizientenkorper K von R existiert, der k(B) enthiilt.

Betrachten wir zuerst den Fall, in dem char(k) = 0 gilt oder allgemeiner, dass K separa-
bel algebraisch tiber k(B) ist. Nach Zorns Lemma konnen wir einen Teilkorper K/ C K
wéhlen, der k(B) enthélt und maximal ist unter den Teilkérpern von K, die k(B) enthal-
ten und dariiber hinaus eindeutig gehoben werden kénnen zu einem Teilkérper von R |
der k(B) enthilt. Sei K’ die Hebung von K’ in R. Wir miissen K = K’ zeigen. Sei a € K
und sei f(¢) das monische, irreduzible Polynom mit Koeffizienten in K’ mit f(a) = 0.
Wir wenden nun die Inverse des Isomorphismus’ K’ — K’ an und kénnen so f heben
zu einem monischen Polynom f mit Koeffizienten in R. Da K separabel iiber K ist,
sind die Wurzeln von f unterscheidbar, also gilt f'(a) # 0 in K. Nach dem Henselschen
Lemma existiert eine eindeutig bestimmte Wurzel a € R von f mit Bild a in K. Der
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Korper K’ (@) ist daher der eindeutig bestimmte Korper, der K’(a) hebt und K’ eint-
hilt. Zusammen mit der Eindeutigkeit von K”, erhalten wir, dass K’(a) tatsichlich der
eindeutig bestimmte Kérper ist, der K’(a) hebt und k(B) enthilt. Da aber K’ maximal
war, muss auch schon a € K’ gegolten haben. Damit ist in diesem Fall die gewiinschte
Identitit K’ = K gezeigt.

Nehmen wir den allgemeinen Fall an, in dem char(k) = p > 0 gilt. Es ist zu zeigen, dass

K = ﬂ k % RI[B]
q=p",n=1

der eindeutig betimmte Koeffizientenkérper von R ist, der & und B enthilt. Hierbei
bezeichne R? den Ring von g¢-ten Potenzen von Elementen von R und k % RY[B] den
kleinsten Teilring von R, der k, R? und B enthélt. Falls & ein perfekter Korper enthalten
in R ist, dann gilt &' = 7 C R fiir jedes ¢ = p™, so dass k&’ C K. Das beweist auch die
letzte Aussage des Satzes.
Zuerst wollen wir zeigen, dass jeder Koeffizientenkérper K’ C R in K enthalten sein
muss, wenn er & und B enthilt. Da K’ 2 K durch den Isomorphismus zwischen B und
B gilt, ist die Menge B eine p-Basis von K iiber k. Hier wenden wir Satz 10.3.6 an und
erhalten K" =k« K'[B] C k x RQ[B] fiir jedes ¢ = p", wie gewiinscht.
Nun definieren wir einen Homomorphismus ¢ : K — R. Fiir a € K und fiir jedes ¢ = p",
sei a, ein Représentant von a in k * R?[B]. Dieser Repriisentation muss existieren, denn
nach Satz 10.3.6 gilt k * K9[B] = K. Sei nun a; ein weiterer, solcher Reprisentant von
a. Wir behaupten, dass a, — a; € m?, wobei m ein maximales Ideal von R ist. Ist das
gezeigt, kénnen wir schliefen, dass die Folge a1, ap, a2, ... in R gegen einen Grenzwert
a € R konvergiert unabhéngig von der Wahl der Représentanten a,. Wir definieren dann
¢(a) = a. Falls r € K mit Bild a € K, dann kénnen wir a, = r wihlen fiir alle ¢. Dadurch
erhalten wir ¢(a) = 7 und somit K C ¢(K). Trivialerweise ist das Bild von ¢(a) in K
gerade a. Die Unabhéngigkeit der Wahl der Repréisentanten zeigt ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
und gleiches gilt fiir die Multiplikation. Damit ist gezeigt, dass ¢ ein Homomorphismus
ist und p(K) ein Koeffizientenkorper ist, der K enthélt. Der vorangegangene Absatz
zeigt o(K) = K.
Es bleibt zu zeigen, dass in der Tat a, — a; € m? gilt. Nach Definition sind a, und a
Polynome in den Elementen von B mit Koeffizienten in k % R?. Jede g-te Potenz eines
Elementes aus B kann mit den Koeffizienten verrechnet werden und wir kénnen

a, = Z UyyTd W, a, Z ul, 79w
weWw weWw

schreiben mit w,,ul, € k, ry, 7, € R und wobei W die Menge der Monome von be-
stimmten by, ...,b, € B vom Grad < ¢ in jedem b; ist. Da a4 — a;, € m und da W eine
Basis fiir den k x K%-Vektorraum k % K9[by, ..., bs| bildet, folgt w,r?d — u, r'? € m fiir
jedes w € W.
Seien nun 7, und 7, die Bilder von 7, und 7}, in K. Wir kénnen annehmen, dass
a,, # 0 # 7. Da u,/ul, = (7],/Fw)? € k und K keine nichttrivialen, rein inseparablen
Erweiterungen von k enthélt, gilt (7,/7,) = v € k. Daher gilt

(1/ul)) (urd — ul r'4) = vird —rl? = (vr, —7r!)? € m.
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10 Vervollstandigungen und das Henselsche Lemma Teil 2

Da m ein Primideal ist, schlieflen wir (vr,, — 7/,) € m und daher (vr, — )9 € m
Multiplizieren wir den Ausdruck mit u!,, so erhalten wir wu,rd — u! r/? € mi. Daraus

w? w

schlieen wir a, — a; € m?, wie gewiinscht. O

Satz 10.3.8. Struktursatz von Cohen
Sei R ein vollstindiger, lokaler, noetherscher Ring mit mazimalem Ideal m und Rest-
klassenkorper K. Falls R einen Korper enthdlt, dann gilt

R=K[zy...,x,)]/1
fiir ein n € N und fiir ein Ideal I.

Beweis. Nach 10.3.7 existiert ein Koeffizientenkérper K/ C R. Sei aq, . .., a, eine Menge
von Erzeugern des maximalen Ideals von R. Da R vollstindig ist, existiert nach Satz
10.1.1 (i) eine Abbildung ¢ : K'[[x1,...,z,]] — R, die x; auf a; abbildet. Satz 10.1.1
(ii) besagt, dass diese Abbildung surjektiv ist. Mit K’ = K und I = ker ¢ gilt also
R = K[zy,...,z,]]/1. O

Satz 10.3.9. Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, der entweder die Loka-
lisierung eines endlich erzeugten Rings iber einem Kdrper oder der Ring Z ist. Dann
besitzt die Vervollstindigung Ry keine nilpotenten Elemente.
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11 Grobnerbasen

Rebecca Kiesl, Katja Méser, Markus Schupp

11.1 Monome und Terme

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einem Polynomring S = Kz, %, ..., Ty]
iiber einem Korper K, den Idealen des Rings und den endlich erzeugten Moduln iiber
diesem Ring. Grobnerbasen werden dazu benutzt Fragestellungen iiber Polynome auf
Probleme in Monomen zuriickzufiithren. In diesem Abschnitt werden wir deshalb einige
elementare Definitionen und anschlieBend auch einige Beispiele betrachten, die zeigen,
dass Fragestellungen fiir Monome einfacher sind als fiir beliebige Polynome.

Im Folgenden sei S = K|z, ..., x| immer ein Polynomring mit n Variablen tiber einem
Korper K. Weiter seien alle vorkommenden freien Modulen endlich erzeugt.

Definition 11.1.1. Ein von Monomen erzeugtes Ideal von S wird, wird als Monomideal
bezeichnet.

Wir schreiben Monome als Multiindizes. D.h. wenn o = (ay,...,ax) wird mit z® das
Monom 7" - - - 2% bezeichnet.

Definition 11.1.2. Sei F ein freier Modul tiber einem Polynomring S mit Basis {ey, ..., e,}.
Ein Element der Form m = x%e; wird als Monom in F' bezeichnet.

Ein Monomuntermodul von F'ist ein Untermodul, der von Monomen in F' erzeugt wird.
Jeder Monomuntermodul lésst sich folgendermafien schreiben:

M = @Ij@j C @S@j = F

wobei I; das Ideal bezeichnet, das von den Monomen m € S erzeugt wird, fiir die gilt,
me; € M
Ein Term t in F ist ein Monom me;, das mit einem Skalar &k € K multipliziert wurde:
t = kme;

Betrachtet man F' als K-Vektorraum, sieht man, dass die Monome eine Vektorraum-
basis von F' bilden. Jedes Element f € F' lésst sich also eindeutig als endliche Summe
von Termen (ungleich 0) in F' schreiben.

Definition 11.1.3. Sei f € F. Und sei

n i
f = Z Z k:ijmijej

j=1 i=1
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11 Grobnerbasen

eine Zerlegung von f wie oben beschrieben. Dann werden die Elemente k;;m;;e; als
Terme von f bezeichnet.

Definition 11.1.4. Seien m,n € S Monome und seien u,v € K,v # 0. Ein Term ume;
heifit teilbar durch den Term wvne;, wenn ¢ = j und m in S durch n teilbar ist. Der
Quotient ist dann definiert als “™ € S.

Fiir Monome sind viele Operationen deutlich einfacher als fiir beliebige Polynome. Man
kann z.B. sehr einfach den grifiten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame
Vielfache bestimmen:

99T (z°, $’G> _ xgnin(ahﬂﬂxg%m(az,ﬁﬂ . -x;m"(a”’ﬁ”),
kgV (2%, x ) xmam(alﬂl)x;’iaz(amﬁz) .. ‘l'nmax(a"’ﬁ").

Diese Operationen kann man analog fiir die Monome in einem freien Modul F' definieren.

Bemerkung 11.1.5. Sei M C F ein Untermodul, der von den Monomen mq, ..., m;
erzeugt wird und sei m € F ein Monom. Es ist m € M genau dann, wenn m durch
eines der m; teilbar ist. Allgemeiner: Sei f € F ein beliebiges Element aus F'. Dann gilt
f € M genau dann, wenn jedes Monom von f in M enthalten ist.

Wir betrachten nun die Erzeugermenge eines Monomuntermoduls {m, ..., m,}. Ist
eines der Monome m,; durch ein anderes Monom teilbar, so erzeugen die Elemente
ma,...,Mj_1,Mit1,..., M, auch den Untermodul. Man kann also ein Element aus der

Erzeugermenge entfernen, wenn es durch ein weiteres teilbar ist. Auf diese Weise erhélt
man eine minimale Erzeugermenge von M. In ihr sind genau die Monome aus M, die
beziiglich der Partialordnung, die durch die Teilbarkeit von Monomen in F' induziert
wird, minimal sind.

Definition 11.1.6. Die Elemente des oben beschriebenen minimalen Erzeugendensy-
stems eines Monomuntermoduls M werden als minimale Erzeuger von M bezeichnet.

Wir werden nun die Syzygien eines Monomuntermoduls von einem freien Modul be-
stimmen. Dies wird deutlich einfacher sein, als im allgemeinen Fall. Wir beginnen mit
einer kurzen Einfithrung {iber Syzygien:

Im Gegensatz zu Vektorrdumen iiber Korpern, kann es bei Moduln iiber Ringen nicht-
triviale Relationen von Erzeugern geben. Diese werden auch Syzygien genannt.

Definition 11.1.7 (Syzygie). Sei R ein Ring und sei M ein R Modul. Sei weiter-

hin my,...,m, € M eine Menge von Erzeugern von M. Wenn Z a;m; = 0, dann ist
=1

(ay,...a,) € R" eine Syzygie. Die Menge der Syzygien (in Abhanglgkelt einer Menge
von Erzeugern) bildet einen Untermodul von R".
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11 Grobnerbasen

Satz 11.1.8. Sei F' ein freier Modul iber einem Polynomring S mit Basis und sei M
ein Monomuntermodul, der von myq, ..., m; erzeugt wird. Sei

¢
@ : @Sej — F,  so dass ¢(g;) = m;

J=1

ein Homomorphismus von einem freien Modul in F', mit im(p) = M. Fir jedes Paar von
Indizes 1, j, fir die m; und m; die gleichen Basiselemente von I enthalten, definieren
wir

99T (m;, m;)
O"ij = mjiai — mijej.

mij

Dann wird kery von den o;; erzeugt.

Die Syzygien von M sind hier genau der kery. D.h. wir haben mit diesem Satz schon
unser Erzeugendensystem fiir die Syzygien gefunden. Nun zum Beweis.

Beweis. Die Elemente o;;liegen im Kern vony, denn

mjmi — mimj

—0.
99T (m;, m;)

p(oij) = myip(ei) — mip(e;) =
Wir miissen also nur zeigen, dass kery von diesen Elementen erzeugt wird. Wir betrach-
ten nun keryp als Vektorraum iiber K. Dann lasst sich kery als direkte Summe folgender
Vektorrdume schreiben, wobei n alle Monome aus F' durchlauft:

t

(kery), = {Z a,nyey € kerp|m, teilt n,n, = % und a, € K} fiirn € F.
m

v

v=1

Sei nun o = Ztlpiei e St p; € S eine Syzygie.
iz
Das bedeutet Zt: pim; = 0. Wir zerlegen nun das Element p; weiter: Falls p;m; durch ein
Monom n € FZ :tleilbar ist, setzen wir p; ,, so, dass p;,m; = a;,n fiir ein a;, € K. Dann
konnen wir unsere Summe umschreiben: 0 = zt: pim; = zt: PinMi = >N Xt: DinMi.
i=1 i=1ner neF  i=1
Hieraus folgt aber, dass fiir jedes einzelne n € F' gilt, dass ipi,nmi = 0. Also gilt
i=1

¢
> pingi € (kery)n,.
i=1

t
Wir kénnen uns also auf den Fall eines Monoms n € F und 0 = > a,n.e, € (kery),

1
beschranken. Wir zeigen nun, dass o von den o;; erzeugt wird, indem wir Induktion
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11 Grobnerbasen

iiber die Anzahl der Terme in ¢ durchfiithren. Das bedeutet, dass wir durch geschicktes
subtrahieren von Elementen der o;; eine Relation mit weniger Termen erhalten:

Sei 0 # 0 Da o eine Syzygie ist, miissen dann mindestens zwei Terme a;n; und a;n; # 0
von o existieren. Somit gilt, dass n durch m; und m; teilbar ist. Dann folgt direkt, dass
n; = - durch folgenden Ausdruck teilbar ist:

kgV (mi,m;) m;

m 99T (mg,my)

Betrachten wir nun o — a;--0;;, so erhalten wir eine Relation mit weniger Elementen.
J
Durch Induktion folgt dann, dass o von den o;; erzeugt wird. Il

11.2 Termordnungen

Sei J C S ein Monomideal. Dann bildet die Menge B aller Monome, die nicht in J
enthalten sind, eine Basis des K-Vektorraums S/.J.

Ein dhnliches Resultat wiirden wir auch gerne fiir ein beliebiges Ideal I von S und S/I
erhalten. Da alle Monome in S eine Vektorraumbasis von S bilden, spannen ihre Bilder
S/I auf. Wahlt man aus den Bildern der Monome also eine maximale, linear unabhén-
gige Menge, so hat man eine Basis gefunden. Nach Zorns Lemma hat also jedes S/I eine
Basis aus Monomen.

Wahlt man B als Komplement der Menge der Monome, die in einem Monomideal J
liegen, so kann man sehr einfach testen, ob ein Monom in B liegt. Da J von endlich
vielen Monomen erzeugt wird, muss man nur testen, ob ein gegebenes Monom durch
einen der Erzeuger von J teilbar ist. Ist dies nicht der Fall, so liegt das Monom in B.
Falls nun I ein beliebiges Ideal ist, werden wir in Satz 8.2.7 zeigen, dass man B &hnlich
wéhlen kann.

Es folgen einige Vorbemerkungen bevor wir die Konstruktion der Grobnerbasen begin-
nen.

Satz 11.2.1. Seir J ein Monomideal und B die Menge der Monome, die nicht in J
enthalten sind. Dann sind die Elemente aus B linear unabhdngig modulo einem Ideal I
genau dann, wenn J mindestens ein Monom jedes Polynoms in I enthdlt.

Beweis. “=": Sei B linear unabhéingig modulo I. Angenommen es gébe ein Polynom
p € I, so dass j kein Monom aus p enthélt. Dann gilt aber, dass alle Monome von p in
B liegen und damit p = kymy + -+ - + k,m,, € I, mit m; € B fiir alle 7.

Das ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass B linear unabhéngig ist.

“ <" Seien my,...m, € B und sei kymy + - - -+ k,m,, € I. Da J mindestens ein Monom

aus jedem Polynom in I enthélt, muss es auch eines der Monome my, ..., m, enthalten.
Da aber alle m; in B liegen, folgt hieraus, dass k; = ... = k,, = 0 und damit ist B linear
unabhéngig modulo /. O

Damit B eine Basis von S/I wird, muss J also auf jeden Fall obige Bedingung erfiillen
und minimal sein.
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Beispiel 11.2.2. Sei S = K[z] und sei I = (z + 2?). Setzt man nun J = (), so gilt
B = {1}. Dies ist aber keine Basis von S/I. W&hlt man J = (z?) so gilt B = {1,z}.
Dies ist eine Basis von S/I.

Wir betrachten nun einen etwas allgemeineren Fall.

Sei S ein Polynomring, I = (m; + msy) ein Hauptideal, das von der Summe zweier
Monome m; und my erzeugt wird. Sei weiterhin m; durch mo teilbar. Wéhlen wir nun
J = (mg), so wird B keine Basis sein, da J nicht minimal ist. Es gilt ndmlich mq,my € J
und damit m; ¢ B. Wéhlen wir aber J = (my), so wird B eine Basis.

Um ein Monomideal J zu finden, das von jedem Polynom aus I ein Monom enthélt,
wollen wir nun eine Methode entwickeln, um ein Monom aus jedem Polynom in S zu
wahlen. Mit dieser Methode konnen wir Erzeuger von J finden. Damit J minimal wird,
benotigen wir dann allerdings einige weitere Voraussetzungen.

Beispiel 11.2.3. Seien mq, ms, m3 Monome gleichen Grades d und sei

I = (my + mg, ma + m3)U(alle Monome vom Grad > d).

Wir nehmen an unsere Auswahlmethode liefere fiir das Polynom m; 4+ my das Monom
my und fiir my + mgz das Monom ms. Im Ideal I liegt auBlerdem das Polynom

mip — mg = (m1 + mg) — (m2 + mg).

Von diesem Polynom kann man nun nicht das Monom mj3 wéhlen, da J sonst nicht
minimal wére.

Falls nun m; > my fiir die Relation “m; wird vor my ausgewahlt” gilt, so muss unsere
Relation folgendes erfiillen:

my > mg >mg —> my > mg (Transitivitit).

Wir miissen also die Monome anordnen und fiir J die gréfften Monome der Poynome
aus [ wahlen. Da J ein Ideal sein soll, miissen zwei weitere Bedingungen erfiillt sein:
Zum einen muss die Ordnung die Partialordnung der Teilbarkeit erhalten. Ist also ms
durch m; teilbar, so muss my > my gelten.

Zum anderen muss die Ordnung die Multiplikation erhalten. D.h. wenn m; > ms muss
auch nm, > nmsy gelten.

Die folgende Definition enthélt diese beiden Bedingungen.

Definition 11.2.4 (Termordnung). Sei F ein freier S-Modul. Eine Termordnung von F
ist eine Anordnung > der Monome von F', die folgende Bedingung erfiillt. Seien my, mo
Monome in F' und sei n # 1 ein Monom aus S, dann gilt:

mip > Mo — NIMq > NNy > My,

Wir verallgemeinern unsere Notation nun auf Terme. Seien um,vn Terme mit 0 #
u,v € K und seien m,n Monome mit m > n (bzw. m > n), dann setzen wir uwm > vn
(bzw. wm > wvn). Dies ist zwar keine Partialordnung der Terme, da fiir u # v folgt
um > vm und vm > um, trotzdem ist diese Notation niitzlich.
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11 Grobnerbasen

Definition 11.2.5. Sei > eine Termordnung von F und sei f € F. Der grofite Term
von f beziiglich der Termordnung wird als Initialterm in~(f) bezeichnet.

Ist M ein Untermodul von F', so definieren wir in- (M) als den Monomuntermodul, der
von den Initialtermen in- (f) aller Elemente f € M erzeugt wird.

Bemerkung 11.2.6. Sei p € S, f € F und sei n der Term von p, so dass n in(f)
maximal wird, dann gilt in(pf) = n in(f). Sei weiter m # in(f) ein Term von f und
n' # n ein Term von p, so gilt n in(f) > n' in(f) > n'm.

Satz 11.2.7. Sei F' ein freier S-Modul und ser M ein beliebiger Untermodul von F'.
Dann gilt fiir jede Termordnung > auf F', dass die Menge B aller Monome, die nicht in
in~(M) liegen, eine Basis von F/M bildet.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass B linear unabhéngig ist. Angenommen es gidbe eine
Abhéngigkeitsrelation

p:ZuimiGM, mit m; € B und 0 # u; € K,

dann wire in(p) € in(M). Da aber in(p) einer der Terme u;m; ist, die alle in B liegen,
ist dies ein Widerspruch.

Nehmen wir nun an, dass B nicht F//M aufspannt. Es gibt also Elemente in F', die nicht
von M U B erzeugt werden. Von diesen Elementen wéhlen wir eines mit minimalem
Initialterm als f.

Wiére nun in(f) € B, so wiirde f—in(f) € B gelten. Allerdings hat dieses Element einen
kleineren Initialterm, woraus ein Widerspruch zur Wahl von f folgt. Also gilt in(f) €
in(M). Also gibt es ein m € M mit in(m) = in(f). Dann gilt aber f —m ¢ M. Auch
dieses Element hat einen kleineren Initialterm als f, woraus ein dhnlicher Widerspruch
folgt. [l

Wir werden nun einige wichtige Beispiele fiir Termordnungen geben. Wir betrachten
dabei den Spezialfall F' = S. Weiterhin kann man durch Umnummerierung der Variablen
immer erreichen, dass 1 > zo > --- > x,. Die Beispiele, die wir geben, werden alle
diese Eigenschaft erfiillen. Auch bei diesen Beispielen werden die Monome wieder als
Multiindizes geschrieben: m = 2@ = 2§* -+ 2%, n =2 =2 - xg’“

Beispiel 11.2.8 (Lexikographische Ordnung). m >, n < «; > (; fir das kleinste i,
fiir das gilt oy # ;.

Beispiel 11.2.9 (Homogene lexikographische Ordnung). m >pe, n < deg(m) >
deg(n) oder deg(m) = deg(n) und «; > f3; fur das kleinste ¢, fiir das gilt «; # ;.

Beispiel 11.2.10 (Lexikographisches Produkt). Sei >, >, ... eine Folge von Termord-
nungen. Das lexikographische Produkt > dieser Ordnung ist folgendermafien definiert:
m > n <= m >; n fiir das erste ¢, in dem m, n verglichen werden kénnen.

Beispiel 11.2.11. Sei S = K|z| der Polynomring in einer Variablen und sei m € S ein
Monom. Nach Voraussetzung gilt fiir alle Monome n # 1, dass nm > m. Das bedeutet,
dass es genau eine Ordnung auf S gibt, ndmlich die Ordnung nach dem Grad.
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Beispiel 11.2.12. Sei S = K[z, x2] der Polynomring in zwei Variablen. Dann gibt es
genau eine Ordnung, die die Partialordnung nach dem Grad erhélt und unsere Konven-
tion x1 > w9 erfillt:

Seien also m = 281252 und n = 27" 23> Monome gleichen Grades, d.h. a; + ay = f1 + f.
Sei nun oy > 1, setze € := a3 — 1 = P2 — ap und p = ggT(m,n) = a:flxg?. Dann gilt:
m = xip,

n = x5p.

Da aber z; > 1y, gilt 25 > 25 11y > -+ > 25. Damit folgt aber bereits m > n.

Im allgemeinen Fall gibt es jedoch verschiedene Ordnungen. Das wichtigste Beispiel
hierfiir folgt jetzt:

Beispiel 11.2.13 (Umgekehrte lexikographische Ordnung). m >, n < deg(m) > deg(n)
oder deg(m) = deg(n) und «; < f; fiir das grofite i, fir das gilt «; # f;.

Achtung: In diesem Beispiel hat sich die Richtung des Ungleichungszeichens «; < f3;
gedndert.

Der Unterschied zwischen dieser Termordnung und der homogenen lexikographischen
Ordnung ist nicht sehr grofl. Allerdings werden die Algorithmen, die spéter beschrie-
ben werden, in der Regel deutlich effizienter werden, wenn man die in diesem Beispiel
beschriebene Ordnung verwendet.

Der erste Fall, in dem sich >, und >,;., unterscheiden konnen ist der Fall quadra-
tischer Monome in drei Variablen:

T1T3 > hlex x%, aber
2
103 <plex xy.

Grob gesagt besteht der Unterschied in Folgendem:
m >piee M, wenn m “mehr vom Beginn der Liste der Variablen enthélt”, wahrend
m >y N, wenn m “weniger vom Ende der Liste der Variablen enthélt”.
Die folgende Proposition wird zeigen, dass dieser Unterschied dem Unterschied zwischen
einem Unterring und einem Ideal entspricht.

Proposition 11.2.14.
(1) Aus ing.(f) € K|z, ..., x,) fir ein s, folgt f € Kzg, ..., x,].

(ii) >pier erhilt die Ordnung nach dem Grad und falls f homogenes Polynom ist, mit
inpes(f) € Klzs, ..., x,] fiir ein s, folgt f € Klzg, ..., z,)].

(iii) >,ep erhélt die Ordnung nach dem Grad und falls f homogenes Polynom ist, mit
iNes(f) € (zs,...,x,) fir ein s, folgt f € (xg,...,z,).

Beweis. (i) Klar.
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(ii) Sei f ein homogenes Polynom mit inye.(f) € K|z, ..., x,]. Angenommen es gibe
ein Monom m in f, so dass m ¢ K[z, ..., x,]. Sei 0.B.d.A. m = z1 * p, wobei
p € Klzy,...,x,]. Dann wire aber m >pep inpe(f). Das ist aber ein Widerspruch.

(iii) Sei f ein homogenes Polynom mit in,i..(f) € (zs,...,%,). Angenommen es géibe
ein Monom m in f, so dass m & (zs, ..., x,). Dann folgt m € Klzy,...,z5_1] und
damit ist aber m >,jep N6 (f), woraus ein Widerspruch folgt.

]

Es stellt sich nun die Frage, wie man Termordnungen eines beliebigen freien Moduls

mit Basis e; erhélt. Eine Moglichkeit eine solche Termordnung zu erhalten besteht darin,
das lexikographische Produkt einer Termordnung der Monome > und einer Ordnung der
Basiselemente > zu bilden.
Sei nun F' ein freier S-Modul mit Basis und sei M ein Untermodul von F'. Wie wir bereits
gesehen haben, ist es sehr niitzlich, die Moduln in- (M) zu bestimmen, was natiirlich
bedeutet ein Erzeugendensystem angeben zu kénnen. Wir werden sehen, dass es sinnvoll
ist, noch etwas mehr Informationen zu haben. Auler dem Erzeugendensystem méochten
wir fiir jeden Erzeuger ein Element von M kennen, dessen Initialterm dieser Erzeuger
ist. Die folgende wichtige Definition wird ein solches System beschreiben:

Definition 11.2.15 (Grobnerbasis). Eine Grobnerbasis beziiglich einer Ordnung >
auf einem freien Modul mit Basis F' ist eine Menge von Elementen ¢y,...,9; € F
mit folgender Eigenschaft: Fiir den von ¢y, ..., g; erzeugten Untermodul M von F' gilt
ins(g1),...,in=(g;) erzeugen in-(M). Die Elemente ¢y, ..., g; bilden dann eine Grdb-
nerbasis fir M.

Beispiel 11.2.16. Als erstes betrachten wir den Fall mit null Variablen. Sei also S ein
Korper und sei F' ein Vektorraum der Dimension s mit Basis e;. Wir identifizieren die
Elemente aus F' als Spaltenvektoren der Lénge s. Die einzigen Monome in F' sind die
Basisvektoren e;. Sei > also die Termordnung in der e; > ey > ... gilt.

Eine Menge von Elementen ¢;....,¢; € F' kann man als s x ¢ Matrix GG iiber S betrach-
ten. G ist genau dann eine Grobnerbasis, wenn G eine maximale linear unabhéngige
Menge enthélt, so dass die Spaltenvektoren ihren ersten von null verschiedenen Ein-
trag in unterschiedlichen Zeilen haben. D.h. man kann die Matrix dieser maximal linear
unabhéngigen Menge auf Stufenform bringen (siehe unten).

e 00O OO
e 00O 0O
e ¢ 00O
e o ¢ (0 O
e o ¢ 0 O
e o o o (

Beispiel 11.2.17. Nun betrachten wir den Fall mit einer Variablen. Sei S = K|x]
ein Polynomring {iber einem Koérper K und sei F' = S. Nach Beispiel 8.2.11 gibt es
nur die Termordnung nach dem Grad. Ein Untermodul M C F' ist also ein Ideal. Das
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Monomideal in(M) wird damit von x? erzeugt, wobei d der kleinste Grad der Polynome

in M ist. Insgesamt besteht eine Grobnerbasis von M aus einer Menge von Erzeugern von
M, die ein Element minimalen Grades d enthélt. Aus folgendem Lemma folgt {ibrigens,
dass jedes Ideal von einem beliebigen Element minimalen Grades erzeugt wird.

Fiir jeden Untermodul M von F gibt es eine Grobnerbasis beziiglich jeder Ordnung >.
Seien g1, ..., g: Erzeuger von M, die keine Grobnerbasis sind, so kann man solange Ele-
mente gii1, ..., g, € M hinzunehmen, bis in(g;),...in(g,) den Modul in(M) erzeugen.
Das geht nach dem Hilbertschen Basissatz. Das folgende Lemma zeigt, dass eine Menge
von Elementen in M, deren Initialterme in(M) erzeugen auch schon M erzeugen. Um
zu priifen, ob eine Menge von Elementen in M Grébnerbasis sind, geniigt es zu priifen,
dass die Initialterme in(M) erzeugen.

Lemma 11.2.18. Sei I freier Modul, seien N C M C F Untermoduln und seiin(N) =
in(M) beziiglich einer Termordnung. Dann folgt N = M.

Beweis. Angenommen N # M. Dann gébe es ein Element f € M, f ¢ N. Wir wihlen
f so, dass der Initialterm in(f) unter allen Elementen, die nicht in N liegen, minimal
ist. Da in(f) € in(M) = in(N), gibt es ein g € N mit in(g) = in(f). Dann gilt aber
f—g€ M, f—g¢ N, aber der Initialterm in(f — g) ist kleiner als der Initialterm in(f).
Das ist ein Widerspruch. O

Folgerung 11.2.19. Wenn wir Grébnerbasen bestimmen konnen, so konnen wir mit
diesem Lemma die Frage, ob ein Element in einem Untermodul liegt beantworten: Sei M
ein Untermodul eines freien Moduls mit Basis F' und sei f € F. Um zu erkennen, ob f €
M gilt, tun wir folgendes: Wihle eine Termordnung auf F und bestimme Grébnerbasen
von M und M + Sf. Nach dem Lemma liegt f genau dann in M, wenn in(M) =
in(M + Sf). Da in(M) und in(M + Sf) Monomuntermoduln sind, ist dies einfach zu
tberpriifen.

11.3 Berechnung von Grobnerbasen

In diesem Abschnitt des Kapitels iiber Grobnerbasen werden wir nun zeigen, wie man aus
einer gegebenen Menge von Erzeugern eines Untermoduls M eine Grobnerbasis fiir diesen
Untermodul berechnet. Dazu fiithren wir zuerst den Divisionsalgorithmus als wichtigstes
Hilfsmittel ein. Danach benutzen wir Buchbergers Kriterium, um daraus den derzeit
besten Algorithmus zur Berechnung von Grébnerbasen, Buchbergers Algorithmus ab-
zuleiten. Abschlieflend verdeutlichen wir dessen Funktionsweise anhand eines einfachen
Beispiels.

Doch zuerst geben wir die Definition eines Standardausdrucks innerhalb der néchsten
Proposition:

Proposition 11.3.1. Se: F' ein freier S-Modul mit Basis und einer Termordnung >.
Fir f,g1,...,9: € F existiert ein Ausdruck

t
f:Zfigi+f/ mit ffeF fieS
=1
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wobei kein Monom von f"in (in(gy1),...,in(g)) ist und in(f) > in(g;) fir alle i.

Ein solches f' bezeichnet man als einen Rest von f beziglich gy, ..., g; und ein Aus-
druck f =5 figi + f', der die genannten Bedingungen erfillt, wird als ein Standard-
ausdruck fir f durch gq,...,qg; bezeichnet.

Als Beweis geben wir einen Algorithmus zur Berechnung eines solchen Standardaus-
drucks.

Algorithmus 11.3.2 (Divisionsalgorithmus). Sei F ein freier S-Modul mit Basis und
einer Termordnung >. Fiir f,gy,...,9; € F konnen wir einen Standardausdruck

f:Zmugsu+f,

fiir f beziiglich ¢y, ..., ¢g; durch induktives Definieren der Indizes s, und der Terme m,,
konstruieren.
Seien sy, ...,s, und my,...,m, schon so gewihlt, dass

f]’) = f_qugsu # 0
u=1

und sei m der maximale Term von f;, der durch in(g;) fiir mindestens ein 4 teilbar ist.
Dann wihle:

Sp+1 = 7;7
m
Mpr1 = ———.
P+l = =
in(g;)
Dieser Vorgang terminiert entweder wenn f; = 0 oder kein in(g;) ein Monom von f

teilt. In diesem Fall ist f) dann ein Rest f’ von f.

Ein mit diesem Algorithmus produzierter Standardausdruck ist nicht eindeutig. Er

héingt von der Wahl des i’s ab, wenn f; durch mehrere in(g;) teilbar ist. Daher kann f
verschiedene Reste f’ beziiglich g1, ..., g; besitzen.
Wenn die ¢y, ..., g; eine Grobnerbasis fiir einen Untermodul M von F' bilden, erhalten
wir mit diesem Algorithmus durch den Rest f’ gerade einen Ausdruck fir f mod M in
Mit Hilfe des Divisionsalgorithmus kénnen wir nun zu einem gegebenen Untermodul M
von F' mit Erzeugern gy, ..., g; eine Grobnerbasis und die Syzygien zwischen den Erzeu-
gern berechnen. Dazu erst noch mal einige Notationen, die wir im Folgenden benutzen
werden.

Schreibweise 11.3.3. Sei I ein freier S-Modul mit endlicher Basis e;, einer Termord-
nung > und seien gi,...,q € F ungleich 0. Auflerdem sei @le Se; ein weiterer freier
S-Modul mit Basis {¢;} und

t
P @Sei — F mit ¢(g;) = g;.

=1
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Fiir jedes Paar von Indizes i, j, so dass in(g;) und in(g;) das gleiche Basiselement von
F' beinhalten, definiere:
_ ‘m(gi)‘ cs

99T (in(g:), in(g;))

mij

und
Oij = mjisz- — m,-jsj.

Dann erzeugen laut Satz 11.1.8
die 0;; die Syzygien der in(g;). Fiir jedes dieser Paare 7, j wéhlen wir einen Standard-
ausdruck
p(0ij) = myjigi — Mijg; = Z fol Gu + i
fir mj;g; — my;g; beziiglich gi,..., 9. Die m;; sind gerade so gewéhlt, dass sich die
Initialterme in dieser Summe gegenseitig autheben. Daher gilt in(f¥g,) < in(m;;g:).
Falls in(g;) und in(g;) verschiedene Basiselemente von F' beeinhalten setzen wir h;; = 0.

Nun haben wir alles um Buchbergers Kriterium zu aufzustellen.

Satz 11.3.4 (Buchbergers Kriterium). Die Elemente gy, ..., g; bilden eine Gribnerbasis
fir M = (g1,...,9:) genau dann, wenn h;; =0 fir alle Paare von Indizes i, j.

Beweis. “=" Sei M = (¢1,...,9:) C F. An dem Standardausdruck fiir m;;g; — m;;g,(€
M) sehen wir, dass h;; € M sein muss, da auch Y f¥g, in M ist. Bilden die g; nun eine
Grobnerbasis fiir M, dann folgt aus dem Nachsatz zum Divisionsalgorithmus, dass h;;
gleich 0 ist.

“«<” Nun gelte h;; = 0 fiir alle Indizes 7j. Dann gilt

p(oy) = fo;jgu mit in(f,lgu) < in(mjig;).

Wenn die g1, .. ., g; keine Grobnerbasis fir M = (g, . .., ¢g;) bilden, dann kénnen wir ein
f=>,fueu € @ Se; mit f, € S finden, so dass in(p(f)) in in(M) ist (da p(f) €
M); aber in(p(f)) liegt nicht in (in(gy),...,in(g)), da (in(g1),...,in(g)) eine echte
Teilmenge von in(M) ist.

Sei nun m das maximale Monom, welches in den Termen in(f,g,) auftaucht. Die g; in F
haben die Form Zj a;je; mit o; € S. Daher hat m die Form n,«;;e;, wobei n,, ein Term
von f, ist. Nun wéhlen wir f so, dass m minimal wird und auch die Anzahl, mit der
m in den in(f,g,) auftaucht, minimal ist. Da in(y(f)) nicht in (in(gy),...,in(g;)) liegt,
m aber schon, folgt daher, dass sich die Terme der f,g,, die m enthalten, gegenseitig
aufheben miissen. Andernfalls wére in(f) = m wegen der Maximalitiat von m. Also
miissen mindestens zwei der f,g, den Term m beinhalten. Durch Umnummerierung der
g; konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass dies in(f1g1) und in(fog2) sind. Da m = n,a;;¢;
konnen wir in(fig1) und in(fag2) als nym; und nymso schreiben, wobei ny,ny jeweils
Terme aus fq, fo und mq, mo Monome in F' mit gleichem Basiselement sind. Die Terme
nym; und nemsy unterscheiden sich dann nur durch einen Skalar. Daher ist n; durch
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— M2 — my teilbar und es gibt einen Term n in S mit nmo; = ny.
ggT (m1,m2)

Betrachten wir nun
f/ =f- n(Ulz - Zf;ZQu) S @552‘

und dessen Ausdruck ) fle, in den Basiselemente von € Se;. Da wir h;; = 0 voraus-
gesetzt haben, folgt, dass p(o12) = Y, f2g, und daher ¢(f) = ¢(f"). Da die Terme von
o(nfe,) Terme von ¢(f’) sind, sind sie auch Terme von ¢(f), und somit kleiner als
m. Der Term nie; aus f und der Term nmsie9 aus nojs heben sich gegenseitig auf. Der
Rest von noiq, also nmises, addiert sich mit nqeq aus f. Daher verschwindet der Term m
wenigstens einmal und da alle anderen dazukommenden Terme kleiner als m sind, folgt,
dass m in in(f] g,) weniger haufig auftaucht als in in(f,g,). Das ist ein Widerspruch zu
unserer Wahl von f. Daher miissen die g, ..., g; eine Grobnerbasis fiir M bilden. [

Mit Buchbergers Kriterium und dem Divisionsalgorithmus kénnen wir nun Buchber-
gers Algorithmus zur Berechnung von Grobnerbasen aufstellen.

Algorithmus 11.3.5 (Buchbergers Algorithmus). Sei M ein Untermodul von F' mit
Erzeugern g1, ..., g;- Berechne die Reste h;; wie in der Notation gegeben. Falls alle h;; =
0, bildet {g1,...,9:} schon eine Grébnerbasis fiir M. Andernfalls ergénze {g1,...,q:}
mit h;; # 0 und wiederhole den Prozess.

Dieser Prozess terminiert nach endlich vielen Schritten, da der durch die Initialterme
von gi, . . ., Gt, hij erzeugte Untermodul echt gréfer ist, als der nur durch die Initialterme
von ¢i, ..., g erzeugte Untermodul und wir nur endlich erzeugte Moduln betrachten.

Beispiel 11.3.6. Seien S = K|[x,y, 2|, F = S mit der umgekehrten lexikographischen
Ordnung und x > y > z. Wir berechnen nun eine Grobnerbasis fiir M = (g1, g2, g3) mit

2

® g =2,
.g2:y27
o g3 =y +yz.

Zuerst berechnen wir die m;;:

in(g1) _ in(g2)

12 99T (in(91),in(g2)) 21 99T (in(91),in(g2))
_ T _
Q%T(w?yQ) 9%T($27y2)
x =y
in(g1) in(g3)
13 99T (in(91),in(gs)) 31 99T (in(g1),in(g3))
_ T _ xy
99T (2* zy) 99T (22,zy)
- = — Ty
-z -z

|
8
|

Y
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_ in(g1)
myy =

_a?
ggt(z?,yz?)
2

_ in(g2)
moy =

ggt(y?,yz2)

Y

may = i)
Ty
ggt(zy,yz?)

T

2 2
My1-g1 — M4 g4 =Yz - T

=0

ggt(in(g1),in(gs))

ggt(in2(92):in(g4))
y

ggt(in(g3),in(ga))

_ in(g2) _ in(gs)
Moz = ggT(ig(gz),in(g:a)) M32 = 54T (n(gs),in(gs))
= ¥ - Yy
- ggT(yQ,wy) T 99T (y2,xy)
y Yy
=y -
Dann berechnen wir die h;;:
M2y - g1 — M2 g2 =y2~x2—x2-y2
=0 = hi2=0
m31 - g1 — M3 - g3 :y~x2—x'(xy+yz)
= —xyz
= —2-gs+yz° = iz = y2*
Moz~ gz —Maa - go =Ty —y- (2y +yz)
= —y22
==z = hy3 =0

Da hy3 # 0 erweitern wir die g; durch hi3 = g4 = yz? und wiederholen den Prozess:

in(g4)
ggt(inggl),in(g4))
_ yz
T ggt(a?,y2?)

yz?

my =

in(g4)
ggt(inggz),in(gzl))
_ yz
T ggt(y?,yz?)
52

in(g4)

Maz = 99t(in(g3),in(94))
e

ggt(x%yzz)
z

= hi4 =0
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My2 - G2 — Ma4 - G4 222'3/2—9'3/22
=0 :>h24:0

M43 - g3 — M3q - G4 :22-(xy+yz)—x-y22
=204 :>h34:0

Daraus folgt, dass g1, ..., g4 eine Grobnerbasis fiir M bilden.

11.4 Berechnung von Syzygien

Zusitzlich zu der Berechnung einer Grobnerbasis fiir M liefert uns Buchbergers Algo-
rithmus eine effektive Methode zur Berechnung von Syzygien zu einer gegebenen Menge
{91, ..., 9} von Elementen von F. Der nichste Satz beweist sogar, dass die so berechne-
ten Syzygien schon alle Syzygien auf dieser Menge erzeugen. Dazu erweitern wir zunéchst
unsere Notation.

Schreibweise 11.4.1. Fiir jedes Paar von Indizes i, j, fiir welches in(g;) und in(g;) das
gleiche Basiselement von F' beinhalten, setze:

ii
Tij = mjiai — mijej — E fujé’fu.
u

Satz 11.4.2 (Satz von Schreyer). Sei gy, ...,¢g; eine Grobnerbasis. Definiere eine Ter-
mordnung > auf @ Se; durch me, > ne, genau dann, wenn

in(mgy,) > in(ng,)

oder
in(mg,) = k - in(ng,) fir einen Skalar k € K, aber u < v.

Dann erzeugen die ;5 die Syzygien auf den g;. Die 1;; bilden sogar eine Grobnerbasis
fiir die Syzygien beziiglich > und es gilt in(7;;) = mj;e;.

Bewets. Zuerst zeigen wir, dass mj;e; der Initialterm von 7;; ist. Die m;; sind gerade so
gewihlt, dass sich bei p(0;;) = m;;9; —m;;g; die Initialterme gegenseitig autheben, d.h.
myiin(g;) = mijin(g;). Daher ist dieser Term grofer als jeder andere Term in Y fig,.
Mit der Definition von > folgt dann, dass in(7;;) entweder mj;e; oder —m;je; ist. Da
© < j ist, gilt mj;e; > myje; und daher ist mj;e; der Initialterm von 7;;.

Nun zeigen wir, dass die 7;; eine Grobnerbasis fiir die Syzygien bilden. Dazu sei 7 =
>, foey mit f,, € S eine Syzygie, d.h. ¢(7) = 0. Wir miissen zeigen, dass in(7) in dem
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von den in(7;;) erzeugten Untermodul liegt, d.h. in(7) = 3, ; sijin(7i;) mit s;; € S. Nun
setzen wir n,e, = in(f,&,) mit n, € S fiir jeden Index v. Da diese Terme verschiedene
Basiselemente von @ Se; enthalten, konnen sie sich nicht gegenseitig aufheben, und
wir haben in(7) = n;e; fiir einen Index i. Jetzt nehmen wir alle Indizes v, fiir die
gilt nyin(g,) = k - n;in(g;) fiir einen Skalar £k € K und bilden dariiber die Summe
0 =Y ,ex My, Wobei X = {v|n,in(g,) = k- nyin(g;)}. Da n;e; der Initialterm von 7
ist, gilt v > i fiir alle diese v in 0. Da ¢(7) = 0 muss sich das Bild von in(7) mit anderen
Termen aus ¢(7) autheben. Genau diese Terme haben wir in o gesammelt. Daher gilt
(o) = 0.

D.h. o ist eine Syzygie iiber in(g,) fir v > i. Laut Satz 11.1.8 werden alle solche Syzygien
(die in(g;) sind Monome) durch die dort beschriebenen oy, = M,y — My, Mit u, v >4
erzeugt, d.h. o = ZM% SuvTup Mit Sy, € S. Sammeln wir auf beiden Seiten die Eintréige,
die €; enthalten, erhalten wir n;e; = > i Sij M€ und sind fertig. O

Um nun fiir eine gegebene Menge {gi,...,¢:} in F' die Syzygien zu berechnen, benut-
zen wir zuerst Buchbergers Algorithmus um eine Grébnerbasis fur (gy, ..., g;) und die
Syzygien fiir diese zu berechnen. Falls dabei zusétzliche g; entstehen, miissen wir diese
nur durch ihren Ausdruck in den urspriinglichen gy, ..., g; in den Syzygien ersetzen.
Diese Erweiterung von Buchbergers Algorithmus zur Berechnung von Syzygien fiithren
wir nochmal anhand eines Beispiels vor. Dazu erweitern wir einfach das Beispiel aus dem
letztem Abschnitt.

Beispiel 11.4.3 (Fortsetzung von Beispiel 11.3.6). Seien S = K|z, y, 2], F' = S mit der
umgekehrten lexikographischen Ordnung und = > y > z. Sei M = (g1, go, g3) mit

® g1 =a,
° g0 =17,
® g3 =y +yz.

Aus Buchbergers Algorithmus erhalten wir zusitzlich g4 = y2? und

Ty = y’er — 2’ey

T3 = Y&1 —1’83—1—263 — &4 = Y& — (.T— 2)63 — &4
T4 = y22€1 — .1'284

Ty3 = TEg — Ye3 + 262 = (T + 2)&2 — Ye3

Tog = 2252 — T&y

T34 — 2253 — TEY4 — Z&4

Jetzt setzen wir 73 = 0 und ersetzen €4 durch den dadurch entstehenden Ausdruck in
g1 und e3. Damit erhalten wir

109



11 Grobnerbasen

Tia = yz’e — xQ(yal — (z — 2)e3)
2

= (y2* —a%y)er + (2° — 2%2)es

Ty = 269 — x(ye; — (v — 2)e3)

= —zye; + 2260 — (x — 2)e3

Ty = 2°e3 — (2 + 2)(ye1 — (x — 2)e3)
= —(2y — y2)e, + 2’3

Die Syzygien von ¢, go und g3 werden durch 75, o3, T14, To4 und 734 erzeugt.

11.5 Verallgemeinerte Initialideale

Bis jetzt haben wir Grobnerbasen immer in Bezug auf eine vorher gewihlte Menge von
festen Variablen eines Polynomringes und einer festen Menge von Erzeugern eines frei-
en Moduls iiber diesem Polynomring betrachtet. Die berechneten Grobnerbasen hingen
dabei sehr stark von der Wahl der Variablen und der Basis ab. Nun wollen wir durch
allgemeine Anderungen der gewihlten Mengen sogenannte verallgemeinerte Initialideale
berechnen, die nur noch von der Wahl der Termordnung abhéngen. Wir werden uns hier
auf Ideale beschréanken, die Ergebnisse kénnen jedoch auf Untermoduln von graduierten
freien Moduln erweitert werden. Im ganzen Kapitel sei S = K[z1,...,z,] und > eine
Termordung auf S, die die Ordnung nach dem Grad erhélt und fir die z; > ... > =z,
gilt. Alle betrachteten Ideale sind homogen. Anstatt Transformationen in den Koordina-
ten vorzunehmen, werden wir ein Ideal unter einer allgemeinen linearen Transformation
abbilden und dessen Initialideal zu den gegeben Koordinaten angeben.
Zuerst benotigen wir einige Notationen fiir die benutzten Transformationsgruppen.

Schreibweise 11.5.1. Wir bezeichnen die allgemeine lineare Gruppe der invertier-
baren r x r -Matrizen mit GL. Diese Gruppe wirkt als eine Gruooe von Algebra-
Automorphismen auf S wie folgt: Sei g eine Matrix mit Eintrag ¢;; an der Stelle (4, j)
und z; € S. Wir definieren g(x;) als >, g;jx;. Fiir ein beliebiges Monom m = Hj x?j
von S definiere g(m) als gm = []; (3_; gijzi)*.

Einige Untergruppen von GL spielen eine besondere Rolle. Mit B bezeichen wir die
Gruppe der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen oder Borel-Untergruppe von GL.
Entprechend ist B’ die Gruppe der invertierbaren unteren Dreiecksmatrizen.

U bezeichnet die unipotente Untergruppe von B, d.h. alle oberen Dreiecksmatrizen mit
Einsen auf den Diagonalen. U wird erzeugt von den elementaren oberen Dreiecksmatri-
zen 7§ fir @ < j und ¢ € K, wobei vz, = z, fir u # j und vj;7; = cr; + ;. Genauso
wird B’ von den Diagonalmatrizen und den elementaren unteren Dreiecksmatrizen 7;5
erzeugt. Hierbei ist ’y;jxu = x, fiir u # ¢ und %']cxl = x; + cx;.
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Auflerdem benotigen wir die Definition einer dufleren Algebra.

Definition 11.5.2. Sei V' ein Modul iiber einem kommutativen Ring K mit Einselement.
Dann ist die Tensoralgebra definiert als

TV=FPVvr=KevaelVeV)a(VaVeV)a...

n>0

Die dujfiere Algebra oder Grassmann-Algebra /\'V ist definiert als der Quotient von T'V
nach dem zweiseitigen Ideal, das von den Elementen v ® v, v € V' erzeugt wird.
Elemente der Form vy Avg A--- Avg mit vl,...,vin V heiflen k-Vektoren. Der von allen
k-Vektoren erzeugte Unterraum von von AV heiit k-te &uBere Potenz von V' und wird
mit A\* V bezeichnet.

Sind V, W zwei Vektorrdume (bzw. Moduln), so entsprechen die Homomorphismen

k
NV —-W
den alternierenden k-multilinearen Abbildungen
Vx...xV =W

Sei V C S; ein t-dimensionaler Unterraum von Formen vom Grad d. Dann kénnen

wir V als eindimensionalen Unterraum L = A"V C A’ Sy auffassen. Wenn V' die Basis
fi1,. ., [t besitzt, so wird L von f := fi A... A f; erzeugt. Wir definieren ein Monom
von A!Sy als ein Element der Form n = n; A ... A ng, wobei die n; Monome vom Grad
d in S sind. Wenn die n; nicht alle paarweise verschieden sind, ist n = 0. Ein Term von
ALS ist definiert als ein Produkt a - n mit ¢ € K und einem Monom n. Wir bezeich-
nen a-n = a-ny A ... An; als Standardausdruck, falls die n; so geordnet sind, dass
ny > ... > Ny.
Wir ordnen die Monome von AYS durch lexikographische Ordnung der Standardaus-
driicke. D.h. wenn n =ny A...An, und n' = n) A... An; Standardausdriicke sind, dann
gilt n > n’ genau dann, wenn n; > n! fir das kleinste i mit n;, # n,. Wie in Kapitel
11.2 erweitern wir dies zu einer Ordnung auf den Termen und definieren den Initialterm
als den grofiten Term beziiglich der gegeben Ordnung. Wir kénnen die f; linear mit sich
selbst kombinieren ohne V' zu dndern. So kénnen wir erreichen, dass die in(f;) alle ver-
schieden sind und in(f1) > ... > in(f;). Durch diese Wahl ist in(fi) A ... Ain(f;) ein
Standardausdruck fiir den Initialterm von f.

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um die Existenz des verallgemeinerten
Initialideals zu zeigen.

Satz 11.5.3. Sei I C S ein homogenes Ideal. Es gibt eine beziiglich der Zariski- Topologie
offene Menge U = B'U C GL, die U nichttrivial schneidet, und ein Monomideal J C S,
so dass fir alle g € U gilt in(gl) = J. Fir jedes d > 0 gilt, wenn der Teil J; von J, der
die Formen vom Grad d enthdlt, Dimension t hat, dann wird N'Jy vom gréfiten Monom
von A'Sy, das in einem N'(gly) mit g € GL auftaucht, erzeugt.
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Offen beziiglich der Zariski-Topologie bedeutet, dass das Komplement von U gerade
die gemeinsame Nullstellenmenge einer Menge von Polynomen ist. Zariski-offene Mengen
sin also ,, grof3, da ihre Komplemente Nullmengen sind. U enthélt also fast alle Elemente
aus GL, d.h. J =in(gI) fiir fast alle g € GL.

Definition 11.5.4. Seien [, J wie im Satz. Dann heifit J das verallgemeinerte Initialideal
von I. Wir schreiben J = Gin([).

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Zuerst zeigen wir, dass das Ideal J
existiert und die gewiinschten Eigenschaften hat. Die anderen Behauptungen ergeben
sich dann aus dem folgenden Lemma und dem anschlieBenden Satz.

Beweis. Betrachte den Teil I; von I, der die Formen vom Grad d enthélt. Sei fi,..., f;
eine Basis von /; und sei h = (h;;) ein Matrix aus Variablen. Dann ist h(fi A... A f;) =
h(fi1) A ... A h(f;) eine Linearkombination von Monomen in A’S mit Koeffizienten aus
Polynomen in den h;;. Wir nehmen an, m = m; A ... A m; sei das erste Monom mit
einem Koeffizienten ungleich 0 und pgy(hi, ..., h.) sei dieser Koeffizient. Sei U, die
Menge {g = (gi;) € Glpa(g11;-- ., grr) # 0}. Der Grad-d-Teil des Initialideals von gI ist
genau dann (my,...my), wenn g € Uy. Wir schreiben J, fiir den Unterraum von Sy, der
von my, ... m; erzeugt wird.

Als néchstes zeigen wir, dass J := @ J,; ein Ideal ist. Es geniigt dabei zu zeigen, dass
S1dq C Jgio fiir jedes d gilt. Da Uy und Ugyq offen und dicht sind, gibt es ein Element
g € UyNUgyy. Nun gilt in(gl)y = Jg und in(gl)gs1 = Jav1, woraus die Behauptung
folgt.

Das Ideal J erfiillt die letzte Aussage des Satzes per Definition. Wir zeigen nun, dass
U = (2, Us offen beziiglich der Zariski-Topologie und dicht in GL ist. Da jedes Uy
nach Konstruktion offen und dicht ist, geniigt es zu zeigen, dass U schon ein endlicher
Schnitt von Uy ist. Wir nehmen an, J sei von Formen vom Grad < e erzeugt und zeigen,
dass tatsichlich gilt U = (;_, Ua.

Angenommen ¢ € (o_, Us. Wir wissen, dass in(gly) = Jy fur alle d < e. Also gilt
in(gl) O J. Da dimy J; = dimgl; = dimg(gl)q fiir jedes d, sehen wir, dass in(gl) = J
wie gewiinscht. O

Als néchstes zeigen wir, dass U = B'U. Das folgende Lemma gibt uns sogar noch etwas
mehr.

Lemma 11.5.5. Sei I[; C Sy ein Unterraum der Dimension t und b € B'. Dann gilt
in(/\tId) = in(/\tbfd).

Beweis. Da B’ von den Diagonalmatrizen und den elementaren unteren Dreiecksmatri-
zen erzeugt wird, geniigt es die Behauptung fiir eine solche Matrix b zu zeigen. Wéhle
eine Basis f1,..., f; fiir I; und sei m; = in(f;). Durch Umsortieren der Basis konnen
wir immer erreichen, dass m; > ... > m;. Die Diagonalmatrizen verindern nur die Ko-
effizienten der Terme von f = f; A ... A f; durch Skalare ungleich 0, also stimmt die
Behauptung fiir Diagonalmatrizen.

Sei nun b = ’y;j eine elementare untere Dreicksmatrix. Fiir jedes Monom n = z}’m € Sy,
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mit m nicht teilbar durch x;, ist bn darstellbar als n plus eine Linearkombination von
Monomen der Form n' = a:i”’sxj mit 0 < s < w. Da x; > z; ist, gilt immer n’ < n.
Deshalb ist in(bf;) = m; fur 1 <i <t, also in(bf) =my A ... Amy =in(f). O

Nun miissen wir noch zeigen, dass U von U nichttrivial geschnitten wird. Die Menge
B'U ist eine dichte offene Teilmenge von G L. Also enthélt die dichte Menge U ein Element
der Form bu mit b € Bund u € Y. Da U = B'U folgt, dass u = b~tbu € U.

Der néchste Satz zeigt, dass verallgemeinerte Initialideale spezielle Monomideale sind.

Satz 11.5.6 (Galligo, Bayer, Stillman). Sei I C S ein homogenes Ideal. Dann gilt fiir
alle g € B, dass g(Gin(I)) = Gin(I).

Beweis. Wenn wir I durch gl mit einem passenden ¢ ersetzen, kénnen wir nach Satz
11.5.3 annehmen, dass in(I) = Gin(I). Sei i < j und 7; = 1 4 7 eine elementare
obere Dreiecksmatrix, wobei « eine strikte obere Dreiecksmatrix mit nur einem Eintrag
ungleich 0 ist. Zusammen mit den Diagonalmatrizen erzeugen solchen Matrizen die Borel-
Gruppe B. Die Diagonalmatrizen halten jedes Ideal fest, denn sie multiplizieren nur die
Variablen mir Skalaren aus K. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass (1+7)(in(ly)) = in(1y)
fiir jeden Grad d gilt.

Wir wihlen ein Basis fi, ..., f; fir I; mit in(f1) > ... > in(f;). Sei f = fi A... A f; der
entprechende Erzeuger des eindimensionalen Unterraums A'I; C AYS;. Der Initialterm
von f ist dann in(f) =in(f1) A... Ain(f).

Falls (14)(in(14)) # in(14), dann ist auch (1+7)(in(f)) # in(f). Da v eine strikte obere
Dreiecksmatrix ist, sind die Terme von (1+7)(in(f)), die nicht in(f) sind, alle gréBer als
in(f). Sei am einer dieser Terme, wobei a # 0 ein Skalar ist und m ein Monom aus A’S.
Wir miissen zeigen, dass fiir geeignete Diagonalmatrizen 6 das Monom m mit einem
Koeffizienten ungleich 0 in (1 + «)df auftaucht. Dies wére ein Widerpruch zur letzten
Behauptung aus Satz 11.5.3, was beweisen wiirde, dass doch (1 +7)(in(l4)) = in(ly).
Fiir jeden Term n = an; A ... An; € A'S; definieren wir das Gewicht von n als das
Monom w = [[,n; € S. Sei f,, € A'Sy die Summe aller Terme in f mit Gewicht w, dann
gilt f=>", fu. Weiter sei wy das Gewicht von in(f). Verschiedene Terme von f kénnen
gleiche Gewichte haben, aber in(f) ist der einzige Term mit Gewicht wy. Wenn § eine
Diagonalmatrix ist und §(z;) = d;x; mit §; € K*, dann ist

0f =) w(dr,...,6:) fur

wobei w(dy, ..., d,) € K* durch Ersetzen von z; durch §; im Monom w entsteht. Also
gilt

(L+9)6f => A+ (w(br,...,0) fu)
= w8y, 6)(1+ ) fu
= wo(0r,..., 0, ) (1 +y)in(f) + D w(dr,..., )1 +7) fu-

w#wo
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Also hat der Koeffizient von m in (1 + )0 f die Form
c(01,...,0.) :=awy(dy,...,0,) + Z ayw(01,...,0,),
wF#wo

wobei a,, € K der Koeffizient von m in (1++) f,, ist. Da der Term awq(dy, . .., d,) nicht O
ist, ist auch das Polynom ¢ nicht das Nullpolynom. Da wir angenommen haben, dass der
Grundkorper K unendlich ist, folgt, dass fiir geniigend allgemeine Werte der 4y, ..., 0,
der Wert ¢(d1, . ..,d,) nicht 0 ist. Das war aber, was wir zeigen mussten. O

Nun geben wir noch eine Charakterisierung von borel-fixierten Idealen, also solchen,
die durch Anwenden einer Matrix b € B nicht verdndert werden.
Um auch den Fall von Grundkérpern mit Charakteristik p # 0 betrachten zu kénnen,
ist eine ,neue“ Partialordnung auf den natiirlichen Zahlen niitzlich.

Definition 11.5.7. Seien a,b € N. Schreibe a <, b, falls (2) % 0 mod p.

Fiir Charakteristik 0 ist das gerade die normale Ordung auf N. Fiir p > 0 gab Gauss
die folgende Bescheibung.

Proposition 11.5.8 (Gauss). Sei p eine Primzahl. Es gilt a <, b genau dann, wenn
a; < b; fiir allei mit a = a;p* und b=">_bp" mit 0 < a;,b; < p .

Fiir den Beweis benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 11.5.9 (Lucas). Sei a = > a;p" und b =Y. b;p' mit 0 < a;,b; < p. Dann gilt

(2) =1 (ZZ) (mod p).
Beweis. Betrachte
(t+ 1) =+ 0= =T+ 1" =[] +1)"(mod p).
Auf der linken Seite taucht der Term (2) t® auf. Der entprechende Term auf der rechten
Seite hat den Koeffizienten [, (Zl) O
Nun kénnen wir Proposition 11.5.8 beweisen.

Beweis. Falls a <, b, ist (2) # 0 (mod p). Also ist auch 0 # [, (Zl)(mod p), d.h. a; < b;.

Falls a; < b; < p, ist das Produkt aus dem Lemma nicht 0, also auch nicht (2) O

Der néchste Satz liefert eine kombinatorische Charakterisierung borel-fixierter Ideale.

Satz 11.5.10. Sei J C S = K|[xy,...,x,] ein Ideal und sei charK = p > 0.

(i) J wird von der Gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen genau dann fiziert,
wenn J von Monomen erzeugt wird.
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J st genau dann Borel-fixiert, wenn J von Monomen erzeugt wird und fiir alle
1 < 7 und alle Erzeuger von J gilt: Wenn m durch x§ teilbar ist, aber durch keine

héhere Potenz von x;, dann gilt (%) m € J fir alle t < j und s <, t.
J

Fiir den Beweis benétigen wir noch eine weitere Termordnung.

Definition 11.5.11. Wir definieren eine Gewichtsfunktion A fiir S als eine lineare Funk-
tion R" — R. Jede Gewichtsfunktion definiert eine partielle Ordnung >, auf den Mono-
men von S, die sogenannte zu A assoziierte Gewichtsordnung, durch m = z® >, n = 2°
genau dann, wenn A(«) > A\(B). Fiir g € S ist in,(g) definiert als die Summe aller Terme
von ¢, die maximal beziiglich > sind.

Beweis von Satz 11.5.10. (i) Jedes Monomideal wird von Diagonalmatrizen fixiert,

denn diese multiplizieren nur die Variablen mit Skalaren aus K.

Sei nun umgekehrt J von Diagonalmatrizen fixiert und f € J. Es geniigt zu zeigen,
dass ein beliebiges Monom von f in J liegt. Wahle eine Gewichtsfunktion A, so dass
inx(f) ein Monom ist, also nur ein Monom von f maximales Gewicht beziiglich A
hat. Wir werden zeigen, dass iny(f) € J.

Sei w das Gewicht von iny(f). Sei A; = A(x;). Wenn wir auf f eine Diagonalmatrix
ge = diag(c™™ ..., ¢~ ) anwenden, ersetzen wir jede Variable x; durch ¢=*iz;, also
wird iny(f) mit ¢~ multipliziert und alle anderen Terme von f mit strikt grofieren
Potenzen von ¢. Wir haben nun also die Darstellung ¢“g.f = in,(f) + ¢F(c, x) fiir
ein Polynom F(c, ). Betrachte die Abbildung ¢ : A}, — S vom eindimensionalen
affinen Raum iiber K nach S mit ¢(c) = ¢*g.f = in\(f) + cF(c,x). Da J von den
Diagonalmatrizen fixiert wird, ist ¢(c) € J fiir ¢ # 0. Da J abgeschlossen bzgl. der
Zariski Topologie ist, also die gemeinsame Nullstellenmenge von Polynomen, kann
es nicht sein, dass ¢(0) nicht in J liegt. Deshalb liegt ¢(0) = iny(f) in J.

Wenn J borel-fixiert ist, dann wird J nach (i) von Monomen erzeugt, denn die
Diagonalmatrizen sind eine Teilmenge von B. Fiir einen monomialen Erzeuger m
von J betrachten wir die Wirkung einer elementaren oberen Dreiecksmatrix v = 7/
auf m. Wir schreiben hierzu m = x?m’ , wobei m/ nicht durch z; teilbar ist. Dann
gilt

t t A\’
ym = (C:L‘Z- +:Ej)tm/ _ § : ( >(Cxi)sx§—sm’ = E ( )cs <x_) m.
s=<pt s 5=<pt § x]

S
m mit s <, t ein Monom eines

T

Da J von v nicht verdndert wird, muss jedes <—
J

Polynoms aus J sein. Da J ein Monomideal ist, enthélt J alle Monome, die in
S

seinen Polynomen auftauchen, also auch das Monom (;—) m.

J
Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass ein J Monomideal ist, dass die
Bedingungen von (ii) erfiillt. Die obige Formel zeigt, dass fiir jeden monomialen
Erzeuger m von J das Polynom ym eine Summe von Monomen aus J ist. Da J von
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Monomen erzeugt wird, gilt vJ = J. Fiir Diagonalmatrizen gilt die Behauptung

wegen (i), also gilt sie auch fiir B.
[

Zum Schluss noch ein Beispiel zu diesem Satz. Der Einfachheit halber beschranken
wir uns auf den Fall, dass alle Erzeuger den gleichen Grad haben und charK = 0.

Beispiel 11.5.12. Sei S = K[z, x5]. Wir betrachten das Ideal J = (2, 29 2y, ..., 212371).
Um zu zeigen, dass J borel-fixiert ist, miissen wir die Bedingungen aus Teil (ii) des Satzes
iiberpriifen. Dazu betrachten wir die Erzeuger m; von J:

e m; = z{ ist nicht teilbar durch z,

o m;, = 297"z} fiir i > 0 ist teilbar durch x} aber nicht durch z5™. Nun miissen

S
wir also (ﬁ—;) m;yq fiir s < i+ 1 betrachten.

S S
T [T
— ] M=\ — ] T
o)) T

Dies ist wieder ein Erzeuger von J.

d—i d—(i—s) _i—s
1 1

i
Ty =2 s

Also ist das Ideal J borel-fixiert.

Léasst man einen dieser Erzeuger weg, ist J nicht mehr zwangslaufig borel-fixiert, wie
das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 11.5.13. Sei J = (23, z123), dann ist my = xy22 durch 22 teilbar, aber

S
<§_J> my = 12T, was nicht in J liegt.

Es lasst sich nachpriifen, dass auch Produkte, Schnitte, Summen und Quotienten von
borel-fixierten Idealen wieder borel-fixiert sind.
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