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5. Ubungsblatt

Partielle Differentialgleichungen
(klassische Methoden)

Gruppeniibung
Aufgabe G1
Betrachten Sie die semilineare parabolische Gleichung
up—Au+ (Vu)? = 0, z€R*, t>0 (1)
uw(©0) = g, z€R".

Setze w := ¢(u), wobei ¢ : R — R glatt.
(a) Es gilt w; = Aw genau dann, wenn ¢ + ¢’ = 0 gilt.
(b) Zeigen Sie: wenn u (1) 16st, dann 16st w = e~ das Anfangswertproblem fiir die Warmelei-

tungsgleichung
wy —Aw = 0, zeR", t>0,

w(0) = e 9, zeR".
Hinweis: Die Formel w = e~ definiert die Hopf-Cole-Transformation.

(c¢) Die Funktion u gegeben durch
1 (z—y)?
u(z,t) = —lo = / e a9 ¢ )
(1,) = —log ((4“)2 n y

ist eine Losung von (1).

Aufgabe G2 (Energiemethoden fiir WLG)
Zeigen Sie, dass hichstens eine Losung u € C%1(Qr) N C(Qr) der Gleichung

uy —Au = fin Qr,
u = gaufdQr,

(WLG) {
existiert, via des folgenden Energieansatzes:
Fiir eine weitere Losung 4 der Warmeleitungsgleichung (W LG) setze w := u — @ und
B(t) = /wz(a;,t)dx, 0<t<T
Q

Dann gilt E'(t) < 0 und daher E(t) < E(0) =0fir 0 <t <T.
Alsoist w=u—4=0in Q7.



Hausiibung

Aufgabe H1

Sei u eine klassische Losung der Warmeleitungsgleichung
w—Au=0, zeR t>0.
(a) Setze uy(z,t) := u(Az, \2t) fiir A € R. Zeigen Sie, dass u, die Wirmeleitungsgleichung 15st.
(b) Benutzen sie (a), um zu zeigen, dass v gegeben durch
v(z,t) := zVu(z,t) + 2tus(z,t)
die Warmeleitungsgleichung ebensfalls 16st.

Aufgabe H2

Sei ug € BC(R™) mit ug > 0,u # 0. Zeigen Sie, dass die Losung der Wéirmeleitungsgleichung
up— Au =0
u(w,t) = (Gy * uo)(z)

fiir alle ¢ > 0 und z € R" strikt positiv ist.



