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Einfiihrung

Diese Vorlesung behandelt die klassische Differentialgeometrie von Kurven und Flachen.
Sie wendet sich an Studenten der Mathematik und Physik ab dem 4. Semester. Ich habe
sie in den Jahren 2002 (vierstiindig) und dann 2004 und 2006 zweistiindig in verschiedenen
Variationen gehalten.

Als Einfithrung dient ein Kapitel iiber Kurventheorie. Ich habe versucht, sauber zu trennen
zwischen parametrisierten Kurven einerseits und ihren Aquivalenzklassen unter Umparame-
trisierungen andererseits, also den Kurven schlechthin. Mit dem Jordanschen Kurvensatz

fiir differenzierbare Kurven habe ich den vielleicht wichtigsten Satz iiber ebene Kurven

behandelt.

Die Flachentheorie fiihre ich in beliebiger Dimension ein, d.h. ich betrachte Hyperflichen.
Ich denke, dass viele Konzepte und auch die Notation in Dimension 2 etwas zu speziell sind,
und daher vom Grundsétzlichen ablenken. Eine weitere Entscheidung fiir die Prasentation

war es, stets parametrisch zu arbeiten.

Danach wird die Parallelverschiebung untersucht. Es folgt der schéne Satz von Bertrand-
Puiseux. Den krénenden Abschluss bildet der Satz von Gauf3-Bonnet. Dabei gebe ich nur

zwei Versionen an: die fiir geodétische Dreiecke und die globale Form.

Die Ubungsaufgaben aller Vorlesungen sind an die Kapitel angehéingt. Darin enthalten
sind zahlreiche Aufgaben, die Matthias Bergner 2004 entworfen hat sowie Aufgaben von
U. Reif 2008. Ich danke fiir die vielen Vorschldge und Korrekturen von Studenten, die in
das vorliegende Skript eingegangen sind.

Darmstadt, August 2008 Karsten Grofle-Brauckmann
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Teil 1. Kurven

1. Vorlesung, Montag 24.4.06

Die klassische Differentialgeometrie befasst sich mit Kurven und Fléachen. Diese Objekte
sind meist durch eine Abbildung oder Parametrisierung gegeben, seltener implizit, d.h. als
Nullstellenmenge von Funktionen. Man interessiert sich fiir Eigenschaften, die nur von der
Gestalt der Kurven oder Fldchen abhéngen. Es geht also um diejenigen Eigenschaften, die
unabhéngig von Koordinaten und sogar unabhéngig von den Parametern der speziellen

Beschreibung sind.

Zuerst wollen wir im Falle von Kurven die geometrischen Begriffe Lange und Kriimmung
studieren. Um Kurven zu behandeln, geniigt die Analysis einer Verénderlichen.

1. KURVEN UND IHRE BOGENLANGE

1.1. Parametrisierungen. Im folgenden steht [ fiir beliebige Intervalle, also fiir zusammen-

héngende Teilmengen von R.

Definition. (i) Eine parametrisierte Kurve ist eine glatte (beliebig oft differenzierbare)
Abbildung ¢: I — R", n > 2. Thr Bild ¢(I) C R™ heifit Spur.
(7) Die parametrisierte Kurve ¢ heifit regulire Kurve, wenn ¢ (t) # 0 fiir alle ¢ € I ist.

In der Physik beschreibt eine parametrisierte Kurve ¢ eine Bewegung: ¢ ist Zeit, c(t) ist
bewegtes Objekt (Massenpunkt), der Tangentialvektor ¢ (t) ist der Geschwindigkeitsvektor.
In der Physik sind Meist ist die Kurve als Losung einer gewthnliche Differentialgleichung
gegeben, z.B. die Bewegung eines Elektrons in einem elektromagnetischen Feld.

Da wir auf die Regularitét nicht genauer eingehen wollen, setzen wir stets Glattheit voraus,
d.h. die verwendetetn Parametrisierungen sollen beliebig oft differenzierbar sein. In der
Regel geniigt jedoch C3, manchmal auch C*! oder C?.

Beispiele ebener Kurven c: R — R2:

1. Der Kreis ist die Spur der reguléren Kurve ¢(t) := (cost,sint).

2. Die Spur von ¢(t) := (sint,sin 2t) ist die Figur acht oder Lemniskate.

3. Die Neilsche Parabel c(t) := (t?,¢3) ist nicht regulir, denn ¢/(0) = 0.

4. c(t) == (t*,1%) hat als Spur die Diagonale von R?. Die Kurve ist jedoch nicht regulir,
denn ¢(0) = 0.

Definition. Eine Parametertransformation ist ein glatter Diffeomorphismus ¢: I — I von
Intervallen. Man nennt dann ¢ := coy eine Umparametrisierung von c. Ist ¢’ > 0, so nennt
man die Umparametrisierung orientierungserhaltend.
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Die Ubereinstimmung regulirer Kurven nach Umparametrisierung definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf dem Raum der reguldren Kurven (wieso?). Orientierungserhaltende Um-
parametrisierungen erhalten den Durchlaufsinn; sie induzieren eine speziellere Aquivalenz-

relation.

Definition. (i) Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von reguliren Kurven unter der Re-
lation Umparametrisierung. Wir schreiben fiir eine Klasse I' = [¢].

(ii) Eine orientierte Kurve ist entsprechend eine Aquivalenzklasse regulirer Kurven, wobei
orientierungserhaltende Umparametrisierungen als Aquivalenzrelation verwendet werden.

Wir schreiben fiir eine Klasse (c).

Wenn c¢ injektiv ist, so konnen wir die Kurve I' mit ihrer Spur ¢(I) identfizieren.

Beispiele. 1. Die mit verschiedenem Durchlaufsinn durchlaufenen Kreise (cost,sint) und
(cost, —sint) stellen dieselbe Kurve, aber verschiedene orientierte Kurven dar.

2. Die Kreise ¢;(t) := (cost, sint) fiir ¢;: [0,27] — R? und cy: [0, 47] — R? stellen verschie-
dene Kurven dar, denn die Anzahl der Urbilder dndert sich unter Umparametrisierung
nicht.

Bemerkungen. 1. Im Allgemeinen identifiziert man eine Kurve mit einer ihrer Parametrisierun-
gen.

2. Wir wollen explizit erwidhnen, dass unsere Kurven Selbstschnitte haben kénnen. Ein Beispiel
ist die oben angegebene Lemniskate. Manchmal betrachtet man spezieller eingebettete (d.h. in-
jektive) Kurven. Eingebettete Kurven sind 1-Mannigfaltigkeiten, deren Karten regulére Kurven

sind: die Bedingung ¢/(t) # 0 ist die Immersionsbedingung fiir eine Parametrisierung.

1.2. Die Bogenlinge. Als erste Eigenschaft von Kurven, die unabhéngig vom Repréisen-

tanten ist, fithren wir ein:

Definition. Die (Bogen-)Linge einer Kurve c: I — R™ ist gegeben durch

(1) L(c):/l|c’(t)|dt € [0, 09).

Bemerkungen. 1. Das Integral ist die kontinuierliche Version von: , zuriickgelegter Weg =
Geschwindigkeit mal Zeit*.

2. Falls I kompakt ist, kann man das Riemann-Integral abschéitzen und es gilt L(c) < co.
Anderenfalls ist L uneigentliches Riemann-Integral oder Lebesgue-Integral und moglicher-

weise L(c) = oo.

Bemerkung. Um die Beziehung zur Vorlesung Integrationstheorie herzustellen: Das 1-dimensionale
OberflichenmaB auf I' = [¢] ist durch das Lebesgue-Integral L(c) := [; \/det g dS gegeben. Hierbei
ist der metrische Tensor die (1 x 1)-Matrix g(t) := (¢/(t),c(t)) = |/ (t)|?.
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Wir wiederholen die Ihnen vielleicht schon aus der Analysis bekannte Rechnung, dass die

Léngenintegrale (1) von ¢: [ — R und ¢ = co ¢: I — R" {ibereinstimmen:

/ |¢/(s)] ds P Eten / |( ()| dt etz /1 [(cop)(t)|dt = L(?)

Wir diirfen also auch L = L(I") schreiben.

Beispiele. 1. Eine Heliz oder Schraubenlinie mit Ganghdhe 27h € R und Radius r > 0
wird durch
c: la,b] — R, c(t) = (7" cost,rsint, ht),

parametrisiert. Wegen ¢/(t) = ( —rsint,rcost, h) hat sie die Lange

b
c) :/ Vr2+h?2dt = (b—aVr2+h?.
2. Die Ellipse mit Halbachsen a,b > 0,
c: [0,27] — R?, c(t) = (acost, bsint)

hat die Geschwindigkeit |c/(t)| = v/a?sin?t + b2 cos?t. Thre Linge bzw. ihr Umfang

27
= / \/a2 sin?t + b2 cos?t dt
0

ist nicht elementar integrierbar (elliptisches Integral), es sei denn es ist @ = b, wenn die
Ellipse ein Kreis mit Umfang L(c) = 27a ist.

Auf die folgende Parameterdarstellung werden wir héufig zuriickgreifen:

Satz 1. Es seic: [a,b] — R™ eine requlire Parametrisierung einer orientierte Kurve I' der
Linge L := L(T") € [0,00]. Dann gibt es einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus
¢: [0, L] — [a,b], so dass der Reprdsentant ¢ := cop: [0, L] — R™ von I' nach Bogenlénge
parametrisiert ist, d.h. es gilt |&| = 1.

Beispiel. Der Kreis vom Radius 7 > 0 wird durch ¢(t) = (rcos £, rsin £) nach Bogenlénge

parametrisiert, denn |¢/(t)| = ‘(— sin £, cos t)| = 1.

Beweis. Wir betrachten die Lange der Kurve ¢l 4,

0: la,b] — [0, L, / | (0)] do.

Wegen c regulir gilt ¢/(s) = |¢/(s)| > 0. Daher existiert die Umkehrfunktion ¢ := ¢~! und
 ist ableitbar mit

YO =500 " e "

Daraus folgt wie gewiinscht

[(cop) ()] = | (e®)¢' ()] = 1.
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O

Bemerkung. Zwar ist der Satz einfach zu beweisen, aber dennoch ldsst sich in der Praxis

oft die Bogenldngen-Parametrisierung nicht explizit angeben, z.B. fiir Ellipsen.

1. Vorlesung, Mittwoch 17.4.02

1.3. Zur Linge parametrisierter Kurven (nur 2002). Wir wollen hier erldutern, wel-
chen stetigen Kurven man noch eine Langenbegriff zuordnen kann. Unser Langenbegriff ist
anschaulich und stimmt, wie wir zeigen werden, fiir differenzierbare Kurven mit dem Bo-

genldngenintegral iiberein.

Die klassische Idee zur Erkldrung der Bogenlédnge ist die Approximation durch Polygonziige:
Eine endliche Teilmenge von Punkten des Intervalls [a,b] der Form a =: t) < t; < ... <
tr_1 < t, := b nennen wir eine Zerlequng Z des Intervalls [a, b]. Die Liange des Polygonzugs

durch die Zerlegungspunkte schreiben wir als
k
Lz(c) = le(ts) = c(tiz1)]-
i=1

Definition. Eine parametrisierte Kurve c: [a, b] — R™ heifit rektifizierbar, wenn
(2) {Lz(c) | Z Zerlegung von [a,b]}
beschrénkt ist. In diesem Fall heifit L(c) := sup Lz(c) die (Bogen-)Linge von c.

Beispiele. 1. Die Kurve ¢(t) := (¢,tcos 1) fiir ¢ € (0,1] und ¢(0) := 0 ist stetig, aber nicht
rektifizierbar.
2. Bei Peano-Kurven ist sogar kein Teilstiick rektifizierbar (siehe [Sal).

Bemerkungen. 1. Es sei a <t < t' < b und c rektifizierbar. Dann ist auch jedes Teilstiick
c|¢ rektifizierbar, denn L(c) > |c(a) — c(t)| + L(c|e) + |e(t') — c(b)].

2. Ist ¢ rektifizierbar, so behaupten wir fiir jedes t € (a,b):
|
L(c) = sup{Lz(c)} = sup{Lzugy ()} = L(cliasy) + L(cle))

In der Tat ist ZU{t} eine spezielle Zerlegung, so dass “>” folgt. Andererseits ist auch “<”,
denn durch Einfiigen des Punktes ¢ in Z wéchst die Lénge nach der Dreiecksungleichung:
Lz(c) < Lzugy(c); diese Ungleichung iibertrégt sich auf das Supremum.

Unser anschaulicher Langenbegriff rechtfertigt das Bogenlangenintegral:

Satz 2. FEs sei c: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist ¢ rektifizierbar,
und es qilt

b
®) L= [ 1wl
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Beweis. Wir verwenden die aus der Analysis bekannte “kontinuierliche Dreiecksunglei-
chung” fiir Funktionen f: [a,b] — R™,

/abf(t)dt‘ g/ab\f(t)]dt.

Der Vollstéandigkeit halber folgt ihr Beweis. Es sei [ := ff f(t)dt € R". Fir I = 0
stimmt (4). Fiir I # 0 teilen wir die folgende Ungleichung durch |/|:

ym:<L/ﬂwﬁ :h/vaHnu+h/%ﬁMt

—/%hﬁm L fa(t) di = /<If

Schwarz
= [usona=1n [ ol

Mit der kontinuierlichen Dreiecksungleichung erhalten wir fiir jede Zerlegung Z von |a, b]:

Liaoﬂ

(4)

k
Late) = 3l =] M S
' k=1

(5) . .
/t. |c’(t)\dt:/ | (t)] dt

Um (3) zu zeigen, definieren wir die Hilfsfunktion £(t) := L(c|44); nach Bem. 2 ist £(¢)
durch L(c) beschrankt. Wir behaupten, dass ¢(t) differenzierbar ist, und zwar eine Stamm-

k

,\
INE

k=1

Also ist ¢ rektifizierbar.

funktion von |¢/(t)]. Ist t > %o, so gilt

sup von (5) t ,
(6) )~ ctt0)] < Llowa) " £ [ 1) ds
to
Nach Bemerkung 2. ist aber

L(cito,) = L(clayg) = L(Clage)) = £(t) = L(to),

und daher folgt aus (6)
0(t) — L(to)
< (t) = to) < /|c )| ds.
t— 1o t—t

Vertauscht man hierin die Rollen von ¢ und ¢y, so erhélt man in jedem Ausdruck zwei

c(t) — c(to)
t—t

(7)

Vorzeichenwechsel. Also gilt (7) sogar fiir alle t # ;. Die &ueren Seiten von (7) gehen aber
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beide gegen |/ (ty)| fiir t — to; daher existiert auch der Grenzwert des Differenzenquotienten
von ¢ und wir haben die Behauptung ¢'(t) = }c’ (to)‘ gezeigt. Also gilt tatséichlich

b
/ /(1) dt = €(b) — £(a) = L(c).
“ g

2. Vorlesung, Montag 8.5.06

2. KRUMMUNG VON KURVEN

Der Kriimmungsbegriff fiir ebene Kurven soll folgenden Postulaten geniigen:

1. Eine Gerade soll Kriimmung 0 haben. Ein positiv durchlaufener Kreis vom Radius r soll
die Kriimmung 1/r haben, ein negative durchlaufener —1/r.

2. Eine allgemeine Kurve soll als Kriimmung im Punkt ¢(¢) die Kriimmung eines “best-
approximierenden” Kreises haben.

Wenn dies so ist, dann ist das Grundpostulat der Differentialgeometrie erfiillt:

3. Differentialgeometrische Begriffe sind invariant unter Umparametrisierungen. Sie sind

auch invariant unter Drehungen und Translationen des R™.

2.1. Nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurven. Wir wollen zunéchst die Nor-

malenabbildung einer Kurve definieren, ohne Bogenlédngenparametrisierung zu verlangen:

Definition. Es sei I eine orientierte ebene Kurve, die durch eine regulire Kurve ¢: I — R?
reprisentiert sei. IThre Normale v: I — R? withlen wir so, dass die Vektoren (ﬁ, 1/) in jedem

Punkt der Kurve eine positiv orientierte Orthonormalbasis bilden.

Die Normale erfiillt also |v(t)| = 1, (v(t),d(t)) = 0 und det(¢,v) > 0.

Um eine Formel fiir die Normale anzugeben, fithren wir die orientierte 90-Grad-Drehung
ein, also die lineare Abbildung

e -0 0)-()

Dabei soll der Buchstabe J an die Multiplikation mit ¢ erinnern; entsprechend gilt auch
J? = —E,. Wir erfiillen die Definition von v, indem wir setzen

/

v=.J
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Wenn I' nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt v = J¢/. Aus unserer Darstellung folgt,
dass das Normalenfeld v: I' — S! einer orientierten Kurve I' C R? eindeutig bestimmt ist

und stetig ist.

Bei einer nach Bogenldnge parametrisierten Kurve gilt (einfache, aber wichtige Rechnung!):

1d
(", Yy = 3% (d, =0 = 1L & |v
——

=1

Weil ¢’ und v linear abhénigig sind, konnen wir definieren:

Definition. Eine ebene orientierte Kurve I' sei reprisentiert durch eine Parametrisierung
nach Bogenlinge c: I — R2. Thre Kriimmung k: I — R ist erklért durch

(8) " = kv = k= (v,d"y=(Jd, ).

Wir verstehen « als Kippgeschwindigkeit des Tangentenvektors. Deutet man c als Bewe-
gung eines Massepunktes mit Einheitsgeschwindigkeit, so ist ¢’ natiirlich die Grofle der
Beschleunigung des Massenpunktes. Die Kriimmung der Bahnkurve ist die Wirkung dieser
Beschleunigung, bzw. der dazu proportionalen Kraft mc”. Wir priifen Postulat 1 nach:

Beispiele. 1. Fiir die Gerade c(t) = tv + b mit v € S', b € R?, gilt ¢’ = 0, also auch k = 0.

2. Es sei r # 0. Dann parametrisiert
c: R — R? c(t) == (rcosz, rsinz)
T r
einen Kreis vom Radius |r| nach Bogenlénge. Das Vorzeichen von r unterscheidet die Orien-
tierung: Fiir r > 0 mathematisch positiv, fiir r < 0 der Uhrzeigersinn (warum bevorzugen
Mathematiker das erste?). Wegen

t t t t 1
9 /t:(— -, —> = :J/t:<— —’—' —):—— t
9) c(t) sin -, cos - v c(t) cos -, —sin - rc()
erhélt der mathematisch durchlaufene Kreis die innere Normale, der im Uhrzeigersinn

durchlaufene die duflere. Vergleichen wir nun

1 t 1 t 1
(1) = (= —cos =, ——sin 2 ) = ——e(1).
A(t) ~cos—, ——sin - 7ﬂzc()
mit (9), so finden wir ¢/ = v, d.h.
1
K=-—.
r

Insbesondere hat der mathematische Kreis positive Kriimmung.

Bemerkung. Das Vorzeichen der Kriimmung ist positiv in Linkskurven, negativ in Rechts-
kurven. Wenn wir die Orientierung wechseln, also statt ¢ die Kurve ¢é(t) := ¢(b — t) be-
trachten, so wechselt die Kriimmung ihr Vorzeichen.
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Da die Normale die um 90 Grad rotierte Tangente ist, stimmen die Kippgeschwindigkeiten
beider Vektoren iiberein und man kann die Kriimmung genausogut durch die Kippgeschwin-

digkeit der Normalen charakterisieren:

Satz 3. Eine ebene orientierte Kurve I' sei reprdsentiert durch eine Parametrisierung nach

Bogenlinge c: I — R? und habe die Normale v. Dann gilt
(10) V' = —kd,
bzw. das System von Differentialgleichungen fiir die Spaltenvektoren c, v,

(11) (" V) = (c,v) ( . _OFG ) .

K

Beweis. Differenziation von v = J¢' liefert

V = (Jd) = Jd" = kJv = kJ*d = —k(. .
Das autonome lineare System (11) nennt man auch die Frenet-Gleichungen einer ebenen

Kurve. Wir werden dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen spéter fiir gegebenes

k explizit 16sen.

2.2. Reguliare ebene Kurven. Viele Kurven lassen sich nicht explizit nach Bogenlénge
parametrisieren. Daher benotigt man eine Formel fiir die Kriimmung reguldrer Kurven.

Wir setzen nun Postulat 3, die Parametrisierungsinvarianz des Kriimmungsbegriffs, ein.

Satz 4. Die Kriimmung k(t) einer ebenen orientierten Kurve I, gegeben durch eine requldre
Parametrisierung c, ist

1
P

1
(Jd, "y = —=det(c, ).

(12) K = RE

Beweis. Es sei ¢ := c o ¢ eine Parametrisierung nach Bogenldnge. Nach Ketten- und Pro-
duktregel ist

(13) &= (Cop)y, ¥=(op)g’+ (o)
Wegen (Jc, ) = 0 folgt geméf Postulat 3
K= <J6’, 5"> = <Jc’ op, o gp>gp’3

Aber der Betrag von (13) liefert 1 = |¢|¢’, so dass wir insgesamt den ersten Ausdruck von
(12) erhalten.

Es bleibt noch die zweite Formel zu zeigen. Fiir jedes Paar von Vektoren v,w € R? gilt

(Jv,w) = < (_;1}2> : (;‘UU:) > = vywy — vow; = det(v, w),



13.1 — STAND: 7. SEPTEMBER 2010 ﬁ

3. VIER CHARAKTERISIERUNGEN DER KRUMMUNG

Wir geben nun einige Eigenschaften von Kurven an, fiir die die Kriimmung wesentlich ist.
Diese Eigenschaften sind lokal, d.h. durch die Kenntnis der Kurve in einer Umgebung eines
Punktes bestimmt. Wir beschréanken uns auf ebene Kurven.

3.1. Graphen und lokale Normalform. Der Graph einer Funktion f € C*(R) (es
reicht C?) 148t sich als orientierte Kurve c(t) := (¢, f(t)) auffassen. Dieser Orientierung
entspricht die Wahl der oberen Normalen v mit v, > 0. Nach (12) hat ¢ die Kriimmung

1 roon 1 _f/ 0 f//
s (7))
] Vit~ ! / Vit 2

Genau dann, wenn die Tangente horizontal ist, ist die Kriimmung die zweite Ableitung:
(14) f,(t()) =0 < Ii(to) = f/,(t0>

Beispiele. 1. Die Parabel c(t) := (£,t?) hat in 0 horizontale Tangente, f/(0) = 0, und daher

in 0 die Kriimmung (¢?)"|;—o = 2.

2. Der im Uhrzeigersinn parametrisierte Kreisbogen c¢(t) := (¢,+/1 —¢2?) hat in 0 die
. " _ !/

Kriimmung (\/1 — t2) im0 = (\/1—7%) li=0 = —1.

Umgekehrt wollen wir nun jede regulire Kurve ¢(t) als Graph iiber ihrer Tangentialrichtung
schreiben; natiirlich geht das nur lokal.

Satz 5. Es sei I' eine orientierte Kurve, reprisentiert durch c: I — R2?. Im Punkt

P = c(ty) habe c¢ die Tangente T := @Ei& und die Normale N := JT. Sei ferner k

die Krimmung von c im Punkt to. Dann gibt es eine orientierungserhaltende Parameter-

transformation ¢: (—e,e) — I mit ¢(0) = to, so dass ¢ := c o ¢ die lokale Normalform
besitzt

1
(15) é(t)=P+tT + §m2N + O(t*)N, —e<t<e.

Uberlegen Sie: Kann die Darstellung ¢ eine Parametrisierung nach Bogenlinge sein?

Beweis. Setzen wir s(7) := {c(1) — P, T'), so soll fiir die Parametertransformation ¢ gelten:

s(p(t) = (c(p(t)) — P,TY = (@(t) = P,T) 2 ¢,

Wir erfiillen aber s(¢(t)) =t und ¢(0) = t; genau dann, wenn wir ¢ als lokale Umkehr-
funktion ¢ := s~! wihlen; tatséichlich existiert s~! lokal, denn es gilt s'(tg) = (/(t),T) =
| (to)] > 0.
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Setzen wir f(t) := (¢(t) — P, N), so folgt

(16) é(t)y=P+tT + f(t)N, —e<t<e.
Offenbar gilt fiir ¢ = 0, dass f(0) = 0 und

£(0) = (¢ (p(0)2(0), N) = (¢t} (0), N) = 0.
Die Taylorreihe von f lautet also

f(t) = f(0) +tf'(0) + %t2f”(0) ro) @ %t% OB,

Einsetzen in (16) ergibt (15). O

Wir konnen aus (15) beispielsweise ablesen:

Korollar 6 (Lokale Konvexitét). Ist r(ty) # 0, so liegt die Kurve I' = [c] in einer Um-
gebung von c(ty) auf einer Seite des Tangentialraums TouI', d.h. fir samtliche t mit
0 < [t —to| < e gilt entweder {c(t) — c(to), v(to)) > 0 oder < 0.

Tatséichlich ist fiir eine eingebettete geschlossene Kurve sogar dquivalent: Das von der
Kurve links berandete Gebiet ist konvex <> #(t) > 0 fiir alle ¢ (siche Ubung 19).

Bemerkung. Fiir regulire Raumkurven gibt es eine entsprechende Normalform. Setzt man T' :=

/(¢ (¢ . . . .
é,gitg;l und N := %, so findet man wie zuvor eine Umparametrisierung mit

(17) ét)=P+tT + %thQN—i—O(t?’);

allerdings steht O(t3) € T+ C R” diesmal fiir einen Vektor.

3.2. Kriimmung als inverser Radius des Schmiegkreises. Wir wollen das zu Beginn
von Abschnitt 2 genannte Postulat 2 nachpriifen.

Aus Korollar 6 folgt:

Lemma 7. Ist k(ty) # 0, so existiert ein ¢ > 0 mit folgender Figenschaft: Fiir jedes Tripel
t1 <ty < tzin (to—e,to+e) liegen die drei Punkte c(t1), c(ts), c(t3) nicht auf einer Geraden.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von x kann man e so wihlen, dass k # 0 noch auf einem
Intervall (ty — €,to + €) gilt. Von der Geraden g durch ¢(t2) und c(t;) liegt dann nur ein
Strahl auf derjenigen Seite des Tangentialraums 7. ,), die nach Kor. 6 die Kurve enthélt.
Also kann ¢ den dritten Punkt ¢(t3) nicht treffen. O
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4. Vorlesung, Montag 22.5.06

Unter den Voraussetzungen des Lemmas sei K (t1,tq,t3) der Kreis durch die Punkte ¢(t;),
c(te), c(ts); wir benttigen nur seinen Mittelpunkt M (1, ts,t3). Wir wollen den am besten
approximierenden Kreis nun als Grenzwert dieser Kreise definieren; dabei wollen wir sagen,

dass eine Folge von Kreisen konvergiert, wenn Mittelpunkte und Radien konvergieren.

Satz 8. Es sei ¢ nach Bogenlinge parametrisiert und ¢’ (tg) # 0. Dann existiert der Grenz-

wert
}((to) = lim Z(<tl>t27t3)7

t1,t2,t3—10

der sogenannte Schmieg- oder Kriimmungskreis von ¢ in to. Er hat den Mittelpunkt

C”(t0>
M(ty) := i M(ty,ty,t3) = c(t [ZERER
( O) tl,tgftr;l—ﬂio ( 1,02, 3) C( 0) + ’C”(to)|2
. . 1 1
und damit den Radius [@(to)] — Ir(to)]”

Beweis. Wir wihlen € wie im Lemma. Fiir ¢; < to < t3 in (t9 — €,tp + €) betrachten wir die

Funktion A(t) := %‘c(t) - M(tl,tz,tg)‘Q. Sie erfiillt h(t1) = h(te) = h(ts), weil die drei Punkte

c(t;) auf dem Kreis liegen. Daher liefert der Mittelwertsatz die Existenz von & € (t1,t2) und
& € (t2,t3), so dass gilt

0=n'(&) = (¢(&), c(&) — M(t1,t2,t3)), fir i = 1,2.

Erneute Anwendung des Mittelwertsatzes liefert ein n € (£1,&2), so dass
0="n"(n) = ("(n), e(n) = M(t1,t2,t3)) + | ()] .
——
=1
Im Grenzwert t1,ts,t3 — to gehen auch & und 7 gegen ty. Die letzten beiden Gleichungen ergeben

<c’(to), c(tog) — M(t0)> =0 und <c"(t0), c(to) — M(t0)> = _1.

/!

Wegen ¢ (ty) L ¢ (to) folgt daraus wie gewiinscht c(to) — M (ty) = —%; insbesondere existiert
der Grenzwert M (tg) tatsdchlich. O

Wir verzichten hier auf die Behandlung des Falles ¢’ (to) = 0.
Bemerkung. Entsprechend kann man Raumkurven durch einen Kriimmungskreis im Raum

approximieren; man muss dann die Normalform (17) benutzen.

3.3. Linge von Parallelkurven. Ist c¢: I — R? eine parametrisierte Kurve, so nennen

wir die parametrisierte Kurve
ca(t) == c(t) + dv(t)

eine Parallelkurve zu ¢ im Abstand d € R.
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Beispiel. Ein positiv orientierter Kreis vom Radius r hat als Parallelkurven Kreise vom
Radius |r — d| (fiir d = r ist dies ein Punkt).

Ist ¢’ regulér, so hat nach (10) die Parallelkurve den Tangentenvektor
(18) =7 +d/ =(1—-dr).

Gilt also 1 — dr(t) # 0 fiir alle t € I, so ist auch ¢, regulir.

Wir verlangen von nun an fiir ¢, d die stéarkere Bedingung

(19) 1 —dr(t) > 0.

Ist beispielsweise |k| < K # 0 (ein solches K existiert immer fiir I kompakt), so ist (19)
erfiillt fiir d € (—%, %), denn 1 — dk(t) > 1 — |[d||s(t)| > 1 — |d|K > 0.
Aus (18) folgt Jc, || J¢; gilt zusétzlich (19), so zeigen beide Vektoren in die gleiche
Richtung. Also folgt

vq(t) = v(t) fir alle t € 1
und die Normalen #ndern sich beim Ubergang zu jeder Parallelkurve cq nicht. Weiterhin

folgt aus (19), dass || = (1 — dr)|c/|, was durch Integration ergibt:

Satz 9. Ist c: [a,b] — R? nach Bogenlinge parametrisiert, und gilt (19) fir alle t € I und
d € R, so haben die Parallelkurven c4(t) = c(t) + dv(t) die Lange

(20) L(ca) = L(c) — d / (t) dt.

Die Funktion d +— L(cq) ist also linear! Um die Kriimmung zu messen, geniigt es damit,
das Léngenelement von Parallelkurven zu bestimmen; genauer folgt aus (20) nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung

1 1

li(to) = E ll_I)I[l) %(L(C(to — €,t0 + 8)) — L(Cd(tg — &, to + 8)))

3.4. Die Ableitung des Tangentenwinkels. Wie kann man Winkel darstellen?
e Reprisentiert man sie eindeutig durch das Intervall [0, 27), so sind sie unstetig.
e Wihlt man sie stetig, so muss man sie als reelle Zahl auffassen, und sie sind nicht mehr

eindeutig.
Weil wir Winkel noch differenzieren wollen, entscheiden wir uns fiir die zweite Variante:

Lemma 10. Es seic: [a,b] — R? nach Bogenlinge parametrisiert. Dann gibt es eine glatte
Funktion ¥ [a,b] — R, so dass

(21) d(t) = (cosd(t),sind(t))

Jede andere solche Funktion unterscheidet sich von 9 nur um Addition eines ganzzahligen
Vielfachen von 2.
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Entsprechendes gilt fiir jede andere S'-wertige Funktion an Stelle von ¢’. In der Topologie
bezeichnet man ¢ als den Lift oder die Hochhebung der S'-wertigen Abbildung ¢ in die
Uberlagerung R von S'.

Beweis. Wir zeigen die Existenz eines Liftes sukzessive in drei Fallen:

1. ¢ hat Werte im rechten Halbkreis S' N {z € R? | z; > 0}.

2. ¢ hat Werte in einem festen Halbkreis S' N {z € R? | (x,v) > 0} fiir v # 0.
3. Allgemeiner Fall.

1. Ist v € St ein Vektor mit v; > 0, so gilt:
)

v
v=(cos?,singd) <= tand=— < IneZ:Y=arctan— + 2mn.
U1 U1

Fiir die zweite Aquivalenz muss man beachten, dass tan die Periode 7 hat; allerdings gilt
vy =cost >0 Je (-3, %)+ 2nZ.

Wir konnen also setzen

c5(t)
ci(t)

mit n € Z. Es gilt aber: ¥ stetig < n konstant; fiir ¢ glatt ist nach (22) dann auch ¢ glatt.

(22) Y(t) := arctan + 2mn(t)

2. Nach Drehung um einen Winkel —¢ liegt das Bild von ¢ im rechten Halbkreis. Man
wendet darauf (22) an, und addiert zu ¢ dann .

3. Die Funktion ¢': [a,b] — S' C R? ist gleichmBig stetig. Zu ¢ = /2 gibt es daher ein
d > 0, so dass aus |s — t| < ¢ folgt ’c’(s) - c’(t)} < /2. Also liegt das Bild jedes Intervalls
(t—9,t+0) in einem Halbkreis. Wir zerlegen nun [a, b] in endlich viele Intervalle der Form
I = (a+ (k—1)8, a+ (k+1)0) N[a,b] mit k =0,..., ko. Wir wollen Induktion benutzen.
Auf I liefert Schritt 2 einen Lift; dabei ist n € Z frei wahlbar. Hat man auf I, schon einen
Lift gewahlt, so ist durch Schritt 2 eine eindeutige stetige Fortsetzung nach Ij.; bestimmt
(sogar glatt fiir ¢ glatt). O

Aus (21) folgt ¢’ = ¢'(—sind, cos¥) = ¢¥'v. Durch Vergleich mit (8) erhalten wir
(23) k=1

als eine Charakterisierung der Kriimmung: Die Kriimmung ist die Rotationsgeschwindigkeit

des Tangentenvektors.

Wir wollen die Gleichung nun zweimal aufintegrieren, wobei wir annehmen, dass ¢ auf |a, b|

definiert ist: Erstens ist



14 K. GROSSE-BRAUCKMANN: DIFFERENTIALGEOMETRIE

und zweitens

o
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o
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I
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Q\
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N—
QU
»
I

/at ( cosV(s) )ds — < faicoS(ﬁ(a) 1’ f; k(o) do) ds > |

sin () [ sin(d(a) + [’ k(o) do) ds
Dies ist die explizite Losung des Differentialgleichungssystems (11):

Satz 11 (Hauptsatz fiir ebene Kurven). Es seien r: I — R glatt (bzw. stetig), p € R?,
veS, undty € I. Dann gibt es genau eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene glatte

(bzw. C?-)Kurve c: I — R?, die in t die Kriimmung k(t) hat, sowie die Anfangswerte
c(to) =p, d(to) = v.

Es folgt: Gerade und Kreise sind die einzigen ebenen Kurven konstanter Kriimmung.

Bemerkungen. 1. Fiir Raumkurven gibt es ebenfalls einen Hauptsatz, d.h. zu vorgegebener Kriim-
mung und Torsion gibt es eine Kurve in R3; sie ist eindeutig bestimmt bis auf Bewegungen
(oder durch entsprechende Anfangsbedingungen). Also sind beispielsweise Helices die einzigen
Kurven mit konstanter Kritmmung und Torsion. Weil man keinen Tangentenwinkel ¥(¢) mehr zur
Verfiigung hat, mit einem abstrakten Satz l6sen: Das Problem wird auf den Satz von Picard-
Lindelof zuriickgefiihrt (siehe [B], S.701f).

2. (vgle. Spallek [Sp] S. 57/58]) Straflenkurven werden mit x stiickweise linear in ¢ trassiert, damit
beim Autofahren der Lenkradeinschlag zu einer stetigen Funktion der Zeit wird. Nach Satz 11
existieren Kurven ¢ mit k linear; sie heissen Klothoiden oder Stralenbauer-Spiralen und sind nicht
elementar integrierbar (sieche Aufgabe 15). Sie werden so aneinander gesetzt, dass die entstehende
Kurve, also die Strafe, der Klasse C? angehort. Bis 1937 wurden StraBen offenbar nur als C'-
Kurven trassiert. Im Eisenbahnbau hat man bereits linger C2-Kurven verwendet, jedoch arbeitet

man mit Stiicken kubischer Parabeln. Im allgemeinen muss man mit Raumkurven arbeiten.

6. Vorlesung, Montag 12.6.06

3.5. Ausblick: Globale Eigenschaften ebener Kurven. Die Kriimmung ist eine lokale
Eigenschaft einer orientierten Kurve: Es reicht, die Kurve in der Umgebung eines Punktes
zu kennen, um sie fiir diesen Punkt zu berechnen. Auch die Bogenldnge kann man auf

Teilstiicken berechnen, ohne dass der Rest der Kurve das Ergebnis beeinflusst.

Globale Aussagen sind dagegen Aussagen, die die Kenntnis der ganzen Kurve voraussetzen.
Wir geben einige Aussagen fiir geschlossene reguldre ebene Kurven an, also Abbildungen
c: [a,b] — R? mit c(a) = ¢(b), d(a) = ' (b), '(a) = "(b). Die Kurve c heisst einfach oder
eingebettet, wenn c|,4) injektiv ist. Wir geben einige Beispiele solcher Aussagen an, auch
wenn wir sie in dieser Vorlesung nicht ndher behandeln kénnen (man findet Beweise z.B.
in Bér [B]).
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Vierscheitelsatz:
Eine einfach geschlossene ebene Kurve hat mindestens vier Punkte, in denen die Kriimmung

kritisch ist (dass sie zwei hat, ist klar — warum?).

Jordanscher Kurvensatz:

Jede einfach geschlossene ebene Kurve zerlegt R? in zwei Zusammenhangskomponenten,
davon eine kompakt (das Innengebiet) die andere nicht kompakt. Der Satz gilt sogar fiir
C°-Kurven.

Isoperimetrische Ungleichung:
Unter allen einfach geschlossenen ebenen Kurven ist der Einheitskreis diejenige Kurve, die

ein Gebiet des Flacheninhalts m mit kiirzester Lénge berandet.

5. Vorlesung, Donnerstag 2.5.02

3.6. Die Umlaufzahl einfacher Kurven (nur 2002).

Satz 12 (Hopfscher Umlaufsatz, 1935). Eine einfache geschlossene Kurve ¢ hat Umlaufzahl
n. € {£1}.

Lemma 13 (Liftung). Fir A C R" kompakt und sternférmig sei v: A — St stetig. Dann
gibt es eine stetige Funktion v: A — R mit

(24) 7(p) = (cosd(p),sind(p)).

Je zwei solche Funktionen haben als Differenz ein ganzzahliges Vielfaches von 2.

Bemerkung. Das Lemma gilt allgemeiner fiir Gebiete ohne Loch, sogenannte einfach zu-
sammenhdngende Gebiete (Aufgabe 77).

Gegenbeispiel. Auf dem Kreisring {z € R? | 3 < |z| < 1} (mit Loch) ist v(z) := {2 cine

Funktion, die wir nicht wie in (24) liften kénnen.

Beweis. OBdA sei A sternférmig beziiglich 0. Wir legen 9(0) willkiirlich fest, so dass (24)
gilt; dies entspricht der Wahl einer Zahl k € Z wie in (22). Nun legen wir ¢ auf ganz A
dadurch fest, dass ¥ auf jedem Strahl durch O eine stetige Funktion sein soll, die (24)
geniigt. Eine solche Funktion existiert laut Lemma 13.

Es bleibt die Stetigkeit auf A zu zeigen. Da v auf dem Kompaktum A gleichméBig stetig
ist, existiert ein § > 0, so dafl ’Y(Bg(p)) C Halbkreis(fy(p)) :={q €S| {q,7(p)) > 0}, und
zwar unabhéngig von p € A.

Es sei nun x € A und y € Bs(x). Die Hilfsfunktion h(s) := J(sz) — 9(sy) ist wegen der
Sternférmigkeit von A fiir s € [0, 1] definiert und nach Wahl von ¢ stetig. Wir behaupten
h(s) € (=%, %). Nach Wahl von ¥ gilt ~(0) = 0. Nehmen wir an, es gibt ein s mit |A(s)| > 7.

202
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Wegen der Stetigkeit von A existiert dann ein s € [0, 1] mit |h(s)| = § (Zwischenwertsatz).
Aber einerseits ist |soz — soy| = so|r — y| < 0, d.h. der Punkt sgy liegt im 6-Ball um sgz.
Andererseits liegt y(soy) nicht im Halbkreis um ~(soz). Widerspruch.

Auf jedem Ball Bs nimmt ¢ also Werte in einem Halbkreis an und erfiillt dort (24). Aber
auf einem Halbkreis ist (24) umkehrbar. Daher ist 9 stetig. O

Beweis des Umlaufsatzes. Wir schreiben die geschlossene Kurve als ¢: [0, 1] — R2. Es gibt
stets einen Punkt c(¢y) auf der Kurve, so dass der Tangentenstrahl {c(to) + sc(t9) | s > 0}
die Kurve nicht schneidet; tatséchlich enthilt jede Gerade, die tangential an die konvexe
Hiille der Kurve ist, einen solchen Punkt. Wir wiahlen nun als Markierungspunkt ¢, = 0,

verschieben die Kurve, so dass ¢(0) = 0, und drehen sie schliellich, so dass ‘2128% = (1,0);

dies éndert die Umlaufzahl nicht. In dieser Lage schneidet ¢ die positive z-Achse nicht.

Wir unterscheiden nun zwei Félle. Entweder ist fiir kleine ¢ > 0 die zweite Komponente
von ¢(t) positiv oder negativ. Wir betrachten zunéchst den ersten Fall.

Sei A:={(s,t) e R* | 0 < s <t <1} (Bild). Dass c einfach ist, bedeutet c(s) # c(t) fiir
s # t, abgesehen von (s,t) = (0,1). Da ¢ regulér ist, ist ¢ # 0. Also definiert die Sekanten-
bzw. Tangentenrichtung eine Funktion v: A — St

|Zg;:28| fiir s < ¢t und (s,t) # (0, 1),

v(s,t) = IZ’EE;I fir s = t,
—% fiir s=0und ¢t = 1.

Nach Definition von ¢ ist v stetig auf A. Nach dem Liftungslemma gibt es einen stetigen
Winkel ¢: A — R der Sekanten-/Tangentenrichtung ~. Auf der Diagonalen ist ¢ — (¢, )
der Tangentenwinkel von ¢. Daher ist n, = 5= (¢(1,1) — 9(0,0)) die Umlaufzahl.

Wir wollen nun n, berechnen, indem wir (s, ) lings der beiden achsenparallelen Rand-
kurven von A verfolgen, d.h. lings der Kurven ¢ — ¢(0,¢) und s +— 9(s, 1). Wir fiihren also
erst den einen Sekantenpunkt ¢(t) einmal um die Kurve herum, dann den anderen ¢(s). Wir
konnen festlegen 9(0,0) = 0. Im ersten Fall behaupten wir, dass n, = 1 gilt; wir miissen
also 9(1,1) = 27 beweisen.

Nun ist 9(0,t) gerade der (stetige) Winkel des Vektors c¢(t) mit der ax-Achse. Da ¢ die
positive z-Achse nicht mehr schneidet, ist einerseits 9(0,¢) # 0 mod 27. Andererseits ist
(im ersten Fall) ¥(0,t) positiv fur kleine . Also liegt J(0,¢) im Interval (0,2m) fur ¢ # 0,
und wegen (0, 1) = 7 mod 27 muss gelten ¥(0,1) = .

Die Funktion (s, 1) beschreibt den Winkel von —¢(s) mit der x-Achse; fiir sie kénnen wir
genauso argumentieren: Einerseits ist J(s, 1) # 7 mod 27 fiir s # 0. Andererseits ist ¥(s, 1)
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grofler als 7 fiir kleine s. Daher gilt ¥(s,1) € (7, 37), und wegen ¥(1,1) = 0 mod 27 folgt
wie gewiinscht 9(1,1) = 2.

Im zweiten Fall erhélt man als ¥-Intervalle (—27,0) und (=37, —7), so dass man analog
Y¥(1,1) = =27, also n. = —1, zeigen kann. O

3.7. Die Windungszahl und Funktionentheorie (nur 2004). Wir fragen: Wie oft
lauft eine geschlossene orientierte Kurve I' = [c: 0,T] — RQ] um einen Punkt p ¢ I'?

Wir stellen zuerst fest, dass wir das Liftungslemma 10 nicht nur auf die Kurve der Tan-
gentialvektoren ¢ € S! anwenden konnen: Es liefert sogar fiir jede stetige Kurve nach S*
einen Lift ©. Wir wollen das Lemma speziell auf die Radialprojektion ¢ — p anwenden, also
auf die von p € R?\ ¢([0,7]) abhiingige Kurve

_ct)-p
0= =)

Fiir jedes p liefert das Liftungslemma eine glatte Funktion ¢ mit v(t) = (cos ¥(t), sin9(t)).

v:[0,T] — S,

Als Antwort auf unsere Frage erhalten wir:

Definition. Die Zahl
1
n(e,p) == 2—(79(T) —9(0)) €Z fiir p € R*\ ¢([0,77),
T
heifit Windungszahl von ¢ um p. Da die Windungszahl invariant unter orientierungserhal-

tenden Umparametrisierungen ist schreiben wir auch n(L, p).
Wir kénnen nun eine Aussage beweisen, die in der Funktionentheorie aus Bequemlichkeits-
griinden meist eine Definition darstellt:

Lemma 14. Sei I' = [c: 0,7] — (C] eine orientierte ebene geschlossene Kurve (glatt

oder C'). Ihre Windungszahl kann man als (komplexes) Kurvenintegral schreiben:

dz
(25) nep) =5 [ 55 peT

Beweis. Der glatte Lift ¢ von ~ gestattet es, Polarkoordinaten um p einzufiihren:
c(t) = p = r(t)e”"

Dabei ist r(t) := |c(t) — p| > 0; insbesondere gilt (0) = r(T). Der Rest ist Rechnung:

d . T /t T /i19+~19/ 0 T 7
/ © D:f'/ ‘() dt:/ L dt:/ i dt
rz—p o c(t)—p 0 re’ o T

= [logr + ], = i(9(T) —9(0)) = 2min(c,p)
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3.8. Der Jordansche Kurvensatz fiir differenzierbare Kurven (nur 2004). Wir

befassen uns hier mit der vielleicht wichtigsten Aussage iiber folgenden Typ von Kurven.

Definition. Eine Jordan-Kurve ist eine injektive stetige Abbildung c: [a,b] — R? mit
c(a) = c¢(b). Man sagt auch, c ist eine einfache geschlossene (stetige) Kurve.

Beispiele. 1. Den Rand eines Dreiecks kann man als Jordan-Kurve auffassen.
2. Der zweimal durchlaufene Kreis St 3 e + 2% ist keine Jordan-Kurve.

3. Eine konstante Kurve ist keine Jordan-Kurve.

Wegen der Injektivitét ist es iiblich, eine Jordan-Kurve mit ihrer Spur identifizieren, I' =
¢([a, b]). Wir wollen nun R? \ T' untersuchen.

Satz 15 (Jordanscher Kurvensatz, Jordan 1892 (Vermutung), Veblen 1905 (Beweis)). Eine
Jordan-Kurve T' zerlegt R? in zwei offene und nicht leere Zusammenhangskomponenten,d.h.
R2\T = V; UVs. Weiterhin gilt: Jede Menge V; hat den Rand T, also V1\Vi = Vo\Va =T,
und der Abschluss von genau einer Komponente, z.B. von Vi, ist kompakt (Vi heisst dann

Innengebiet von I').

Wir erldutern zunéchst den Satz. Die Abbildung c ist stetig und [a, b] ist kompakt. Also
ist auch I' C R? kompakt. Es folgt, dass R?\ T eine offene Menge ist. Ist X C R™ (oder X
metrischer Raum) und z,y € X, so bildet

x o~y L= 3 stetige Kurve in X von x nach y

eine Aquivalenzrelation, deren Klassen die ((Weg-)Zusammenhangs-)Komponenten von X
heifen.

Beispiel. R?\S! hat zwei Komponenten, {|z| < 1} und {|z| > 1}. Warum gibt es tatsiichlich
keine stetige Kurve von (0,0) nach (0,2) in R?\ S'?

6. Vorlesung, Montag 17.5.04

Bemerkung. Peano-Kurven sind stetige surjektive Kurven [0, 1] — [0, 1]?, also geschlossene
Kurven ohne Innengebiet. Der Jordansche Kurvensatz sagt, dass solche Beispiele nicht in-
jektiv sein konnen. Es ist allerdings moglich, dass eine Jordan-Kurve I' positives Lebesgue-
Maf hat, A\o(I") > 0! Lesen Sie hierzu die Einfiihrung zu Kapitel 8 in Sagan [S].

In der angegebenen Allgemeinheit erfordert der Beweis des Kurvensatzes Mittel aus der To-
pologie. Sie finden ihn in z.B. in Munkres, Topology (2nd ed. 2000, S.390ff). Wir behandeln
hier nur den einfachen Spezialfall, dass ¢ eine glatte reguliire Kurve ist (C' reicht).

Zum Beweis zerlegen wir das Komplement der Kurve in Komponenten,

R*\T = V..

el
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Die V; # () sind paarweise disjunkte Mengen, die offen sind (warum?). Wir zeigen den

Kurvensatz fiir C''-Jordan-Kurven durch zwei Lemmata.

Lemma 16. Ist die Jordankurve ¢ € C' requlir, so gilt |I| < 2, d.h. T zerlegt R? in

hochstens zwei Komponenten.

Beweis. Die einzige nicht-leere offene Teilmenge von R2, die keine Randpunkte besitzt,
ist R%. Wegen I" # () gilt natiirlich V; # R? und deshalb besitzt jedes V; Randpunkte. Diese
Randpunkte miissen in der abgeschlossenen Menge I' liegen.

Wir parametrisieren die reguliire Kurve I' nach Bogenliinge, c: [0, L] — R% Wir betrachten

nun Parallelkurven von ¢ als eine Abbildung von zwei Variablen,

F(t,d) = cq(t) = c(t) +dv(t): [0,L] x (—¢,e) — R2.

Wir behaupten, dass es ein € > 0 gibt, so dass gilt: Die beiden Mengen
X :=F([0,L] x (=&,0)) und Y :=F([0,L] x (0,¢))

sind disjunkt zu I'. Weil sie selbst zusammenhéngend sind, miissen sie dann jeweils in einer
Komponente enthalten sein. Andererseits ist offenbar die abgeschlossene Menge I' eine
Teilmenge der offenen Menge F’ ([0, L] x(—¢, 5)) Also kann es hoéchstens zwei Komponenten
von R? \ T" geben, was gerade die zu beweisende Aussage ist.

Wir beweisen nun die Behauptung. Zuerst behandeln wir die lokale Frage: (i) Trifft ein
kurzer normaler Strahl die Kurve in einer kleinen Umgebung des Fulpunkts? Danach
behandeln wir das globale Problem: (4i) Trifft der Strahl den Rest der Kurve?

(i) Weil ¢’ gleichméBig stetig ist, existiert ¢ > 0, so dass fiir [t — s| < 6 gilt |/(t) — (s)| <

5. Fiir jedes solche Paar s,t¢ betrachten wir nun die Punkte ¢(¢) und c¢q(s). Wir zeigen
[t—s]
T2
Hilfspunkt p := ¢(s) 4+ ¢ (s)(t — s). Es gilt einerseits

(t) =1l = | (e0) = ) = ()t —5)| = | [ () — () dr| <
und andererseits (Pythagoras)
Ip— ca(s)| = ‘(c(s) +d(s)(t—s)) — cd(s)‘ = V-2t &> |t—s|.

Also ist tatsichlich |e(t) —cq(s)| > |p—ca(s)| — |c(t) — p| > “;—s' Dies zeigt, dass der ganze

zuerst, dass ihr Abstand wenigstens ist. Dazu betrachten wir die Absténde zu einem

[t = s

Strahl d — ¢,(s) die Kurve ¢ in der 4-Umgebung von s nicht trifft.

(7) Um den “Rest” der Kurve zu behandeln, betrachten wir nun die abgeschlossene Menge
M(t) :=c([0, L]\ (t = 6,t + &)) (oBdA liegt das herausgenommene Intervall in [0, L]). Die
Funktion

fi[0,L] = [0,00),  tdist(c(t), M(t))
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ist stetig. (Man muf hierzu erklaren, wann eine Mengenfunktion ¢ — M () stetig heifit;

wir lassen die Details aus.)

Die Einbettung von ¢ ergibt f > 0. Weil f auf einem Kompaktum definiert ist, nimmt f
ein positives Minimum 2¢ > 0 an. Also hat der Strahl d — ¢4(s) fiir 0 < |d| < € mindestens
Abstand e zur Restkurve M, d.h. er trifft M nicht. O

Wir kommen nun zum zweiten Lemma:

Lemma 17 (Jordanscher Trennungssatz). Ist die Jordankurve ¢ € C' regulir, so gilt

|I| > 2, d.h. T zerlegt R* in mindestens zwei Komponenten.

In Munkres [M], §61 finden Sie den Beweis fiir C°-Kurven. Im C'-Fall gibt es auch noch
einen schonen Beweis durch den Greenschen Integralsatz in der Ebene, siche Munkres [M],
Exercise 2, 5.406. Auch in diesem Beweis wollen wir der Kiirze wegen ein Detail nur skiz-

zieren.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass X und Y zu zwei verschiedenen Komponenten gehoren.
Dazu reicht es, eine stetige Funktion auf R? \ I anzugeben, die

(7) auf jeder Komponente konstant ist, aber

(i) auf X und Y verschiedene Werte annimmt.

Wir behaupten die Windungszahl p — n(T, p) erfiillt dies.

Zunichst zeigen wir (i) d.h. p— n(c,p) = 5= (9(b) — ¥(a)) ist konstant auf jeder Kompo-
nente V;. Aus dem Beweis des Liftungslemmas sieht man, dass die Radialprojektion von ¢
beziiglich p stetig von p abhéngt; also tut dies auch der Lift 9. Also ist p — n(c, p) stetig.
Andererseits ist n(c,p) € Z. Wir behaupten, dass n(c,.) auf V; konstant ist. Wéhlen wir
nun ein Punktepaar x,y € V;, so gibt es einen stetigen Weg ~(¢) von z nach y, also ist
auch t — n(c, ’y(t)) € Z stetig, also konstant. (Wer es kennt: Wir haben hier die allgemeine

Tatsache benutzt ,,wegzusammenhingend = zusammenhéngend*).

Um (4i) zu zeigen, behaupten wir zuerst: Auf dem AufBlengebiet V5 ist n(c,p) = 0. Tat-
séchlich liest man dies direkt aus dem Beweis des Liftungslemmas 10 ab: Wahlt man einen
Halbraum, der die Kurve I' enthélt, so nimmt fiir jedes p auflerhalb dieses Halbraums der
Winkel ¥ nur Werte in einem w-Intervall an, und wird wie in (22) gegeben. Also stimmt er

fiir eine geschlossene Kurve in a und b iiberein.
Andererseits behaupten wir dass auf dem Innengebiet V; gilt n(c,p) = +1.

Wir wihlen einen Punkt ¢y € [a,b], o0BdA. ist ty € (a,b). Um die Situation zu vereinfachen,
betrachten wir zuerst den Spezialfall, dass ¢ in einer Umgebung von t, eine Strecke in R?
parametrisiert; die Umgebung sei durch a < t_ <ty < t; < b gegeben. Wir nennen dies
Geradenstiick g(t) := c|p_1,]-
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Wir betrachten nun Punkte p, := c(to) +dv(to), wobei d # 0 klein genug sei, so dass pg & I
Wir ermitteln nun die Winkeldifferenz von g beziiglich der Punkte py,

1

d— n(g,pa) = g(ﬁd(ﬂ) — Ja(t-))-

Die Definition von 9 als Winkel der Radialprojektion von t — pg — ¢(t) zeigt: Fiir d — 0
geht ]0d(t+) — ﬁd(t_)‘ — m. Der Grenzwert ohne Betriage hingt jedoch vom Vorzeichen von
d ab: die Normale dreht in S' ,,unten® oder ,oben“ herum; einer der Grenzwerte ist 7, der
andere —m. (Analogie: Thre Kopfdrehung, wenn Sie einem vorbeifahrenden Auto auf einer
Strafie folgen, wobei Sie auf der einen oder anderen Seite der Strafie stehen). Daraus folgt

[l n(g. pa) = n(g,p-a)| = 1.

Die Windungszahl springt also um 1, wenn py die Kurve I' iiberquert. Da auf dem Auflenge-

biet die Windungszahl 0 ist, muss sie im Innengebiet also +1 sein (je nach Durchlaufsinn).

Von der speziellen Annahme, dass c([t,, t+]) ein Geradenstiick ist, kann man sich schnell
befreien: Nach der Normalform (15) einer reguldren differenzierbaren Kurve weicht ¢ lokal
beliebig wenig von einer Strecke ab. Man erhélt daher die obigen Formeln mit einem Fehler,
der fiir t+ — 0 gegen 0 geht. Wir lassen die Details aus. U

6. Vorlesung, Mittwoch 8.5.02

4. FRENET-THEORIE FUR KURVEN IN R" (NUR 2002)

4.1. Frenet-Kurven.

Definition. Eine Kurve c: [a,b] — R™ heifit Frenet-Kurve, wenn die Vektoren ¢'(t), ¢’(t),

, "=U(¢) fiir alle t € [a, b] linear unabhingig sind.

Beispiele. 1. In R? ist eine regulire ebene Kurve immer Frenet-Kurve.

2. In R3 ist eine Gerade keine Frenet-Kurve, aber ein Kreis ist es.

Wir wollen uns auf Frenet-Kurven beschrinken, wenn wir gleich Kriitmmungen definieren.

Der Rahmen ¢, n, b wird verallgemeinert durch:

Lemma 18. Eine Frenet-Kurve ¢ bestimmt eindeutig n glatte Vektorfelder e;: [a,b] — R™,
den sogenannten begleitenden Frenet-Rahmen (oder das Frenet n-Bein), mit:

(i) Die Vektoren ey, ..., e, bilden fir jedest € [a,b] eine positiv orientierte Orthonormal-
basis, also (e;,ej) = &;; fir alle i,j und det(eq, ..., e,) = 1.

(i) Firi=1,...,n—1 gilt: span(ey, ..., e;) = span(c,...,c") und {e;, V) > 0.
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Beweis. Mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren definieren wir:

S el (AN G e s
1 - ‘Cll ) 2 - ‘C” — <c”’ €1>61 ) ey n—1 - ‘C(n—l) _ Z?;f(c(n—l)’ 6]>6]‘ .

Fiir Frenet-Kurven sind die rechten Seiten definiert, und es sind jeweils glatte Funktionen
von t. Der letzte Vektor e, ist durch (7) eindeutig bestimmt (und ebenfalls glatt). O

Wir verallgemeinern nun die Matrixgleichung (11). Dabei erhalten wir n — 1 Kriimmungen

als Verallgemeinerung von x, 7 des dreidimensionalen Falles.

Satz 19. Ist ¢ nach Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve mit Rahmen e1(t), ..., ey(t),
so gibt esn—1 Funktionen k1, ..., Kk, 1: [a,b] — R, die sogenannten Frenet-Kriimmungen,
mit
0 K O 0
—k1 0
(26) (eleh.e) = (ereaen) | O oo
................... Kn_1
0o ..... —Kp—1 0
und Ki,...,Kp_o > 0.

Wir schreiben abkiirzend die n x n-Matrizen in (26) als E'(t) = E(t) K (t).

Beweis. Sei zuniichst i < n. Wir setzen r; := (€}, e;,1). Nach (i) ist e; € span{c,...,c®},
d.h. e; eine Linearkombination der Ableitungen von ¢. Durch Ableiten dieser Linearkom-
bination folgt e, € span(c,...,c(*Y) = span(ey,...,e;;1). Dies bedeutet aber, dass die

hinteren Zeileneintriage von K verschwinden: (€}, e;19) = ... = (e}, e,) = 0.

Schlieflich ist K schiefsymmetrisch, denn fiir alle 7, j gilt 0 = (e;, e;)" = (e}, e;) + (ei, €]).
Daraus folgt (26).

Fiir i <=n — 2 sind die x; positiv:

@ 53 e (i+1) ’
c )€ (%) c (44)
(€}, €iy1) = < ( : P ,€i+1> = < : 1 7€i+1> > 0.
@ =325 el @ = 325=1 (s el

Bei () haben wir folgendes benutzt: Fiir j < i — 1 ist €} € span(ey,...,¢;), und dieser

Raum steht senkrecht auf e;41; auch e; selbst und ¢® stehen senkrecht auf e;+1. Daher
tragt nur der angegebene Term des abgeleiteten Ausdrucks zum Skalarprodukt bei. U

Bemerkungen. 1. Damit x; erklirt werden kann, miissen nur die ¢ Vektoren ¢, ..., ¢ linear
unabhéngig sein.
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2. Ist ¢(s) nicht nach Bogenlidnge parametrisiert, so ist x; := ﬁ(e;, ei+1) die parametrisie-
rungsunabhéngige Gréfle. Nur x,,_; dndert sich unter orientierungsvertauschenden Umpa-

rametrisierungen.

4.2. Hauptsatz der Kurventheorie. In Satz 11 haben wir gezeigt, dass die Kriimmung
eine ebene Kurve bis auf Bewegungen (Translationen und Drehungen) bestimmt. Entspre-
chendes gilt fiir Raumkurven bei gegebenen Frenet-Kriimmungen. Anstelle der expliziten

Integration miissen wir dazu allerdings eine Differentialgleichung l6sen.

Satz 20. Seien ki, ..., k,—1 glatte Funktionen mit k1, ..., Kk,—2 > 0 auf (a,b) > ty. Ferner
sei p € R™ und (el(tg), o ,en(to)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis. Dann gibt
es genau eine nach Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve c: (a,b) — R™ mit folgenden
Figenschaften:

e ¢ hat als Anfangswerte c(to) = p und den Frenet-Rahmen (e;(to)) zur Zeit ty.

1<i<n
e Die Frenet-Krimmungen von ¢ sind K1, ..., Kk,_1 fir jedest € (a,b).

Die Helices haben konstante Kriimmung und Torsion. Weil ihre Kriimmung jeden positiven
Wert, und die Torsion jeden Wert annehmen kann, ergibt aus dem Hauptsatz folgende
Aussage: Jede Kurve konstanter positiver Kriitmmung und konstanter Torsion ist eine Helix

(moglicherweise ist h = 0, d.h. die Helix ein Kreis).

Beweis. Die Funktionen x; definieren eine Matrix K wie in (26). Gesucht ist zunéchst die
Matrix E(t) = (e1(t),...,e,(t)). Sie ist Losung des linearen Differentialgleichungssystems
1. Ordnung

(27) E'(t) = E()K(1).

Dieses System hat nach dem Existenzsatz eine Losung E(t) zu gegebenem Anfangswert
E(ty) := (e1(to), - - -, en(to)). Wir miissen aber noch folgendes zeigen:

1. Nicht nur fiir ¢y, sondern fiir alle ¢ ist E(t) eine positiv orientierte Orthonormalbasis,
d.h. E(t) € SO(n).

2. Es gibt eine Frenet-Kurve ¢(¢) mit Frenet-Rahmen E(t) und -Kriimmungen &;(t).

3. ¢ ist eindeutig bestimmt.

1. Wir zeigen dazu ET(t)E(t) = 1,, und det E(t) = 1. Dazu leiten wir zuerst aus (27) eine
Differentialgleichung her, die von EET erfiillt wird:

(E'E) = E"E+ E'E' = K" (ETE) + ETEK,

d.h. die Matrix F(t) := ETE(t) erfiillt ' = KTF + FK. Diese Differentialgleichung wird

T

wegen K = —K7 einerseits von F' = 1,, gelost. Andererseits ist auch ETE eine Losung mit

demselben Anfangswert (ETE)(ty) = 1,, denn die ¢;(t) bilden ein Orthonormalsystem.
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Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir Differentialgleichungen folgt ETE = 1,,. Damit haben
wir E € O(n) gezeigt, also det E(t) € {£1}. Aber E ist als Losung von (27) stetig in ¢,
und det E(tg) = 1. Es folgt det E(t) = 1, und damit E(¢) € SO(n) fiir alle ¢. Damit ist die
definierende Eigenschaft (i) eines Frenet-Rahmens fiir £ bestétigt.

7. Vorlesung, Mittwoch 15.5.02

2. Die nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve ¢(t) := p + jz) e1(s) ds erfullt

s Def. c (26)

/! / /" / /
d="e, =€ = kies, "= (r1e3) =Kles + K1(—Ki€1 + Koe3), ...,
bzw. allgemein
(28) D = (Linearkombination der ey, ..., €;—1) + Ky ... - Kki—1 € firi <n—1,
—_———

n.V. >0

Es folgt: Die ¢ sind linear unabhiingig, und (¢, e;) > 0. Insbesondere ist c eine Frenet-
Kurve, und die definierende Eigenschaft (i) eines Frenet-Rahmen ist fiir £ gezeigt. Daher
ist £ der Frenet-Rahmen von ¢; weil (26) gilt, sind die &; die Frenet-Kriimmungen.

3. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f, denn das System E' = FK,
¢ = ey erfiillt eine Lipschitz-Bedingung. O
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5. UBUNGSAUFGABEN

5.1. Bogenlinge, Umparametrisierung.

Aufgabe 1 — Kreis:

Es seien v L w zwei Vektoren des R™ mit Linge |v| = |w| = r.

a) Geben Sie eine Parametrisierung eines Kreises in R™ an, der v und w enthélt.

b) Geben Sie auch eine Parametrisierung nach Bogenlidnge an.

Aufgabe 2 — Nicht-rektifizierbare Kurve (GB 02):

Es sei c: [0,1] — R? definiert durch ¢(t) = (¢,tcos 1) fiir ¢ € (0,1] und ¢(0) = 0.

a) Zeigen Sie, dass c stetig ist.

b) Skizzieren Sie ¢ und zeigen Sie ||c(%) — c(m)ﬂ > ﬁ fiir k e N.

c) Folgern Sie, dass ¢ nicht rektifizierbar ist.

Aufgabe 3 — Polarkoordinaten und Logarithmische Spirale (Reif 08):
Gegeben sei eine Kurve der Form

c(t) = (r(t) cost, r(t)sint), tel.

a) Bestimmen Sie |¢/(t)|. Welche Bedingung muss die Funktion r erfiillen, damit ¢ regulir ist?

25

b) Sei nun speziell 7(t) = e~ und I = [0, 00). Skizzieren sie die Spur der Kurve, berechnen Sie

die Lénge L(c) und geben Sie die Parametrisierung ¢ von [¢] nach der Bogenlénge an.

Aufgabe 4 — Linge einer Kurve und Bogenlinge (Bergner 04):

Gegeben ist die Kurve
ct): (-1,1) = R* ; c(t) = (%, tv/1—¢2) .

a) Berechnen Sie die Lénge der Kurve c.
b) Geben Sie eine Parametrisierung der Kurve ¢ nach Bogenlénge an.

c) Zeigen Sie lim; 41 ¢(t) = limy—, 1 ¢(t), d.h. die Kurve ist geschlossen.
Berechnen Sie die Grenzwerte lim;_, 11 ¢/(¢) und deuten Sie das Ergebnis.



26 K. GROSSE-BRAUCKMANN: DIFFERENTIALGEOMETRIE

Aufgabe 5 — Umparametrisierung (Bergner 04):

Welche Parametrisierungen repréisentieren dieselbe orientierte Kurve?

c1(t) = (cost,sint) ,te (0,7)
ca(t) = (cos’t —sin?t,2sintcost) , te (0,7)
es(t) = (t,V1-— t2) te(—1,1)

(t)

cq(t) = tanht ) , t € (—00,+00)

Aufgabe 6 — Umparametrisierung als Aquivalenzrelation:

a) Zeigen Sie, dass Umparametrisierung eine Aquivalenzrelation auf der Menge
C:={ceC'([0,1],R"),d(t) # 0 fiir alle t € (0,1)}

darstellt. Zeigen Sie dies auch fiir orientierungstreue Umparametrisierung.

b) Zeigen Sie, dass es in {(c) genau eine Parametrisierung ¢ nach der Bogenléinge gibt.
Hinweis: Die Existenz einer derartigen Parametrisierung wurde bereits in der Vorlesung ge-
zeigt. Nehmen Sie also an, dass es zwei verschiedene Parametrisierungen nach der Bogenlidnge
gibt.

Aufgabe 7 — Geraden sind am kiirzesten (GB 02):

Schlieflen Sie aus dem Folgenden, dass die Gerade ¢(t) := (¢, 0) fiir ¢ € [0, 1] die kiirzeste Verbin-
dung der Punkte (0,0) und (1,0) ist.

a) Zeigen Sie, dass die Liange der Gerade g gleich 1 ist.
b) Sei c: [0,1] — R? mit ¢(0) = (0,0) sowie c¢(1) = (1,0) eine Kurve mit c(to) ¢ [0,1] x {0} fiir
ein tg € [0, 1]. Zeigen Sie fiir ihre Linge L(c) > 1.

Aufgabe 8 — Die Kettenlinie (GB 05):

Ein Seil sei an seinen beiden Endpunkten befestigt. Wir bestimmen hier die Form der Kurve, die
das Seil beschreibt.

Wir nehmen an, die beiden Punkte liegen nicht {ibereinander und die Kurve 148t sich schreiben
als Graph

{(z, f(z)),z € [0,b]}.
Zu 0 < t < b betrachten wir das Teilstiick (z, f(z)) der Kurve mit 0 < = < . Die Tangentialvek-
toren in dessen Endpunkten, Tj := (1, f’(O)) und —7; := —(1, f’(t)), entsprechen den tangential
nach innen wirkenden Kriften. Beachten Sie, dass wir die Léngen von Ty, —T; bereits so gewéhlt
haben, dass die Krifte Horizontalkomponenten 1 bzw. —1 besitzen, die sich ausgleichen.
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a) Formulieren Sie eine Kréftebilanz fiir die Vertikalkomponenten der Kréfte: Die vom Seil aus-
gelibte Gewichtskraft entspricht dem p-fachen der Linge des Teilstiicks, fiir p > 0. Sie ist
gleich der Summe der beiden Vertikalkomponenten von T, und 7;.

b) Leiten Sie aus a) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung her.

c¢) Losen Sie die Differentialgleichung durch Trennung der Variablen. Hatte Galilei 1638 recht,
der die Losungskurve als eine Parabel bestimmte?

Noch zwei Bemerkungen:

1. Eine andere und vielleicht bessere Herleitung der Kettenlinie ergibt sich variationell: Die Ket-
tenlinie ist diejenige Form einer hingenden Kurve, bei der der Schwerpunkt am tiefsten liegt.

2. Anwendungen der Kettenlinie in der Architektur benutzen die Umkehrung, eine stehende
Kettenlinie; sie befindet sich genauso im Gleichgewicht (vergleiche Experiment im Mathematik-
Museum in Gieflen).

5.2. Kriimmung ebener Kurven.

Aufgabe 9 — Ellipse (GB 02):

Berechnen Sie die Kriimmung x einer Ellipse ¢(t) = (a cost,bsint), wobei a,b > 0 und ¢ €
[0,27]. In welchen Punkten wird die Kriimmung maximal bzw. minimal? Diese Punkte nennt

man Scheitelpunkte.

Aufgabe 10 — Traktriz (GB 02):

Die Schleppkurve oder Traktriz ist die Kurve

1
oft) = <cosht
a) Zeigen Sie, dass ¢(t) regulér fiir alle t € R\{0} ist.
b) Der Abstand zwischen ¢(¢) und dem Schnittpunkt der y-Achse und der Tangentengerade
{c(t) + sc'(t) | s € R} ist konstant fiir t € R\{0}.

c) Skizzieren Sie die Kurve ¢ und berechnen Sie ihre Kritmmung r(t).

,t—tanht) i teR.

Aufgabe 11 — Graphen als Kurven (Bergner 04):

Zu einer Funktion f € C*°(R,R) erkldren wir die Kurve
c(t): R — R?, c(t) == (¢, f(t)) .

a) Fiir welche ¢t € R ist ¢(t) reguldr?
b
c

d

Ermitteln Sie die Normale v(t).

Geben Sie eine Parametrisierung von ¢ nach Bogenlénge an.

~— ~— ~— ~—

Berechnen Sie die Kriilmmung x(t).
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Aufgabe 12 — Kriimmung unter linearen Abbildungen (GB 02):

Gegeben sei eine Kurve c(t): (a,b) — R? mit Kriimmung «(¢) sowie eine 2x 2-Matrix A. Berechnen
Sie die Kritmmung #(¢) der Kurve &(t) := Ac(t) in Abhéngigkeit von x(t). Was passiert im
speziellen Fall einer orthogonalen Matrix A (d.h. A'A = E)?

Aufgabe 18 — Kriimmung und Normale auf Aquivalenzklassen (Reif 08):

Sei ¢: [a,b] — R™ eine regulér parametrisierte Kurve.

a) In [c] gibt es genau eine weitere Parametrisierungen ¢ nach der Bogenldnge. Wie héngen ¢ und

¢ miteinander zusammen?

b) In welchem Zusammenhang stehen die Kritmmungen # := |¢’| und & := |&’| sowie die Norma-

lenvektoren v := &’ /|| und © := &' /|¢"|?

Aufgabe 14 — Flicheninhalt (Reif 08):

Sei ¢ : [a,b] — R? eine geschlossene, regulir parametrisierte Kurve. Gemifi dem Greenschen Inte-

gralsatz in der Ebene gilt fiir den (orientierten) Flécheninhalt des von der Spur von ¢ berandeten

Gebiets
0 1
-1 0|’

a) Der Flidcheninhalt ist eine Eigenschaft von (c), d.h., A(c) = A(c o ¢) fiir ¢’ > 0.

b) Der Flicheninhalt ist translationsinvariant, d.h., A(¢) = A(c + p) fiir konstante Vektoren
p € R2.

b
Afe) = / (c(t),Pd(t))dt, P:=

Zeigen Sie:

c) Der Fliacheninhalt ist rotationsinvariant, d.h., A(¢) = A(Rc) fiir Rotationsmatrizen R €
SO(2).

Aufgabe 15 — Durch ihre Kriimmung gegebene Kurven, Klothoide (GB 02, Bergner 04):

Bestimmen Sie die nach Bogenlinge parametrisierten Kurven ¢(t), deren Kriimmungsfunktion
k(t) wie folgt vorgegeben ist:
1
a) k(t) = ——
) RO =

Nehmen Sie dazu die beiden Bedingungen ¢(0) = (0,0) sowie ¢/(0) = (1,0) an. Das Ergebnis
von b), die Klothoide, ist fiir a # 0 nicht elementar integrierbar. Skizzieren Sie die Kurven.

t € [0,00) b) k(t)=at, te]0,00)

Aufgabe 16 — Evoluten (Bergner 04):



I15.2 — STAND: 7. SEPTEMBER 2010 29

Es sei c(t): [a,b] — R? eine regulire C2-Kurve, die der Einfachheit halber nach Bogenlingen
parametrisiert sei. Ferner sei v(t) die Normale und die Kriimmung erfiille x(t) # 0 fiir alle

t € [a,b]. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte

nennt man FEwvolute.

a) Zeigen Sie, dass die Normalengerade {c(t) + sv(t) | s € R} an ¢(t) iibereinstimmt mit der
Tangentengerade an v im Punkt ~(¢).
b) Es sei «/(t) < 0 fiir ¢ € [a, b]. Zeigen Sie
1 1
L(v) = m - @
fiir die Lange der Kurve ~.
c¢) Fiir welche t € [a, b] ist y(t) regulér?
d) Die Kurve
c(t) == (t +sint,—cost) ,teR
nennt man Zykloide. Skizzieren Sie ¢ und berechnen Sie ihre Evolute. Zeigen Sie, dass die
Evolute der Zykloide wieder die Zykloide selbst ist (bis auf eine Translation).

Aufgabe 17 — Kriimmungskreise (Bergner 04):

Gegeben sei eine auf Bogenlinge parametrisierte Kurve c(t) = (z(t),y(t)) : [a,b] — R2. In einem
Punkt g € (a,b) sollen die Bedingungen

1
c(to) = (r,0) , (tp) =(0,1) sowie k(tg) > —
r
fiir ein r > 0 gelten. Weiterhin sei B, die abgeschlossene Kreisscheibe {(z,v) | 2% +v? < r?}.

a) Skizzieren Sie die Kreisscheibe B, sowie eine mogliche Lage der Kurve c.
b) Zeigen Sie, dass sich die Kurve ¢ lokal um c¢(¢p) innerhalb der Kreisscheibe B, befindet.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Hilfsfunktion f(t) := x(t)2 + y(t)? in to ein striktes lokales

Maximum annimmt.

Aufgabe 18 — Parallelkurven (GB 02):

a) Sei ¢ nach Bogenlinge parametrisiert. Zeigen Sie, dass die Parallelkurve ¢4 die folgende
Kriimmung besitzt:

_ k()

1 —dk(t)

Interpretieren Sie das Ergebnis mit Kriimmungskreisen!

Ka(t)

b) Geben Sie eine regulidre Kurve ¢ an, so dass fiir kein d # 0 die Parallelkurve ¢4 regulér ist.
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Aufgabe 19 — Konvexitit einfach geschlossener Kurven mit positiver Kriimmung (Bergner 04):

Gegeben sei eine geschlossene Kurve ¢(t) = (z(t),y(t)): [a,b] — R?, die nach Bogenlénge para-
metrisiert sei. Thr Tangentenwinkel ¥(¢) mit ¢/(t) = (cos¥(t),sind(t)) erfiille J(b) — ¥(a) < 2w
und ihre Kritmmung (t) > 0. Weiterhin gelte

c(a) = c¢(b) = (0,0) sowie c(a)=¢(b)=(1,0).

Zeigen Sie, dass y(t) > 0 fiir alle ¢ € [a, b] gilt, d.h. die Kurve ¢ liegt oberhalb der x-Achse.
Hinweis: Zeigen Sie, dass y(t) in a ein globales Minimum annehmen muss.
Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, dass die Kurve auf dem Intervall [a,b) injektiv ist.

Aufgabe 20 — Konvexitit (Reif 08):

Sei c: I — R? eine positiv orientierte Jordankurve und G' das von c¢(I) berandete beschrinkte
Gebiet. Zeigen Sie: G ist genau dann konvex, wenn x > 0.

Aufgabe 21 — Geschlossene Raumkurve konstanter Kriimmung, die kein Kreis ist (GB 02):

Wir betrachten eine Helix ¢(t) := (r cost,rsint, ht) mit 0 < |[h| < r.

a) Zeigen Sie: Es existieren t1 ,ty € R, so dass ¢/(¢1) und ¢/(t2) senkrecht aufeinander stehen.

b) Fiir ¢1, t2 wie in (a) betrachten wir die Normalenebenen Fy := {c(t1) +v | v L /(t1)} und
By = {c(t2) +v | v L ¢(t2)}. Spiegeln Sie das Kurvenstiick c|y;, s, an den Normalenebenen,
um eine geschlossene C2-Kurve in R? zu konstruieren, die konstante Kriimmung hat, aber

kein Kreis ist.

Aufgabe 22 — Frenet-Gleichungen (15.5.06):

Beweisen Sie die Frenetschen Differentialgleichungen (77).
5.3. Jordanscher Kurvensatz.

Aufgabe 23 — Eigenschaft von Jordankurven (GB 06):

Beweisen Sie: Jede Jordankurve ist beschrinkt, Zu jeder Jordankurve I' gibt es fiir jedes geniigend
kleine € > 0 ein A(g), so dass jedes Punktepaar p,q € I' mit [p — ¢| < A(¢) die Kurve I" in zwei
Teilbogen I'1, 'y zerlegt, von denen eine, sagen wir I'1, einen Durchmesser kleiner als € hat.

Aufgabe 24 — Zusammenhangskomponenten (Bergner 04):

a) Ermitteln Sie die Wegzusammenhangskomponenten der Mengen

M, :=R\Q , My :={(z,y)eR?*|z¢Zundy ¢ Z} sowie Ms:=R*\Z>.
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b) Es sei V' C R" eine offene Menge. Eine Abbildung f : V — R € C°(V,R) nennt man lokal
konstant, falls es zu jedem = € V eine offene Menge U(z) C V mit x € U(z) gibt, so dass f

in U konstant ist.
Zeigen Sie, dass jede Funktion f:V — R € CY(V,R) mit gradf = 0 in V lokal konstant ist.
c¢) Finden Sie ein V' C R"™ sowie eine lokal konstante Funktion f : V' — R, welche nicht konstant
ist.
d) Es sei V wegzusammenhiingend und offen sowie f : V — R € C°(V,R) lokal konstant. Zeigen
Sie, dass f konstant in V ist.

Aufgabe 25 — Zusammenhangskomponenten des Einheitsquadrates (Bergner 04):

Es sei Q = [0,1] x [0,1] € R? das Einheitsquadrat mit seinem Rand 0Q. Zeigen Sie (ohne Benut-
zung des Jordanschen Kurvensatzes), dass R2\0Q genau zwei Zusammenhangskompononenten
besitzt.

Aufgabe 26 — Zusammenhangskomponenten von implizten Flichen (Bergner 04):

Gegeben sei eine Abbildung F' € C!'(R",R) sowie die Menge
I''={zeR"|F(zx) =0}.
Es gebe ein z¢ € I' mit gradF(z) # 0.

a) Zeigen Sie, dass R™\I' mindestend zwei Zusammenhangskomponenten besitzt.

b) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass auch mehr als zwei Zusammenhangskomponenten méglich
sind.

Aufgabe 27 — Zusammenhangskomponenten homdomorpher Mengen (Bergner 04):

Es seien U,V C R" offen. Eine Abbildung f € C°(U,V) nennt man Homoomorphismus, falls f
stetig und bijektiv und ihre Inverse f~! ebenfalls stetig ist. Die Mengen U und V nennt man
zueinander homoomorph, falls es einen solchen Homéomorphismus gibt.

Es seien U und V zueinander homéomorph und U besitze genau N € N Zusammenhangskompo-
nenten. Zeigen Sie, dass V ebenfalls genau N Zusammenhangskomponenten besitzt.



32 K. GROSSE-BRAUCKMANN: DIFFERENTIALGEOMETRIE

Teil 2. Die duflere Geometrie von Hyperflichen

6. Vorlesung, Montag 12.6.06

Wir wenden uns der Geometrie von Fliachen zu. Wie bei Kurven studieren wir die soge-
nannte lokale Geometrie; es geht dabei um den Kriimmungsbegriff. Wir benotigen dafiir
die Analysis mehrerer Verédnderlicher; lineare Algebra wird ebenfalls eine entscheidende
Rolle spielen.

Genauer wollen wir mit Hilfe der Normalenabbildung untersuchen, wie eine Fliche im
umgebenden Raum liegt. In diesem Sinne betrachten wir die Gufere Geometrie von Flachen.
Die Ableitung der Normalenabbildung liefert dann die verschiedenen Kriimmungsbegriffe
fiir Flachen: Hauptkriimmungen, Gaus- und mittlere Kriimmung.

1. PARAMETRISIERTE FLACHEN

1.1. Bezeichnungen. Wir verwenden den Buchstaben U fiir Gebiete des R"™, d.h. fiir

offene (weg-)zusammenhéngende Teilmengen.

Ist f: U C R* — R™ differenzierbar, so bezeichnen wir mit df, das Differential. Es ist
immer am einfachsten, sich darunter die Jacobimatrix von f vorzustellen. Diese Matrix
hingt vom sogenannten Fuflpunkt p ab, den wir der Ubersichtlichkeit halber in vielen

Féllen einfach weglassen.

Eine Richtungsableitung in Richtung eines Vektors X € R™ notieren wir als

Ixf(p): p+tX)

T dt ( =0

Ublicherweise berechnet man eine Richtungsableitung, indem man die Jacobimatrix df auf

den Vektor X anwendet, d.h. Ox f(p) = df,(X). Wir schreiben auch df X statt df (X)), weil
wir df (X) als Matrixprodukt auffassen.

Die Standardbasis von R™ mit Koordinaten (z1,xs,...) schreiben wir als e,...,e,. Be-
nutzen wir andere Koordinaten, wie etwa (t, ), so schreiben wir auch e;, e,,. Eine partielle
Ableitung ist natiirlich eine spezielle Richtungsableitung (in Richtung des i-ten Basisvek-
tors e;):

of

0.1(0) = 5-(p) = dhyle) = 0.1 ()

Eine Abbildung f € C'(U,R™) heiit Immersion, wenn fiir jedes p € U das Differential
df,: R* — R™ den Rang n hat. (Warum gilt dann n < m?)
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1.2. Flachenstiicke. Wie bei Kurven wollen wir Selbstschnitte zulassen, und parametri-

sierungsunabhéngige Figenschaften von f(U) studieren. Wir definieren daher ganz analog;:

Definition. (i) Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine glatte Immersion f: U — R™.
(i) Zwei parametrisierte Flachenstiicke f: U C R" — R™, f:U c R* — R™ heifien
aquivalent, wenn f = [ o ¢ fiir einen Diffeomorphismus ¢ ist (¢ ist also invertierbar
und ¢ wie ¢! sind glatt). Ein Flichenstiick ist eine Aquivalenzklasse parametrisierter

Flachenstiicke.

Die Glattheit ist kaum je notig, meist reicht zweimal stetig differenzierbar. Wenn die Im-
mersion eine Einbettung ist, also ein Homéomorphismus auf ihr Bild, dann ist f(U) C R™
sogar Untermannigfaltigkeit.

Jedem p € U und X € R” konnen wir auf der Fliche den Tangentialvektor df,(X) zuord-
nen. Die Menge der Tangentialvektoren bildet den Tangentialraum in p,

T,f ={df,(X) | X € R"},

einen n-dimensionalen Untervektorraum des R™. Es dient der Unterscheidung von ver-
schiedenen Tangentialriumen in Doppelpunkten, dass wir als Index einen Punkt p aus
dem Parametergebiet U nehmen. Den Vektor X stellen wir uns als tangential an die Para-
metermenge U mit Fufpunkt p vor. Wir werden oft X, Y schreiben, ohne explizit zu sagen,
dass dies Vektoren des R" sind.

Die Immersionseigenschaft bedeutet:

Lemma 1. Fiir jedes p € U ist df,: R" — T, f ein Vektorraumisomorphismus.

Wie sieht derselbe Tangentialvektor in zwei verschiedenen Parametrisierungen aus?

3 ~ e e Kettenr. ;7 /
(1) f=fop p=o@). X=dps(X) = df(X)=dfyq(dep(X)) =" dfs(X)
Tangentialvektoren transformieren sich also mit dem Differential der Parametertransfor-

mation, bzw. mit deren Jacobimatrix.

Einen Tangentialvektor df,(X) an eine Flache kann man stets als den Tangentialvektor
einer Kurve in der Flidche schreiben: Dazu wihlt man v: (—¢,e) — U, v(t) := p+tX, und
c:= fo~. Dann gilt

c(0) = dfy0) (+/(0)) = dfy(X).

1.3. Erste Fundamentalform. Die lingentreue Parametrisierung nach der Bogenldnge
ist fiir Kurven niitzlich. Wie aus der Kartographie bekannt, hat aber nicht jede Flache
eine lingentreue Parametrisierung; Gaufl hat mit dem theorema egregium eine dquivalente
Bedingung gefunden, die durch Kriimmungen formuliert ist. Es bleibt daher nichts iibrig,
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als mit verzerrenden Parametrisierungen zu arbeiten. Wir sehen das Maf§ der Verzerrung

als eine Eigenschaft des Parameterbereiches an:

Definition. Sei f: U — R™ parametrisiertes Flachenstiick, und p € U. Die erste Funda-
mentalform ist die Abbildung

G UXR xR SR, g,(X,Y) = {df,(X),df,(Y)).
Wir bezeichnen || X||, := |df,(X)| = \/9,(X, X) als (Riemannsche) Linge von X.

Beispiel. Die Lange einer Kurve ¢ := f oy ist

o= [ 1yi= / O = [ ]

Man darf also im Parameterbereich integrieren, sofern man die Léngenverzerrung der
Fldche durch ||.|| beriicksichtigt.

Die erste Fundamentalform ist bilinear und symmetrisch in (X, Y’). Sie ist positiv definit,
gp(X, X) ‘dfp ‘ > 0 fiir X # 0, da f Immersion ist. Die erste Fundamentalform ist
daher ein Skalarprodukt, das auf glatte Weise vom Fuflpunkt p abhéngt.

Weil ¢ nur von den Verhéltnissen im Bild bestimmt wird, transformiert sich g fiir f = fog
wie folgt. Mit den Bezeichnungen von (1) gilt:

Gp(X.Y) = (dfp(X), dfp(YV)) = {dfy(dep(X)), dfy(dps(Y))) = gp(X,Y).

X

Wir wollen die erste Fundamentalform auch in Matrixform beziiglich der Standardbasis

€1,...,en, von U C R" schreiben. Wir setzen dazu

of o
9i5(= gji) = gplei, e5) = <8_:£’ a—i>a

Es seien nun zwei Vektorfelder X,Y € C*°(U,R"™) gegeben. Schreiben wir
X(p) = (Xl(p), . ,X"(p)) = Zn:Xi(p)e
i=1
und entsprechend fiir Y(p), so erhalten wir
9(X,Y) = (X Xer, 3, Vey) T2 Z XY g(er, e5) = Z 9 XY
i,j=1 6,j=1
So wie hier lassen wir oft die Abhéngigkeit vom Fufpunkt p € U fort. Wir schreiben

Vektorkomponenten oben wie unten; meist wird iiber Paare von oberen und unteren Indices

summiert.
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Beispiele. 1. Das Helikoid oder die Wendelfidche ist die parametrisierte Flédche
(2) f:R? - R3, f(z,y) == (zsiny, —x cosy,y).

Fiir jedes feste x sind die Parmeterlinien y — f(x,y) Helices vom Radius x mit Ganghohe

27, Fiir jedes feste y sind die Parameterlinien x — f(z,y) Geraden. Wir berechnen

8f( ) siny 0f< ) :cc?sy
—\XT = — —\ T =
I Y C(;JSZ/ ) dy Y xsiny )

so dass

1
(3) g = g11 9gi12 _ 0 , '
921 922 0 1+x

Die Funktion goo gibt die quadrierte Lénge des Tangentialvektors der Helices an, die in |z|
wéchst. Weil die Geraden nach Bogenldnge parametrisiert ist ¢gi; konstant und g2 = ¢o1
zeigt, dass die Parameterlinien senkrecht aufeinander stehen.

2. Zu einer (Hohen-)Funktion u: U C R™ — R betrachten wir den Graphen f(z) :=
(z,u(z)) mit
gij = <8Zf, ij) = <(€i7 @u), (6]‘, 6ju)> = 5ij + azu (9ju.
Daher hat X die quadrierte Lénge
X1 = [df (X)* =D X'(655 + Oudju) X7 = | X|* + (grad u, X)*.

.3
In der Tat: Senkrecht zu grad w ist w in erster Ordnung konstant, so dass senkrechte Vek-
toren im Graphen die gleiche Lénge haben; die zu grad u parallelen Vektoren werden am

meisten im Graphen verlédngert.

Bemerkung. Das Standard-Skalarprodukt auf U spielt fiir uns keine Rolle. Wenn wir Begrif-
fe wie “senkrecht” oder “Orthonormalbasis” fiir U bzw. fiir Vektoren des R"™ verwenden,
so meinen wir dies beziiglich g. Insbesondere betrachten wir ey, ..., e, nicht als Ortho-
normalbasis beziiglich des Standard-Skalarproduktes, sondern nur als die uns durch die
konkrete Realisierung U C R™ des Parametergebiets gelieferte Basis. Benotigen wir eine
gp-Orthonormalbasis vy, ..., v, des R", so konnen wir sie durch das Schmidtsche Ortho-

normalisierungsverfahren bestimmen.

7. Vorlesung, Montag 19.6.06

2. DIE NORMALEN-ABBILDUNG VON HYPERFLACHEN UND IHRE ABLEITUNGEN

Wir spezialisieren von nun an auf den Fall von Kodimension 1, also m = n + 1. Fliachen
f: U™ — R heiflen auch Hyperfiichen.
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2.1. Gau3-Abbildung. Wir betrachten den Normalraum
N, f = (T,f):, peU.
Fiir Hyperflachen ist N, f eindimensional und wird durch Einheitsvektoren aufgespannt:

Definition. Ist f: U — R""! parametrisiertes Hyperflichenstiick, so heifit eine stetige
Abbildung v: U — S™ mit

(v(p),df,(X)) =0 fir alle X e R"und p e U
eine Gaufl-Abbildung oder Normalen-Abbildung.

Im Falle n = 2 kann man auch mit dem Vektorprodukt definieren

ZL(p) x Z(p)
V(p) = af af

Oz (p) X dy (p)‘ 7

dabei ist v x w = (U2w3 — U3Ws, V3W — V W3, V1Ws — ’UQ'UJQ). Man sieht der Formel sofort an,
dass v glatt ist. Entsprechend kann man auch in héherer Dimension die Gau-Abbildung

definieren, aber wir verzichten hier auf die Details.

Beispiel. Fiir einen Graphen f(z) = (x, u(:c)) lautet die obere Normale

1
(4) v(z) = W( — Vu, 1),

denn v hat Lange 1 und steht senkrecht auf 0;f = (e;, d;u) fiir alle 3.

Bemerkung. Man kann die Wahl der Normale festhalten, indem man vom parametrisierten
Flachenstiick (f, ) spricht. Eine bestimmte Normale kann man dadurch auswéhlen, dass
man verlangt: (df (€1),...,df(en), V) sind positiv orientiert. Eine solche Normale nenne ich

die orientierte Normale.

2.2. Kurven in Flichen: Normal- und geodéitische Kriimmung. Wir wollen nun die
Kriimmung von Kurven in Hyperflichen untersuchen. Dazu sei : (a,b) — U eine Kurve,
und c := f o~. Wir nehmen an, dass ¢ nach Bogenldnge parametrisiert ist, d.h. v hat die
Riemannsche Lénge ||7/|] = 1. Um festzustellen, wie sich die Raumkurve ¢ innerhalb der
Flache (f,v) kriimmt, zerlegen wir den Kriitmmungsvektor ¢’ orthogonal in einen Anteil
tangential und einen Anteil normal zum Tangentialraum:

(5) =Tt =T 4 (voy)(von) eT,f &N, f.

Die Betréige der Vektoren auf der rechten Seite sind die entscheidenden Ausdriicke der
Flachentheorie: Die geoddtische Krimmung |c” T\ ist der Kernausdriick fiir die innere Geo-
metrie, wiahrend wir fiir die &uere Geometrie die Normalkrimmung (¢”, vo~) untersuchen.
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Wir werden sehen, dass die Normalkriimmung allein aus der Kriimmung der Flédche ent-
steht, wihrend die geodétische Kriimmung angibt, wie sehr sich die Kurve in der Fliche

krimmt.

Beispiele. 1. Jede Kurve in der Ebene hat nur geodétische Kriimmung.
2. Der Beriihrkreise eines Rotationstorus mit einer Ebene hat nur geodétische Kriimmung.
3. Ein Grofikreis in der Sphére ist eine Kurve, die nur Normalkriimmung besitzt; fiir alle

anderen Kreise in der Sphére gilt das nicht.

Wir konnen fiir die Normalkriimmung schreiben:

(6) onorm = (/v 07) LT (¢ duy (1)) = —(dfy (7), dvy (7))

Dies fiihrt uns auf die genauere Untersuchung des Differentials dv der Gauf-Abbildung.

2.3. Weingarten-Abbildung. Wenn wir in U lings einer Kurve 7(¢) laufen, wie dndert
sich dann die Flidchennormale v o 4?7 Auf jeden Fall ist dv, (') tangential:

Lemma 2. Fiir jedes p € U bildet die Abbildung dv, den Raum R"™ aufT,f ab.
Beweis. Wir berechnen dv,(X), indem wir v auf eine Kurve v in U einschrianken, die
~v(0) = p und 7/(0) = X erfiillt. Wegen

0= (voy,voy) =2(dn(y)vey)
folgt fir t = 0 dann 0 = (dv,(X),v(p)), d.h. dv,(X) L v(p). O
Wir wollen den Effekt von dv auf dem parametrisierenden Gebiet U messen. Nach Lemma 1
gibt es fiir jedes X € R" genau ein Y € R”, das die Gleichung dv,(X) = df,(Y") erfiillt.
Geometrisch bedeutet diese Gleichung, dass, wenn man in Richtung X im Parametergebiet

geht, die GauB-Abbildung von f sich in Richtung df (V') &ndert. Die Abbildung X + Y wird

fiir unsere Kriimmungsdefinition entscheidend werden, und wir geben ihr einen Namen:

Definition. Die Weingartenabbildung (engl. shape operator) von (f,v) ist die Abbildung
S:UXR" >R, mit df,(S,X) = —dv,(X),

die nach Lemma 1 and 2 eindeutig bestimmt ist.

Das gewihlte Vorzeichen hat historische Griinde, vergleiche dazu (12) weiter unten.

Die Weingartenabbildung hat die folgenden Eigenschaften:
1. Es gilt S,X = —(df,) *dv,(X). Dabei ist dv der wesentliche Teil. Das Differential df

sehen wir nur an als notige Ubersetzungsvorschrift vom Parametergebiet ins Bild.

2. X — S, X ist linear fiir jedes p € U, d.h. S, ist Endomorphismus.
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3. 5 andert sein Vorzeichen mit v.

4. Unter einer Parametertransformation f = f oy mit I = vop bleibt die Weingartenab-
bildung &hnlich:

(7) Sp 1= —(dfp) ™ - dvy = —(dgp) ™" - (dfy) ™" - dvp - dgp = (dipp) " - Sy - dipy;

Dabei sei p = ¢(p), etc.

Beispiele. 1. Fiir eine Ebene f: R? — R3, f(z,y) = (z,y,0) ist v = (0,0, 1) Normale. Also
gilt dv = 0 und die Weingartenabbildung bildet R? auf 0 ab, S = 0.

2. Fiir den Einheitszylinder

(8) f:R? = R3, f(z,y) := (cosz,sinz,y)

wihlen wir die innere Normale, v(z,y) = ( — cosz, —sinz,0). Also hat man dv(e;) =
(sinz, —cosz,0) = —df(e;) und dv(ez) = 0, d.h. die Normale kippt, Se; = ey, oder bleibt
unverindert, Ses = 0.

3. Auf dem hyperbolischen Paraboloid

(9) iR =R, fzy) = (z,y,7y)
sind
of B of B _ 1
%(x’y) - (1707?/)’ a_y(xvy) - (071,1’), V("L‘7y)_ \/m( ya 5(7,1)
Der Punkt (0,0) ist ein Sattelpunkt (warum?). Es gilt
ov
df (Spoer) = —dvoo(e) = —%(an) = (0,1,0) = df(0,0)(e2),

d.h. entlang der e;-Richtung fithrt die Normale eine Drehung aus, S pe; = ez. Ebenso
gllt 5(0’0)62 = €.

2.4. Zweite Fundamentalform. Um die Weingartenabbildung ndher zu untersuchen, ist

es niitzlich, eine Bilinearform zu definieren, mit der man leichter rechnen kann:

Definition. Die zweite Fundamentalform ist die fuBpunktabhéngige Bilinearform

(10) by(X,Y) = (v(p), &f,(X,Y)), X, Y eR", peUl.

Darin ist d*f(X,Y) die Hesse-Form, also die zweite Richtungsableitung dx0dy f oder
2 _ 2 i j _ ivj_0f
(11) df(X,Y)_df(ZiX ei,zjwej) =3, XYL
Nach dem Schwarzschen Lemma vertauschen zweite partielle Ableitungen. Die Hesse-Form
d?f(X,Y) ist daher symmetrisch in X, Y und b ist deshalb symmetrische Bilinearform. Aus

dieser Eigenschaft folgern wir eine Eigenschaft der Weingartenabbildung, die entscheidend

fiir unsere Kriimmungsdefinition werden wird:
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Satz 3. Die Weingartenabbildung S ist selbstadjungiert beziiglich g,
g(SX,)Y) = g(X,SY) fiir alle X, Y € R", pe U.

Beweis. Die Richtungsableitung dx = >, X'9; von 0 = (v, df (Y)) ist
0= 0x{v,df(Y)) = (dv(X),df (Y)) + (v.df*(X,Y)).

Dadurch erhalten wir eine Beziehung zwischen zweiter Fundamentalform und Weingarten-
operator:

(12) b(X,Y) = (v, &*f(X,Y)) = —(dv(X),df(Y)) = g(SX,Y) fiir alle X,Y € R".

Wie bereits erwihnt ist die linke Seite symmetrisch, daher auch die rechte. 0

Aus (12) erklért sich das Vorzeichen bei der Definition von b und S.

2.5. Satz von Meusnier und Matrixdarstellungen von S;b. Wir geben noch weitere
Resultate iiber Normalkriimmung, Weingartenabbildung und zweite Fundamentalform an.

Satz 4 (Meusnier). Es sei ein Hyperflichenstick f: U — R mit Gauf-Abbildung v
gegeben. Die Normalkrimmung (6) jeder nach Bogenlinge parametrisierten Kurve c ist

bereits durch die Tangentenrichtung ~' und die Daten g, S der Fliche f bestimmit:
(13) Fnorm(Y) = 0(7',7") = 9(+/, 57')

Beweis. Dies folgt aus

Fnorm = ((f o), v o) =(Pf(¥,7),vory) =b(,7) -

Die Normalkrimmung Kpem(X) in Richtung X ist also eine quadratische Form b(X, X),

deren Bilinearisierung die zweite Fundamentalform darstellt.

Beispiel. Wir betrachten Kurven im Zylinder (8) mit Se; = e; und Ses = 0. Weil eq, ey
bereits g-Orthonormalbasis ist, kann man einen Einheitsvektor 4/ darstellen als ~/(t) =
cos at) e; + sina(t) ep. Es gilt

Fnorm (V) = 9(7/,97') = g(cosave; +sinaes, S(cosae; + sinaey)) Fer=ey, Sea=0 cos’a,
d.h. 0 < Kporm < 1.
Wir kommen nun zu Matrixdarstellungen. Beziiglich der Standardbasis ey, ..., e,. hat die

zweite Fundamentalform die symmetrische Matrix

v 0 02
(14) bz’j = b<€i,6j) = _<£’ a7f> f

- <”’ 8xi8xj>'
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Schreiben wir die Matrix-Darstellung von S als S(e;) = >, S%e; und wenden wir (10)

auf X :=e¢; und Y := ¢; an, so erhalten wir
bij = g(ei, S(Bj)) = 9(81', > Sﬁ-ez) = Zg(ei,ee)si‘ = Zgizsé,
1 !

d.h. wir haben eine Matrizengleichung der Form b = ¢S oder ¢g~'b = S. Wenn wir also mit
(¢"7) die zu (g;;) inverse Matrix notieren, so lautet die letzte Gleichung

(15) Sh= " g"by.
k

Bemerkungen. 1. Im klassischen zweidimensionalen Fall wird fiir erste und zweite Funda-
mentalform oft die Notation von Gaufl benutzt:

g11 912:EF bi1 1912: L M
go1 922 F G)’ by boy M N

2. Das Produkt symmetrischer Matrizen ist nicht unbedingt symmetrisch. Daher ist Sij im

allgemeinen nicht symmetrisch.

Beispiel. Ein Graph f(z) = (z,u(x)) mit 0;f = (e;, d;u) hat die zweite Fundamentalform

(4) 1 —Vu 0 > Diju
16 bii = (0,0 f) 2 { : S
Speziell fir Punkte p mit horizontaler Tangentialebene gilt Vu(p) = 0, so dass b,(X,Y) =
d?uy(X,Y) bzw. bij(p) = Oiju(p). Wegen (gi;), = &;; ist die Matrix von S in solchen
Punkten dann ebenfalls durch 0;;u gegeben.

8. Vorlesung, Montag 26.6.06

3. KRUMMUNGSBEGRIFFE FUR HYPERFLACHEN

3.1. Hauptkriimmungen. Auf dem euklidischen Vektorraum (R™,g,) ist nach Satz 3
der Endomorphismus S, selbstadjungiert. Es gilt daher das folgende Resultat der linearen
Algebra:

Satz 5. Sei (f,v) durch U parametrisiertes Hyperflichenstiick in R"*. Dann existiert fiir
jedes p € U eine g-Orthonormalbasis v, . . ., v, von R™ aus Eigenvektoren fir S, mit Eigen-

werten Ky, ..., kn. Die Eigenwerte sind unabhdngig von der gewdhlten Parametrisierung.

Allein die letzte Aussage bleibt zu zeigen. Laut (7) sind zwei Darstellungen S und S =
dyp=1S dyp dhnlich. Aus der Eigenwertgleichung Sv = Mv folgt also die Eigenwertgleichung

S(de'v) = dp='Sv = A(dp~ ).
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Definition. Ein Eigenvektor v(p) € R™\ {0} von S, heiBt Hauptkrimmungsrichtung in p,

der zugehorige Eigenwert x(p) eine Hauptkrimmung.

Fiir jeden FuBpunkt p € U haben wir damit einen Kriimmungsbegriff, den ein Standard-
problem der linearen Algebra liefert. In der Sprechweise der linearen Algebra gewinnen wir
die Hauptkriimmungsrichtungen vy, ..., v, aus der Standardbasis ey, ..., e, durch Haupt-
achsentransformation der Bilinearform b,(X,Y).

Léangs einer Hauptkriimmungsrichtung kippt die Normale mit Geschwindigkeit —k; sie
rotiert nicht.

Beispiele. 1. Auf dem Zylinder (8) mit Se; = e; bzw. Sey = 0 sind beide Koordinatenrich-
tungen Hauptkriimmungsrichtungen, und zwar zu den Hauptkriimmungen 1 bzw. 0.

2. Im Punkt (0,0) des hyperbolischen Paraboloids (9) gilt S(g0)e1 = ez und S(gye2 = €;. Es
folgt S(e; - e5) = *(e1 £ e3), so dass die beiden Diagonalen e; + e5 die Hauptkriimmungs-
richtungen im Punkt (0, 0) sind, und 41 ihre Hauptkriimmungen.

3. Die Falle R" bzw. S sind degeneriert: Hier ist jede Richtung Hauptkriimmungsrichtung
mit Hauptkriimmung 0 bzw. % (vgle. Aufgabe 15).

Bemerkung. Folgende allgemeine Tatsachen der linearen Algebra formulieren wir fiir unsere
spezielle Situation:

1. Zwer Hauptkrimmungsrichtungen X1, Xo zu verschiedenen Hauptkrimmungen ki # kKo

stehen aufeinander senkrecht beziiglich g. In der Tat folgt aus
r19(X1, Xo) = g(5X1, Xo) = g(X1, SX2) = r2g(X1, X)),

dass g(X;, X3) = 0.

2. Es sei ein Punkt p € U fixiert. Wir betrachten die kritischen Punkte der Normal-
krimmung X +— g¢,(SX,X) =: f(X), unter der Nebenbedingung, dass X in der g-
Einheitssphire {X € R" | h(X) := [|[X|2 = 1} liegt. Nach dem Satz von Lagrange
ist X kritisch genau dann, wenn grad f(X) = A grad h(X). Komponentenweise gilt al-
so dfx(e;) = Adhx(e;) fiir alle ¢. Durch Ausrechnen folgt

= g(SX,e;) +g(Se;, X) = g(25X, e;),

t=0

dfx(e;) = %g(S(X + te;), X + te;)

und ebenso dhx(e;) = Lg(X +te;, X +te;) ‘t:o = g(2X, e;). Weil diese beiden Gleichungen
fiir alle ¢ = 1,...,n gelten, folgt daraus die Eigenwertgleichung SX = AX. Wir haben
erhalten: Die kritischen Punkte X der Normalkrimmung f auf der g-FEinheitssphdre sind
also genau die Hauptkrimmungsrichtungen. Insbesondere sind minimale und maximale
Normalkriimmung gerade Hauptkriimmungen. Aus Bemerkung 2 folgt:
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Satz 6. Auf Flichen (n = 2) wird die Normalkrimmung in einer Hauptkrimungsrichtung

minimal und in einer anderen (darauf senkrechten) mazimal.

Man kann den Satz aber auch ohne die Bemerkung beweisen:

Beweis. Sind v, L, vo zwei Einheits-Hauptkriimmungsrichtungen, dann lautet die Normal-

kriimmung in Richtung v, := cosa vy + sin a vy
(17)  g(Sa,va) = g(k1 cos a vy + Ko sina vy, cos v + sinavy) = Ky cos® a + Ky sin® a

(Euler-Formel). Als Funktion von a hat die Normalkriimmung also Maximum und Mini-

mum gerade in den Richtungen +v; und +ws. U

Definition. Eine reguldre Kurve ¢ = f o~ heifit
(i) Krimmungslinie, wenn v Hauptkriitmmungsrichtung ist fiir alle ¢, bzw.
(i) Asymptotenlinie, wenn fiir alle ¢ die Normalenkriimmung verschwindet, ¢g(Sv’,7") = 0.

Beispiele. 1. Eine Gerade in einer Hyperfliche ist stets Asymptotenlinie, denn Sv' L, .
2. Auf dem Zylinder sind Kreise und Geraden Kriimmungslinien.

3. Auf S" ist jede Kurve Kriimmungslinie.

4. In R™ ist jede Kurve Kriimmungs- und Asymptotenlinie.

3.2. Gauf}- und mittlere Kriimmung.

Definition. Es sei (f,v) ein auf U parametrisiertes Hyperflichenstiick. Fiir p € U seien
K1(p), ..., kn(p) die Hauptkrimmungen bzgl. einer Basis vy(p),. .., v,(p) von Hauptkriim-
mungsrichtungen. Die Gauf-Krimmung K ist das Produkt der Hauptkriimmungen, die
mattlere Krimmung H ihr Mittelwert,

K(p) :=det S, = ki(p) - ... ku(p), H(p) := %SpurSp = %(/ﬁ(p) + ...+ ka(p)).

Bemerkung. Laut Satz 5 sind die Hauptkriimmungen k; von der gewéhlten Parametri-
sierung unabhéngig; entsprechendes gilt auch fiir H, K. Die GauB-Kriimmung K ist eine
Grofle der inneren Geometrie und besitzt daher noch weitere erstaunliche Invarianzen. Bei
Wechsel der Normalen adndert H sein Vorzeichen, aber K &ndert das Vorzeichen nur in

ungerader Dimension; fiir Flachen, n = 2, bleibt K invariant.

Beispiele. (vgl. Abschnitt 3.1): 1. Das Zylinderstiick (8) mit innerer Normaler hat konstante
Hauptkriitmmungen 0 und 1. Also gilt K =0 und H = %

2. Auf dem hyperbolischen Paraboloid (9) hat man ;5(0,0) = £1. Daher ist K(0,0) = —1,
H(0,0) = 0.

3. Fiir S mit innerer Normaler gilt K = (1), H = 3; fir R" ist K =0, H = 0.

Aus (15) gewinnt man lokale Darstellungen, mit denen man H, K gewohnlich ausrechnet:
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Satz 7. Die Hauptkriimmungsrichtungen sind die Figenvektoren der Matriz (g™*by;)1<ij<n.-

Insbesondere haben Gaufi- und mittlere Kriimmung die Darstellung

det b
K = det(g'b) = det g~ det b = det . H= —Spur 1 Z 97bi;.
ety 1<z,j<n
Speziell fiirn =2 ist g7 = deltg (922 792 und daher
1
= Jdetg (922011 — 2912012 + g11b22).

9. Vorlesung, Montag 3.7.06

Beispiel. Wir betrachten Punkte p = (x,y) mit horizontaler Tangentialebene in einem
Graphen f(x,y) = (x,y,u(q:,y)), d.h. Vu(p) = 0. Es gilt also (gi;), = 6;; und (b;;), =
0;u(p), siehe Abschnitt 2.3. Fiir solche p erhalten wir daher

1 1
K(p) = Onudpu — (D), H(p) = 5(81111 + (922U) - §Au,

Sind die Koordinatenrichtungen bereits Hauptkriimmungsrichtungen, so verschwindet bei
K der Term 0jsu. Fiir jeden Punkt einer beliebigen Fldche ist nach passender Drehung die
Voraussetzung erfiillt, und man kann H, K wie angegeben effizient berechnen.

Auf Fléchen nennt man Punkte p mit x1(p) = ka(p) Nabelpunkte. Beispielsweise sind sémtliche
Punkte von S? oder R? Nabelpunkte. Um diesen Begriff ranken sich interessante offene Probleme.
Eine Vermutung von Caratheodory sagt, dass jede konvexe Einbettung von S? nach R? minde-
stens zwei Nabelpunkte besitzt. Eine Vermutung von Loewner sagt, dass isolierte Nabelpunkte
von Flichen in R? stets einen Index < 1 haben; der Index isolierter Nabelpunkte gibt an, wie
oft das Kritmmungslinienvektorfeld um einen Nabelpunkt dreht (siehe [H], S.109). Diese Vermu-
tungen sind bewiesen fiir den Fall, dass die Flache analytisch ist, aber Beweise, die fiir geringere

Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gegeben worden sind, scheinen nicht richtig zu sein.

3.3. Beispiel: Rotationsflichen. Es sei (r,h): I — R, x R eine regulire Kurve. Wir
legen die Bildebene in die z, z-Ebene und rotieren sie um die z-Achse. Das Ergebnis ist die
Rotationsfliche
r(t) cos ¢
f:IxR—R3 f(t, @) = | r(t)sing
h(t)
Wegen
' cos g —rsing
O f=1|rsing und Opf = | rcosey |,
n 0
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ist die erste Fundamentalform ¢ diagonal mit

g11 27“/24*’1,2, g2 =17, g12 = g1 = 0.

Die Kurvensenkrechte J (,’;/,) = (_T]f/), normiert und um die z-Achse gedreht, ergibt die
Flachennormale
1 —h' cos
V=———= | —Hh'sing

\V T'l2 + h/2 T/

Die zweiten Ableitungen sind

r" cos p —7COS —r'sin
onf=|r"sing |, Ownf=|-rsing|, Ownf=0unf=| rcosyp |,
h 0 0
so dass
7,,/illl _ h/r// ,,,,h/l

b = <811f7 V) = oo = <a22f7 V> = bia = <6’12f, l/) = 0.

\/7“’2—1—/7/2’ \/7“’2—1—]7/27
Weil sowohl g wie b diagonal sind, ist auch g~'b diagonal und die Koordinatenrichtungen
V1 = e, Uy 1= e, sind Hauptkriimmungsrichtungen, mit Hauptkriimmungen

,’,,lh// _ h/r// 1 h/

Ko = 922522 = -

Wir berechnen abschlieBend K, H der Rotationsfliche, wenn die Kurve (r,h) nach Bo-
genlinge parametrisiert ist. Aus /> + h'* = 1 folgt r'r” + h'A” = 0 und daher

NN 12,1 12,1 12,11 "
r'hWh" — W' r —r'r" — Ry r 1
K = - - 2H =R — W+ H.
T T r T

(18) R1 = glle =

Beispiel. Fir 0 < p < R wird ein Rotationstorus erzeugt durch die nach Bogenldnge
parametrisierte Kurve

t t
W) (&) = (R+ peos =, psin=).
(r,h)(t) ( pcosp psmp)

Wegen 1’ = — sin% und " = —% cos% folgt

Leost
P P

" R+ peos % '
Es gilt K = 0 genau fiir % = 5 + km mit k € Z. Fiir alle anderen Punkte gilt: Auf der
“AuBlenseite” des Torus ist K > 0, auf der “Innenseite” ist K < 0.

Wir wollen abschlielend zeigen, wie man die Hauptkriimmungen einer Rotationsflache
alternativ aus anschaulichen geometrischen Uberlegungen gewinnen kann. Wir betrachten
dazu die Meridiankurven t — f(t,p) =: my(t) und die Breitenkreise ¢ — f(t, ) =: bi(¢).
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In jedem Schnittpunkt schneiden sich diese beiden Kurven senkrecht, so dass die drei

Vektoren m/,, by, v eine orthogonale Basis bilden.

Jeder Meridian liegt in einer vertikalen Ebene E, := span{cosge; + sinpes, e3}. Eine
Spiegelung an E, erhélt die Rotationsfliche und ihre Flachennormalen ¢ — v(t, ). Also
gilt v(t, ) € E, und auch dv(e;) € E,. Damit steht dv(e;) senkrecht auf b; und —~ohnehin—
auf v. Es muss daher dv(e;) || df (e;) gelten, d.h. e; ist Hauptkriimmungsrichtung und jeder
Meridian m, Kriimmungslinie. Weil die Breitenkreise b, senkrecht auf den Meridianen
stehen, miissen auch sie Hauptkriimmungslinien sein (wie sieht man dies direkt?).

Die Hauptkriimmungen bestimmen wir nun als Normalkriimmungen der Meridiane m.(t)

bzw. der Breitenkreise b;(¢). Bestétigen wir die erste Identitét von (18):

mg, eben

#1 = Normalkriimmung (¢ — my(t)) "= Kriimmung(t — (r(t), h(t)))

Satz 1.3 1 r’ r”
=" ——det
CA <(h,), (h"))

Die zweite zeigt man wie folgt. Die Breitenkreise sind ebene Kurven mit innerem Kriimmungs-
vektor (—ﬁ, 0). Diesen Vektor miissen wir auf die innere Normale projizieren. Weil das

Ergebnis von ¢ nicht abhéngt, tun wir dies fiir ¢ = 0 in Ej:

-1 1 —n
ko = Normalkriimmung (¢ — by(¢)) = << O/T) , \/hQ:—H“’Q( " )>
Unsere geometrischen Argumentation macht Folgendes sofort klar: 1. Es gilt ko = % genau
fiir Punkte mit ' = 0 und 2. es gilt ko = 0 genau fiir Punkte mit A’ = 0.

4. LOKALE NORMALFORM UND DEUTUNG DER GAUSS-KRUMMUNG

4.1. Lokale Normalform: Hauptkriimmungen als Koeffizienten der Taylorreihe.
Flachen kann man lokal als Graph {iber ihrer Tangentialebene schreiben. Wir verallgemei-

nern zunédchst die Darstellung 1(16) von Kurven.

Lemma 8 (Lokaler Graph). Es sei (f,v) ein durch U parametrisiertes Hyperflichenstiick
in R". Ferner seip e U, P:= f(p), N :=v(p).

Dann gibt es ein Gebiet V C T,,f mit 0 € V und eine Parametertransformation ¢: V —
e(V) C U, mit (0) = p, so dass fiir fi=foy git

(19) f(X)=P+ X +uX)N firale X €V CT,f.

Die Hohenfunktion u: V — R ist glatt mit u(0) = 0 und dug = 0.

10. Vorlesung, Montag 10.7.06
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Beweis. Es sei m: R"™' — T, f orthogonale Projektion auf den Tangentialraum, d.h. () =
z — (z,v(p))v(p). Die Abbildung

w:IWO(f—P>IU—>Tpf

projiziert f — P orthogonal auf den Tangentialraum. Speziell in p gilt

7 linear dfp(R™)=Tp f
v(p) =0,  dip=drodf, =" modf, T = " df,

Nach Lemma 1 ist df,: R® — T,f ein Isomorphismus; also gilt dies auch fiir di,. Der
Umkehrsatz, angewendet auf 1 in p, ergibt daher eine Umgebung V' von 0 in 7}, f, und eine
lokale Umkehrabbildung ¢: V- — U C R", d.h. ¢ o p =idy.

Zerlegen wir nun f = fow:V — R"! orthogonal in Normal- und Tangentialanteil und
definieren u: V' — R durch

f(X)=P=v+uX)N €T,f ®N,f.

so liefert dies (19). Klarerweise gilt u(0) = 0. Wir zeigen abschliefend dug = 0. Aus der
letzten Gleichung folgt dfo(X) = L fo(0+1Y)|mg =Y + duo(Y) N fiir alle Y € R"; es gilt
also dfy = id +dug N. Wegen

(20) dfy = df, - deo = df, - (di,) " = id
folgt dug N = 0 und damit dug = 0. [

Aus (20) folgern wir noch, dass go(-,-) = (dfo-,dfo -) = (-,-). Eine jo-Orthonormalbasis
von T, f ist daher auch orthonormal beziiglich (., .).

Nun kénnen wir die Darstellung I(15) von Kurven auf Flichen verallgemeinern:

Satz 9 (Lokale Normalform). Es seien f und f wie im Satz. Beziiglich einer Ortho-
normalbasis vy, ..., v, von T,f aus Hauptkrimmungsrichtungen, deren Hauptkriimmungen

K1, ..., Ky seten, hat man folgende Darstellung:
- 1 — o 5 ) ‘
21) f(X)=P+X+ (5 Y kXX 4 O(X| ))N fir alle X =Y, X', €V,
i=1
wobei P := f(0) = f(p), N := (0) = v(p).

Beweis. Wir benutzen die Taylorentwicklung von « um 0:

u(X) = u(0) + dug (X) + 5 uo(X, X) + O(XP)
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Wir wollen nun die Hesseform d?uy durch die Hauptkriimmungen ausdriicken. Laut (19)
gilt d*fo(X,Y) = d?uo(X,Y)N. Durch Bildung des Skalarprodukts mit N = 7(0) folgt

(

Pug(X, X) = (€ fo(X, X), 5(0) ) = §o(SX, X)

= o (0w X0, 3, X00y) LB Y wxIX
Daraus folgt (21). O

Man nennt die Punktmenge

{10)+ X+ (530 m)Xx ) | X = X0 € T,

i=1
das Schmiegparaboloid von f in p. Es charakterisiert das Verhalten einer Hyperfliche bis
zur zweiten Ordnung, so wie es Schmiegkreise fiir Kurven tun. Speziell fiir Dimension n = 2

folgern wir:

Satz 10. Es sei f: U — R3 eine Fliche und p € U.

(i) Gilt K(p) < 0, dann ist f(p) Sattelpunkt, d.h. in jeder Umgebung von p findet man
Punktepaare, deren Bilder auf zwei verschiedenen Seiten (Zusammenhangskomponenten)
von f(p) +T,f liegen.

(i4) Gilt K(p) > 0, dann ist f lokal konvex, d.h. es gibt eine Umgebung V von f(p), so
dass fiir alle ¢ € V' die Punkte f(q) die eine Seite von f(p) +1T,f nicht treffen.

Beachten Sie, dass wir im Fall K (p) = 0 keine Aussage treffen; tatsichlich konnte jede der
beiden Fille eintreten (Beispiele?).

Beweis. (i) Bis auf Numerierung gilt k; > 0 und ko < 0. Fiir kleines ¢t # 0 liegen nach (21)
die Punkte tv; (in Richtung der ersten Hauptkriimmungsrichtung) auf derjenigen Seite von
f(p) +T,f in die v zeigt, und Punkte tvy (in Richtung der zweiten Hauptkriimmungsrich-

tung) auf der entgegengesetzten Seite.

(7) k1 und ko haben das gleiche Vorzeichen. Der quadratische Term von (21) dominiert
dann den O(]X|?)-Term auf einer Umgebung von 0, und daher liegen alle Bilder einer

solchen Umgebung zu einer Seite des Tangentialraums. 0

Beispiel. Der Torus hat zwei beriihrende Ebenen senkrecht zur Rotationsachse, die den To-
rus jeweils in einem Kreis schneiden. Entfernen wir diese beiden Kreise, so erhalten wir zwei
Zusammenhangskomponenten. Die eine, auf der Innenseite, besteht nur aus Sattelpunkten;
daher gilt dort K < 0. Auf der anderen, der Auflenseite, ist der Torus lokal konvex, und
daher gilt K > 0. Dass diese Ungleichungen strikt sind, kann man ohne Rechnen nicht
sehen. Auf jeden Fall gilt aber in den Kreisen K = 0, denn die GauB-Kriimmung ist stetig.
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4.2. Die Gauf3-Kriimmung kompakter Hyperflichen. Als Anwendung der lokalen

Normalform zeigen wir den folgenden Satz.

Satz 11. Es sei A C R"™! ein Kompaktum mit glattem Rand M := OA. Dann gibt es
einen Punkt P € M, fir den alle Hauptkrimmungen positiv sind; insbesondere ist die

Gauf-Kriimmung positiv.

Wie in Analysis 3 gezeigt, ldsst sich eine implizit gegebene Menge M lokal als parame-
trisiertes Flichenstiick f: U C R® — R"! darstellen. Dabei ist f sogar Einbettung, und
deshalb ist der Tangentialraum 7}, f des Flichenstiicks gerade der Tangentialraum 7p M
der Mannigfaltigkeit M in P = f(p).

Beweis. Auf der kompakten Teilmenge M C R™! nimmt die stetige Funktion |z| ein
Maximum R in einem Punkt P € M an, d.h.

3P eSpNM mit M C Br:={z € R"™ | |z| < R}.

Im Punkt P hat OBy die Tangentialebene P+. Wir behaupten, dass P+ auch die Tangen-
tialebene von M in P ist. Wenn nicht, gébe es ein X € T,M mit (X, P) # 0. Ersetzen wir
gegebenfalls X durch —X, so folgt (X, P) > 0. Aus der lokalen Normalform (21) erhalten
wir die fiir kleine ¢ giiltige Darstellung

ftX)=P+tX +O( )N = |f(tX)]> = R?* +2t(P,X) + O(?).

Dies ergibt
MCBr |f(tX)]? — R?
0 > % = 2(P, X) + O(t);

die rechte Seite ist aber positiv fiir kleine ¢ > 0, ein Widerspruch. Dies zeigt TpM =
Tp(0BR) = P+.

_ P
[P]

wéhlen. Wir verwenden erneut die Normalform (21): Sei f die Normalform von M und

Im Punkt P konnen wir also die innere Normale N := als Normale beider Flachen

§ die der Sphire. Dann sind die Parametrisierungen f und § auf einer geeignet kleinen
Umgebung V C TpM = TpSr = P+ von 0 definiert und es gilt

n

0 "< s, N):%Z@—}%)Xixwo(yxﬁ) fiir alle X = > X', € V.

1=

Daraus folgt x; > % fiir jedes 1 < i < n und insbesondere K > % > 0. OJ

Bemerkung. Im Satz haben wir M = 0A vorausgesetzt, damit M eingebettet ist. Allerdings
haben wir diese Tatsache im Beweis nicht wirklich benutzt. Tatséchlich gilt der Satz auch
noch fiir immersierte Untermannigfaltigkeiten, d.h. M darf das Bild einer Immersion einer
kompakten Mannigfaltigkeit sein.
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Ubung: Formulieren und beweisen Sie einen entsprechenden Satz fiir Kurven.

Eine Minimalfiiche ist definiert als eine Flache mit H = 0. Man kann zeigen, dass jede
Flache mit Rand, die den Inhalt minimiert (z.B. bei festen Randbedingungen), tatséchlich
H = 0 erfiillt. Offenbar konnen fiir eine Minimalflache, die ein Kompaktum berandet, nicht
alle Hauptkriimmungen dasselbe Vorzeichen haben und daher folgt:

Korollar 12. Eine Minimalfiiche M C R™ kann nicht kompakt sein.

4.3. Gauf3-Kriimmung als Verzerrung der Gauf3-Abbildung. Fiir nach Bogenldnge
parametrisierte ebene Kurven hatten wir in I(5) gesehen, dass v/ = —kc gilt; nach der
Substitutionsregel stimmt dies sogar fiir reguldre Kurven. Die Kurve ¢ bildet ein kleines
Intervall des Definitionsbereichs auf ein Kurvenstiick ab, dessen Lénge in erster Ordnung
um den Faktor |¢/| gestreckt ist. Wir sehen diesen Faktor als Langenverzerrung der Kurve
an. Entsprechend ist das Normalbild v(t) eine Kurve in S!, die Urbildléingen um den Faktor
|| verzerrt. Daher konnen wir die Gleichung v/ = —kc’ deuten als

[ (t)]

_[V//(t)]  |Léngenverzerrung von v in |

~|¢(t)]  |Léngenverzerrung von c in t|’

Ganz dhnlich hat Gaul K (p) definiert, und zwar als den Quotienten

|Fléacheninhaltsverzerrung von v in p|

|Fldcheninhaltsverzerrung von f in p|’
Im Spezialfall einer linearen Abbildung ¢ ist der Verzerrungsfaktor des Fliacheninhalts ge-
rade durch |det ¢| gegeben. Weil f in erster Ordnung durch df approximiert wird, ist der
Nenner des Ausdrucks daher gerade | det df,|; entsprechend der Zihler |det dv,|. Wir er-
halten also fiir den Quotienten
|Verzerrung von dv,: R* — T, f|  |det dy,|
|Verzerrung von df,: R* — T, f| - | det df;,| a

Unsere Definition stimmt daher tatséchlich mit der von Gaufl iiberein, jedenfalls im Betrag.

‘det((dfp)_ldeH = |det S| = [K(p)|.

Im Kurven- wie im Flichenfall kann man die Gleichungen aber auch ohne Betragsstriche
aufstellen, wenn man die Orientierung richtig beriicksichtigt; in beiden Féllen verbleibt
dann ein Minuszeichen in den Gleichungen.

Beispiele. 1. Fiir S™ ist v = — f; aus obiger Eigenschaft folgt |K| = 1.

2. Fiir den Zylinder ist das GauBbild ein GroBkreis von S?, also niederdimensional. Der
Flacheninhalt wird also unter v auf das 0-fache verzerrt, und K = 0 folgt. Ebenso fiir die
Ebene.

11. Vorlesung, Montag 10.7.06
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5. UBUNGSAUFGABEN

5.1. Parametrisierte Flichen.

Aufgabe 1 — Tangential- und Normalraum (Reif 08):

Sei f: U — R™ eine Hyperfliche, f = f o eine Umparametrisierung, p € U und p = ¢~ (p).

a) Zeigen Sie, dass der Tangentialraum eine Eigenschaft von [f] ist, d.h. T,f =T} f.

b) Zeigen Sie, dass der orientierte Normalenvektor eine Eigenschaft von (f) ist, d.h. v(p) = 0(p)
falls det Dy > 0.

Aufgabe 2 — Katenoid und Helikoid sind isometrisch (GB 02):

Zwei Immersionen k, h: R? — R3 sind gegeben durch
k(x,y) := (coshz cos y, cosh x siny, x), h(z,y) := (sinhzsiny, — sinh 2 cos y, y).
Man nennt k das Katenoid und h das Helikoid.

a) Skizzieren Sie beide Fléchen.
Tipp: Was sind die Parameterlinien x — k(z,y) bzw. h(x,y) sowie y — ...7?

b) Zeigen Sie, dass ihre beiden ersten Fundamentalformen iibereinstimmen.

Aufgabe 3 — Parametrisierungen der Sphire (GB 02):

Gegeben sei die Sphére S* = {(z,y, 2) € R? | 22+y*+2? = 1} sowie die beiden Parametrisierungen
T

_§> 5) X (07 277)7

k(z,y) := (cosz cosy, cosxsiny,sinz) fir (z,y) € (
1
s(z,y) = —————— (22, 2y, ° 2_1) fir (z,y) € R%
(z,y) x2+y2+1( y,a” +y —1) (z,y)
Man nennt k Parametrisierung in Kugelkoordinaten und s die Parametrisierung durch stereogra-

phische Projektion.

a) Zeigen Sie, dass sowohl k als auch s Teilmengen von S? parametrisieren. Welche Teilmengen
sind dies?

b) Zeigen Sie, dass beide Parametrisierungen Immersionen sind, d.h. dk, und ds,, besitzen vollen
Rang fiir alle p im jeweiligen Definitionsbereich.

c) Zeigen Sie, dass beide Parametrisierungen injektiv sind.

d) ITm Punkt (1,0,0) € S? ist v := (0,1,0) ein Tangentialvektor an S?. Suchen Sie den entspre-
chenden Vektor im Urbild, d.h. finden Sie X mit v = df,(X) fiir f =k bzw. f = s.

e) Es sei N := (0,0,1) der Nordpol von S". Zeigen Sie, dass die stereographische Abbildung s

durch folgendes geometrische Verfahren beschrieben wird. Ein Punkt (z,y) wird auf denjenigen
Punkt der Geraden {A(z,y) + (1 — A)N | A € R\ {0}} abgebildet, der auf S? liegt.
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Aufgabe 4 — Kugelkoordinaten (Reif 08):

Die Standard-Parametrisierung einer Kugel mit Radius » um den Ursprung lautet

T COS U COS V
k(u,v) = |rsinucosv |, (u,v)€|0,2n] x [—7/2,m,2].

rsinv

Eine Lozodrome ist eine Kurve auf der Kugel, deren Winkel zu den Parameterlinien von k konstant
ist.

a) Betrachten wir speziell die Erdkugel. Identifizieren Sie die Parameterlinien von k£ mit Léngen-
und Breitenkreisen. Wie erhilt man den Aquator, Nord- und Siidpol? Diskutieren Sie die
Bedeutung von Loxodromen fiir die Schifffahrt.

b) Ist k eine Immersion?
c) Sei
c(t) = [u(t), v(t)] = [Incot(w/4 —t/2), t], te€ (—m/2,7/2).
Skizzieren Sie die Koordinatenfunktion u(t). Zeigen Sie, dass es sich bei der Flachenkurve koc

um eine Loxodrome mit Richtung ”‘Nord-Ost“’ handelt.

Hinweis: Im Verlauf der Rechnung kann die Formel sin 2ac = 2 sin o cos «v niitzlich sein.

d) Berechnen Sie die Lange von ko c.

Aufgabe 5 — Rotationsflichen (Bergner 04):

Gegeben ist die Kurve ¢(t) = (r(t),h(t)) : [a,b] — (0,400) x R. Wir legen diese Kurve in die
x, z-Ebene des R? und rotieren diese Kurve um die z-Achse. Dann erhilt man die Rotationsfliiche

f(t, @) == (r(t) cosp,r(t)sinp, h(t)) fiir (t,¢) € [a,b] x [0,27] .

a) Berechnen Sie die erste Fundamentalform (g;;)i j—1,2 der Rotationsfliche. Welche Bedingung

muss die Kurve c erfiillen, damit f eine Immersion ist?

b) Mit Hilfe des Oberflichenelementes (Gramsche Determinante) kann man bekanntlich den
Fléacheninhalt wie folgt berechnen:

A= /ab /027T \/det(gi;(t, v))dpdt .

Leiten Sie daraus eine Formel zur Berechnung des Fliacheninhaltes von Rotationsflichen her.

c) GeméB der ersten Guldinsche Regel ist der Flacheninhalt der Spur von f gleich dem Produkt
aus der Lénge von ¢ und dem Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt der Kurve ¢ bei der
Rotation beschreibt. Erkléren Sie diese Regel anhand des Resultats aus Teil b).

d) Sei nun c ein Kreis um den Punkt (R,0,0) mit Radius » < R, dann parametrisiert f einen
Torus. Bestimmen Sie seinen Flicheninhalt ohne Rechung.
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Aufgabe 6 — Paralleler Rahmen und Rohrenflichen (GB 96):

Es sei c: [a, b] — R3 nach Bogenléinge parametrisierte Kurve. Wir betrachten einen orthonormalen
Rahmen (e;(t) := /(t), e2(t), e3(t)), der fiir alle ¢ € [a, b] orthonormal ist. Es sei E(t) die 3 x 3-
Matrix mit Zeilen e;(t).

a) Wie bei Frenet-Kurven schreiben wir die Abgleichungsgleichungen als ein System F' = KFE

0 a
auf. Zeigen Sie, dass K stets die Form K = <a 0 w) hat, wobei «, 3,7 Funktionen von

-6 -0
[a, b] nach R sind.
b) Wir betrachten nun Rdéhrenflichen

F.:U:=[a,b] x R — R3, F.(t, ) = c(t) + (cos pea(t) + sinpes(t)).

Zeigen Sie, dass ein €y > 0 existiert, abhéngig von «, 3,7, so dass fiir 0 < € < ¢g die Abbildung
F. eine Immersion darstellt. Wir setzen von nun an 0 < € < gy voraus.

c¢) Charakterisieren Sie nun die Tatsache, dass die Parameterlinien von F. senkrecht aufeinander
stehen, d.h. 0 = g(%, %)p fiir jedes p € U, durch eine Bedingung an die Matrix K.

d) Zeigen Sie: Fiir jede Kurve ¢ kann man einen orthonormalen Rahmen (e; = ¢/, v, w) finden,
so dass die Parameterlinien von F; aufeinander senkrecht stehen. Hierzu driicken Sie zunéchst
v und w beziiglich des gegebenen Rahmens E aus, und lésen dann eine Differentialgleichung.
Bemerkung: Weil v und w so wenig wie moglich léngs ¢ rotieren, kann man sich vorstellen,
dass man v(tp), w(tg) so gut, wie es nur geht, parallel verschiebt, um v(¢),w(t) zu erhalten.
Man nennt (¢, v,w) daher einen parallelen Rahmen.

5.2. Gauf3-Abbildung.

Aufgabe 7 — Gauf-Abbildung einer impliziten Hyperfliche (Bergner 04):

Zu U C R™ sei eine Hyperfliche f € C*(U,R™™!) mit k& € N gegeben. Die Menge f(U) werde
implizit beschrieben durch eine Abbildung ¢ € C'(R**! R), d.h.

fU)c{z eR"™ | p(x) =0} und Ve(z) #0 firallexc f(U).

a) Geben Sie die Einheitssphére und eine Ursprungsebene durch 0 mit Normale v in impliziter
Form an.

b) Zeigen Sie: Fiir jedes p € U steht der Vektor Vi (f(p)) senkrecht auf allen Tangentialvektoren
dfp(X) € T, f.

c) Zeigen Sie, dass die Abbildung v(z) := @i%ig‘ stetig nach S™ abbildet und somit eine Gauf}-
Abbildung ist.

d) Falls zusitzlich ¢ € CF(R"1 R) gilt, wie glatt ist dann die Abbildung v?

Zusatz: Kann man zu jeder Hyperfliche f eine implizite Darstellung ¢ mit obigen Eigenschaften

konstruieren?
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Aufgabe 8 — Parallelflichen (GB 02):

Ist f: U — R v: U — S™ Hyperfliichenstiick, so definieren wir die Parallelfliche im Abstand
s durch

U =R f5(p) = f(p) + sv(p).

a) Falls f* Immersion ist, so ist durch v eine GauB-Abbildung von f* gegeben.

c) Driicken Sie % 9° (X, Y)‘s:[) durch die zweite Fundamentalform von f aus.

)
b) Berechnen Sie die erste Fundamentalform ¢® von f® aus g =: go.
)
d)

Zeigen Sie: Fiir jede kompakte Umgebung p € V. CC U gibt es ein sg > 0, so dass die
Parallelfiiche f%: V — R""! eine Immersion darstellt fiir alle |s| < sq.
Tip: Sie miissen nur g,(X, X) >0 fir p € V und X € S zeigen.

5.3. Hauptkriimmungen, Gauf3- und mittlere Kriimmung.

Aufgabe 9 — Krimmungen am Beispiel (Bergner 04):

Wiéhlen Sie sich einen gekriimmten Korper, z.B. eine Kaffeetasse, einen Stift, Ihren Stuhl, etc.
Versuchen Sie die Gebiete mit K > 0 und K < 0 voneinander abzugrenzen. Kénnen Sie in
ausgewéihlten Punkten auch die Hauptkriimmungsrichtungen bestimmen?

Aufgabe 10 — Umparametrisierung (Reif 08):

Sei f := fop eine Umparametrisierung von f. Zeigen Sie: Wenn v eine Hauptkriimmungsrichtung
von f ist, dann gibt es eine Hauptkriimmungsrichtung @ von f mit df v = df .

Aufgabe 11 — Skalierung von Flichen (Bergner 04):

Zu einer Fliche f € C?(U,R""!) betrachten wir die skalierte Fliche f\(p) := Af(p) zu einem
A > 0. Berechnen Sie erste und zweite Fundamentalform von f) und daraus mittlere und Gauf3-
kriimmung von fy in Abhéingigkeit von f.

Aufgabe 12 — Bewegungsinvarianz (Reif 08):

Sei A eine orthogonale Matrix, ¢ ein Vektor und f := Af+q die Fl*“ache, die durch die zugeh” orige
Bewegung aus f hervorgeht. Zeigen Sie:

a) Wenn v eine Gauss-Abbildung von f ist, dann ist 7 := Av eine Gauss-Abbildung von f .
b) Mit 7 = Av gilt S = S.
Aufgabe 13 — Normal- und geodditische Kriimmung (GB 05):

Wir betrachten Kurven auf dem Einheitszylinder Z = {(z,y, z) € R3,2? + 4% = 1}.

a) Was ist die innere Normale im Punkt (z,y,2) € Z7
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b) Wihlen Sie («,3), so dass die Schar von Helices ¢(t) = (cosat,sin at, 8t) nach Bogenlinge

parametrisiert ist.

c) Berechnen Sie Normal- und geoditische Kriimmung. Fiir welche Kurven ist die Normal-

kritmmung extremal?

Beachten Sie, dass wir in dieser Aufgabe ohne Parametrisierung der Fliche auskommen: nur eine

Parametrisierung der Kurve wird gebraucht, um deren Kriimmungen auszurechnen.

Aufgabe 14 — Katenoid und Helikoid sind minimal (GB 02):

Wir betrachten wieder Katenoid und Helikoid k, h: R? — R3 mit
k(z,y) := (coshx cosy, coshz siny, x), h(z,y) := (sinhz siny, —sinhx cosy, y).

a) Zeigen Sie, dass die Gaussabbildungen v fiir £ und h {ibereinstimmen.
b) Berechnen Sie 0;v und d2r und daraus die Weingartenabbildungen.

¢) Ermitteln Sie nun die Hauptkriimmungen sowie mittlere und Gausskriimmung dieser Flichen.

Aufgabe 15 — Weingartenabbildung der Sphire (Bergner 04):

Gegeben ist die Sphire S” = {p € R"*! | |p| = r} vom Radius 7.

a) Zeigen Sie: Fir jede beliebige Parametrisierung f : U — S ist v(p) := % f(p) eine Gaussab-

bildung.
b) Ermitteln Sie nun die Weingartenabbildung und daraus mittlere sowie Gausskriimmung von
Sr.

Aufgabe 16 — Mittlere Krimmung von Graphen (Bergner 04):

Die Fliche f € C?(U,R?) sei ein Graph iiber der z, y-Ebene, dass heisst f(x,y) = (z,y, u(x,y))
fiir ein u € C?(U,R).

a) Berechnen Sie die erste und zweite Fundamentalform in Abhéngigkeit von w.
b) Ermitteln Sie die mittlere Kriimmung H (z,y) der Fliche f in Abhéngigkeit von wu.

c) Zeigen Sie nun, dass die nichtlineare elliptische Differentialgleichung
(22) (1+ uz)um — 2yt + (14 u)uy, = 2H (z,y)(1 + u2 + ui)% inU

erfiillt ist.

Aufgabe 17 — Hyperbolisches Paraboloid (GB 02):

Wir untersuchen das hyperbolische Paraboloid

fiRZ =R fz,y) = (z,y,2y).
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a) Zeigen Sie: Durch jeden Punkt f(x,y) gehen zwei verschiedene Geraden, welche auf der Fliche
liegen. Diese Geraden sind Asymptotenlinien.
Bemerkung: Daher gibt es von Geraden berandete Vierecke auf dem Paraboloid, und diese
Vierecke werden selbst von zwei Geradenscharen gebliattert. Aus diesem Grund setzen Archi-
tekten diese Fliache gern als gekriimmte Dachfléche ein.

b) Eine Fliche f € C?(U,R?) besitze im Punkt f(x,y) eine Asymptotenlinie.
Zeigen Sie mit Hilfe der Euler-Formel, dass die Gausskriimmung K (z,y) < 0 erfiillt.
Insbesondere gilt also K(z,y) < 0 auf dem hyperbolischen Paraboloid.

c) Parametrisieren Sie um: Wir bezeichnen die Hohenfunktion mit u(z,y) := zy. Es sei ¢(Z,7) =
(& + §, —& + §) eine 45-Grad-Drehung. Was ist @ := u o ¢? Deuten Sie (z,y, k) und (&, 3, h)

im Sinne des Satzes iiber die lokale Normalform.

Aufgabe 18 — Hyperbolisches Paraboloid (Reif 08):

Gegeben seien die beiden Flichen f(u,v) = [u,v,u?/2 + v?/2]*. Berechnen Sie jeweils

a) die erste und zweite Fundamentalform sowie die Weingarten-Abbildung in Matrixdarstellung;

b) die beiden Hauptkriimmungen k1, ko sowie Gausskriimmung K und mittlere Kriitmmung H;

c¢) die Hauptkriimmungsrichtungen v;,7 € {1,2}, sowie die zugehorigen Vektoren w; := dfv; im
Tangentialraum;

d) den Grenzwert lim, ,)(0,0) wi(u,v) und diskutieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 19 — Affensattel (GB 02):

Wir betrachten den Graphen f(z,y) := (z,y,u(z,y)) mit u(z,y) := 2 — 3zy>.

a) Der Graph ist invariant unter Drehspiegelung um 60 Grad um die z-Achse, d.h. fir R(p) :=
<§f’§:§ _Cf)isnf) gilt uwo R(%) = —u. (Es ist am einfachsten, dafiir u(2R(z,y)) = —u(2z,2y) zu
zeigen.)

b) Wir wollen nun den Graphen f verstehen. Notieren Sie in einer Skizze der (x,y)-Ebene zuerst
die Funktionswerte von u entlang der Geraden y — (0,y), sowie diejenigen auf den um Viel-
fache von 60 Grad rotierten Geraden. Berechnen Sie dann u(z,0) und halten Sie auch diese
Werte in der Skizze fest, zusammen mit den Werten auf den rotierten Geraden. Warum heif3t

die Fliache Affensattel?

c¢) Uberlegen Sie zuerst, welchen Wert die Hauptkriimmungen im Punkt (x, ) = 0 haben kénnen
(denken Sie an die lokale Normalform!). Rechnen Sie dies dann nach, wobei Sie die Formel fiir
die zweite Fundamentalform eines Graphen mit horizontaler Tangentialebene verwenden.

d) Zeigen Sie, dass der Graph spiegelsymmetrisch zur (z, z)-Ebene ist. Folgern Sie daraus, dass
x +— f(z,0) eine Krimmungslinie ist. Das gleiche gilt nach Drehungen um Vielfache von 60
Grad. Es gehen daher drei verschiedene Kriimmungslinien durch den Nullpunkt.
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Aufgabe 20 — Hauptkrimmung und Symmetrie:

Es sei f: U2 — R3 ein zweidimensionales Flichenstiick. Wir nehmen an, dass der Ursprung
f(p) = 0 in der Fliche liegt und der Tangentialraum 7}, f die xy-Ebene ist.

a) Essei Rg: R? — R3 die Drehung um 120° um die z-Achse. Zeigen Sie: Ist f(U) invariant unter
der Drehung R, so stimmen die Hauptkriimmungen in p iiberein. Man sagt, der Punkt p ist
ein Nabelpunkt [umbilic].

b) Gilt das Ergebnis von Teil a) fiir jede Drehung Ry, vom Winkel 27 /k mit k = 2,3,...7

c) Sei Rg: R? — R3 die Drehung um 60° um die z-Achse und S die Spiegelung an der zy-Ebene.
Zeigen Sie: Ist f(U) invariant unter Rg := S o Rg, so verschwinden beide Hauptkriimmungen
in p. Man sagt, der Punkt p ist ein Flachpunkt.

d) Geben Sie ein Beispiel einer (nicht rotationssymmetrischen) Fléche wie in Teil a). Geniigt sie
auch Teil ¢)?

Aufgabe 21 — Fldchen, die ganz aus Nabelpunkten bestehen (GB 02):

Auf Flachen (n = 2) nennt man Punkte p mit k1(p) = ka2(p) Nabelpunkte. Offenbar beste-
hen S?2 und R? ganz aus Nabelpunkten. In dieser Aufgabe beweisen wir die Umkehrung die-
ser Feststellung: Sei f: U — R3 eine Fliche, fir die jedes p € U ein Nabelpunkt ist, also
k1(p) = ka(p) =: k(p). Dann ist f(U) in einer Ebene oder in einer Sphire S? mit r > 0 enthal-
ten.

a) Zeigen Sie zuerst, dass die Funktion s konstant auf U ist. Berechnen Sie dazu 019v/(p) —d21v(p),
und schlieflen Sie daraus 0 = 01k(p) = dak(p). Warum zeigt dies, dass k konstant ist?

b) Zeigen Sie, dass im Falle x(p) = 0 die Parametrisierung in einer Ebene liegt.

¢) Nun wollen wir zeigen, dass im Fall x(p) = k # 0 die Fliiche f(U) in einer Sphéire vom Radius
1 liegt. Zeigen Sie dazu durch Differentiation, dass f(p) + Zv(p) konstant ist und daher den
Mittelpunkt der gesuchten Sphére definiert.

Aufgabe 22 — Regelfiichen (GB 02):

Es sei c: [a,b] — R3 eine reguliire Kurve, und V': [a,b] — R? glattes Vektorfeld. Die Fliche
FrlB) x [ah =B f(s.t) = et) + sV,
nennt man Regelfliche.

a) Zeigen Sie, dass Zylinder und Kegel Regelflichen sind. Welche weiteren Beispiele von Regel-
flichen kennen Sie?

b) Zeigen Sie: Das Bild einer Regelfliiche unter einer linearen Abbildung A: R? — R3 ist wieder
Regelfldche.

c¢) Es seien die Vektoren ¢/(t) und V (¢) fiir ¢ € [a,b] linear unabhéngig. Zeigen Sie: Es gibt ein
e >0, s0dass f: (—¢,¢) x [a,b] — R? eine Immersion ist. Wir setzen dies von nun an voraus.
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d) Zeigen Sie K(s,t) < 0 fiir die Gausskriimmung der Regelfliche. Warum gilt K(s,t) < 0 genau
dann, wenn die Vektoren V' (¢), V'(t),c(t) linear unabhéngig sind?

e) Eine Regelfliche hat GauB-Kriimmung K = 0 genau dann, wenn die Normale v lings jeder
Regelgeraden konstant ist.

Aufgabe 23 — Rotationsfliche der Traktriz (GB 02):

Wir betrachten die Traktrix

(r, h)(¢) := (cosh t’

und untersuchen nun die von ihr erzeugte Rotationsfliche f(t,¢) = (r(t) cos ¢, r(t) sinp, h(t)) .

t—tanht) fiir £ > 0

a) Berechnen Sie die beiden Hauptkriimmungen x; und ko dieser Fléiche.

b) Zeigen Sie nun, dass die Gausskriimmung dieser Fléche konstant ist.

Aufgabe 24 — Rotationsflichen konstanter Gauf-Krimmung (GB 02):

Zu der nach Bogenlinge parametrisierten Meridiankurve (r,h)(t): (a,b) — R2, 72 + b2 = 1,
betrachten wir die erzeugte Rotationsfliche. Wir wollen alle solche Flichen mit konstanter Gaus-
skrimmung K = c¢ untersuchen.

a) Warum braucht man nur die Rotationsflichen mit K = —1,0, 41 zu ermitteln, wenn man alle
Rotationsflichen mit konstantem K bestimmen mdochte?

b) Leiten Sie aus K = c¢ eine gewohnliche Differentialgleichung fiir » her und 16sen Sie diese.
Geben Sie danach eine Integraldarstellung der Funktion A an.

Hinweis: Betrachten Sie getrennt die drei Fiélle ¢ < 0, ¢ =0, ¢ > 0.

c) Geben Sie im Fall K = 0 explizit die Funktionen  und h an. Welche Rotationsflichen ergeben
sich hier?

d) Wir betrachten nun den Fall K = 1. Zeigen Sie, dass 7(t) = acost zu a > 0 eine Losung der
Differentialgleichung aus a) ist. Berechnen Sie h(t) im Falle a = 1 explizit und skizzieren Sie
die Meridiankurve. Im Falle 0 < a < 1 und a > 1 ldsst sich A nicht mehr elementar darstellen,
Sie konnen Sie jedoch qualitative Aussagen (Definitionsbereich, Wertebereich und Monotonie
von r und h) angeben und somit ebenfalls fiir diese Félle die Meridiankurve skizzieren.

Bemerkung: Ebenso kann man auch fiir K = —1 vorgehen; Mit der Traktix haben wir ein Beispiel

fiir diesen Fall bereits konstruiert.

Aufgabe 25 — Tangentialebene (Bergner 04):

Zeigen Sie fiir eine Fliche f € C?(U,R3) die folgenden Aussagen:

a) Gilt fiir die Gausskriitmmung K (p) > 0 in einem Punkt p € U, so gibt es eine offene Umgebung
V C U von p, so dass f(V) auf einer Seite der Tangentialebene T}, f liegt.

b) Gilt andererseits K(p) < 0, so existieren in jeder Umgebung V' C U von p zwei Punkte
p1,p2 € V, so dass f(p1) und f(p2) auf verschiedenen Seiten der Tangentialebene T),f liegen.



58 K. GROSSE-BRAUCKMANN: DIFFERENTIALGEOMETRIE, SS 06

Aufgabe 26 — Asymptotenrichtungen (GB 05):

Es sei f: U — R""! eine Hyperfliche. Ein Vektor X € R™\ {0} heiBt Asymptotenrichtung in
p € U, wenn die Normalkriimmung g,(S,X, X) = 0 erfiillt. Benutzen Sie die Eulerformel um fiir
zweidimensionale Flichen f: U? — R? zu zeigen:

a) Die GauBkriimmung ist genau dann in einem Punkt p negativ, wenn durch p genau zwei linear
unabhéngige Asymptotenrichtungen gehen.

b) Die zwei Hauptkriimmungen sind entgegensetzt gleich, d.h. sie sind +x # 0, genau dann, wenn

die Asymptotenrichtungen aufeinander senkrecht stehen.

Aufgabe 27 — Flichen mit verschwindender mittlerer und Gausskriimmung (Bergner 04):

Auf U C R? zusammenhingend sei ein Flichenstiick f € C?(U, R3) gegeben, fiir welches zugleich
H = 0 und K = 0 gelte. Zeigen Sie, dass f in einer Ebene enthalten ist, indem Sie wie folgt

vorgehen:

a) Zeigen Sie zunichst, dass die Weingartenabbildung und somit die zweite Fundamentalform
die Null-Matrix sind.

b) Folgern Sie, dass die Gaussabbildung v(p) konstant ist und somit die Fliche in einer Ebene
liegt.
c) Gilt obige Aussage auch im Falle von Hyperflichen im R™*! falls n > 3?

Aufgabe 28 — Scherksche Minimalfliche (Bergner 04):
Laut (22) ist ein Graph f(z,y) = (z,y,u(z,y)) eine Minimalfliche, d.h. seine mittlere Kriimm-
mung ist null, falls die Differentialgleichung

(1+ uz)um — 2yt + (14 u2)ty, =0

gilt. Wir wollen nun eine Minimalfliche der speziellen Form u(x,y) = g(x) + h(y) finden. Diese
wird Scherksche Minimalfliche genannt.

a) Zeigen Sie zunichst, dass es eine Konstante a € R gibt, so dass

9" (z) h'(y)

= = —— f“ 11
O E

gilt.

b) Losen Sie nun diese beiden gewohnlichen Differentialgleichungen zu den Anfangswerten g(0) =
h(0) = ¢’(0) = h'(0) = 0. Was ist der maximale Definitionsbereich der Losung?
(Hinweis: % logcost = —tant.)

Aufgabe 29 — Parallelfiichen (Bergner 04):

Zu einer Fliche f: U — R? mit GauB-Abbildung v erkldren wir

U —-R | f(a,y) = fla,y) + sv(z,y).
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als zugehorige Parallelfliiche im Abstand s. Wir setzen voraus, dass s klein genug ist, so dass f*

Immersion ist, siche Aufgabe 8. Dort hatten wir auch gezeigt: v auch Gaussabbildung von f*.

a) Sei die Fliche f nun in Kriimmungslinienparametern parametrisiert, d.h. v, = k1 f; und
vy = k2 fy mit den beiden Hauptkriimmungen k1, k2. Zeigen Sie

fox fi=(1+42Hs+ Ks*)fo x fy |

wobei H die mittlere und K die Gausskriimmung von f seien.
b) Folgern Sie fiir den Flécheninhalt A(f®) der Parallelfliche die Entwicklung

A(fS):A(f)+2s/UHdA+s2/UKdA

mit dA :=|f; x fy|dzdy falls |s| < e und € > 0 hinreichend klein.

Aufgabe 30 — Zweite Fundamentalform einer impliziten Fliche (GB 05):

Wir fithren Aufgabe 7 weiter. Sei also f: U € R® — V C R"*! ein Flichenstiick, das durch
¢ € C%(V,R) implizit beschrieben wird, d.h. es gilt M := {f(z) : 2 € U} = {p € V : ¢(p) = 0}
und insbesondere p o f = 0.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass sogar |[Vy(p)| = 1 fiir alle p € M gilt. Man kann dies
stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion (welcher?) erreichen. Dann ist 7 := Vo
auf V definiert und v := v o f die Gaufl-Abbildung des Flédchenstiicks.

a) Berechnen Sie mit der Kettenregel als eine Voriibung 9;v! = 9;(#! o f), d.h. die i-te Ableitung
der I-ten Komponente der Normale; verwenden Sie am besten die Summenschreibweise.

b) Berechnen Sie nun die Koeffizienten b;; der zweiten Fundamentalform in Summenschreibweise.

c) Driicken Sie b;; nur durch die Hesseform von ¢ sowie f und die Standardbasis aus (keine
Summenschreibweise). Bestimmen Sie b(X,Y) = b( Y}, X iei,zj YJe;), indem Sie ebenfalls

ohne Summen schreiben.

Aufgabe 31 — Variante der Weingarten-Abbildung (Reif 08):

Sei P := G 'df* die Pseudo-Inverse von df und E := P'BP die eingebettete Weingarten-
Abbildung der Hyperfliche f := R™ — R,

a) Welche Dimensionen haben P und E? Zeigen Sie Ev = Pv = 0.

b) Verifizieren Sie die Gleichung Edf = —dv. So, wie S die Relation zwischen den Zeilen von df
und dv beschreibt, beschreibt also E die Relation zwischen den Spalten von df und dv.

c) Zeigen Sie: Aus Sv = kv und w := df v folgt Fw = kw.

d) Verifizieren Sie mit Hilfe des Resultats aus Teil b) nochmals den aus der Vorlesung bekann-
ten Satz, dass alle Eigenwerte von S reell sind und dass die Hauptkriimmungsrichtungen im

Tangentialraum paarweise orthogonal gewéahlt werden koénnen.

e) Bestimmen Sie E fiir die beiden hyperbolischen Paraboloide aus Aufgabe 18.
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Teil 3. Die innere Geometrie von Flichenstiicken (2002 und 04)

11. Vorlesung, Montag 28.6.04

Die innere Geometrie von M besteht aus denjenigen Gréfien, die allein durch Langenmes-
sung innerhalb von M bestimmbar sind, d.h. durch alle aus g abgeleiteten Gréflen. Fiir
Kurven gehort lediglich die Bogenlédnge zur inneren Geometrie, nicht aber die Kriimmung.
Fiir Flachen werden wir jedoch das erstaunliche Ergebnis finden, dass die Gaufl-Kriimmung

zur inneren Geometrie gehort.

1. KRITISCHE PUNKTE DER BOGENLANGE

In diesem Abschnitt sei U C R™ ein Gebiet und f: U — R™ ein parametrisiertes Fliachen-

stiick beliebiger Kodimension m —n > 0.

Wir wollen die kiirzeste Kurve zwischen zwei Punkten P und () des Flachenstiicks finden,

also
b
(1) L(c) :/ || dt — min fir: c=fory, ~v:la,b — U, cla) =P, ¢(b)=Q.

Zwei Fragen stellen sich:

1. Gibt es eine solche Kurve (inf = min)?
2. Wie findet und berechnet man sie?

Als Antwort auf die zweite Frage werden wir eine notwendige Kriimmungsbedingung her-
leiten, die eine gewohnliche Differentialgleichung darstellt; damit beantworten wir auch die

erste Frage soweit, dass diese Gleichung lokal 16sbar ist.
1.1. Erste Variation der Bogenlinge. Um die Lénge einer gegebenen Kurve mit an-
deren Kurven zu vergleichen, fithren wir ein:
Definition. Es sei 7: [a,b] — U. Eine Variation von 7 ist eine (glatte) Abbildung
h: (—e,e) x [a,b] = U  fiire >0
mit ho(t) = (). Die Abbildung h(s,t) = hs(t) heifit eigentliche Variation von -y, wenn

hs(a) = ~v(a) und hy(b) = v(b) fiir alle s € (—¢,¢) gilt.

Der Begriff der Variation erfaf3t also nur benachbarte Vergleichskurven. Zur Vereinfachung
beschrénken wir uns nun auf Kurven, deren Geschwindigkeit konstant ist.
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Lemma 1 (1. Variation). Hat v: [a,b] — U konstante Geschwindigkeit k := ||| # 0 und

ist hg eine Variation von vy, so gilt

Liigon| = ro(Zonro) -+ [ (@00 ew)n

ds
Beispiele. Wir betrachten den Fall der Ebene, also f = idgz, df =id, c =7, g = (,).
1. Es sei ¢(t) die Strecke von (0,0) nach (1,0), z.B. ¢(t) = (¢,0) auf [0, 1]. Betrachten wir
Strecken h(t) von (0,0) nach (1 + s, s), so verschwindet der Integralterm im Satz (wegen
" = 0). Es verbleibt der Randterm £ L(h,)|s—o = (7). ((1))> = 1. Die Bogenlidnge von ¢

nimmt also unter der Variation zu.

(2)

2. Um einen Fall anzusehen, fiir den (nur) der zweite Term etwas liefert, wenden wir
die Formel auf Kreise verschiedener Radien in der Ebene an. Fiir ¢(t) = (cost,sint),
zB. auf t € [0,7] ist hy(t) := ((1 — s)cost, (1 — s)sint) eine uneigentliche Variation.
Wegen 28(0,t) = —c(t) L ¢/(t) verschwinden die beiden Randterme der ersten Variation;
wegen ¢ = —c ist der Integrand = 1. Nach (2) verkiirzen sich die Halbkreise in ¢, und zwar
mit Ableitung —m. Tatséchlich ist L(hs) = (1 — s)m, was in s = 0 die Ableitung —7 hat.

Beweis. Die Lange von f o hy ist

L(foh) = / \/<%(fohs), Tron)

Durch Differenzieren unter dem Integral erhélt man:

Lrfon / J_\s_ 245 (Foh, GUen))|  at
SchwarzschesLemma% / < % di (f o ha), C(zi ( fohs)> -, gt
:E/a [§< (Foh). Gl on) ) = (F(Foh). 5 Liro h>>L:0f”
Ry sy
o) i Gy ]

Die Rechnung wird iibersichtlicher, wenn man %‘

V = 24(0,t) das Variations-Vektorfeld von h; es handelt sich dabei also um eine glatte
Abbildung V': [a,b] — R™.

einen Namen gibt: Wir nennen

Umgekehrt stellt zu gegebenem Variations-Vektorfeld V' die Abbildung

(3) hs(t) = (1) + sV (1)
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eine Variation mit Variationsfeld V' dar. Wegen [a, b] kompakt gibt es ein € > 0 mit hy(t) €
U fiir s| < e, t € [a,b].

Das Lemma sagt nun, dass £L(f o hS)|s:O nur vom Variationsvektorfeld V' = 2% _,
abhéngt. Wir fiihren auch fiir die 1. Variation eine Bezeichnung ein, die dies deutlich
macht:
dyL(c) := di(L(f o hy))|s=o
s
Wir kénnen damit die Formel der 1. Variation umschreiben als
b
(4) () = Tona (VOO = o [ (v, o)

Bemerkung. Es ist nicht ganz so anschaulich, aber mathematisch besser, statt der Linge
[||dt die Energie [ |c'|?dt zu betrachten. Man kann zeigen (Ubung), dass ein beliebiger
kritischer Punkt ¢ der Energie die Lange minimiert und zugleich konstante Geschwindigkeit
|c'| besitzt. Durch Verwenden der Energie stellt sich also eine gute Parametrisierung der

Kurve von alleine ein.

Geodéatische sind kritische Punkte der Lénge:

Definition. Eine Kurve ¢ = f oy heiit Geoddtische, wenn || konstant ist und oy L(c) fiir
jedes eigentliche Variationsfeld V' (also V' (a) = V(b) = 0) verschwindet.

Insbesondere sind (absolute) Minima der Lénge, sogenannte Kiirzeste, geodéatisch:

Satz 2. Seic = fo~ fir~v:[a,b] — U eine mit konstanter Geschwindigkeit |c'| parame-

trisierte Kurve. Gibt es keine kiirzere Kurve von c(a) nach ¢(b), so ist ¢ geoddtisch.

Beweis. Fiir jede eigentliche Variation hs von ¢ hat s +— L(h,) in s = 0 ein Minimum. Also
gilt dyL(c) = 0 und c ist geoditisch. O

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht: Wie wir gleich sehen werden, sind Groflkreise in S™
geodatisch, aber nur bis Linge < 7 sind sie auch Kiirzeste; falls die Lange < 7 ist, ist
die Kiirzeste sogar eindeutig. Eine gute Vorstellung dazu ist: Ein Gummiband auf einem
GroBkreis von S? liegt im stabilen bzw. instabilen Gleichgewicht, wenn seine Linge < 7
bzw. > 7 ist.

1.2. Geodéitische. Um eine Gleichung fiir Geodétische herzuleiten, zerlegen wir fiir ¢ mit
konstanter Geschwindigkeit |¢/| den Kriimmungsvektor ¢’ orthogonal in

(5) ="+ eTfa N

Im Spezialfall von Hyperflichen hatten wir in 11(13) fiir den Normalanteil folgenden Aus-

druck gefunden: ¢’ = (¢, v o) (v o) = g(S+, ) (v o ).
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Ist ¢ geoditisch, so verschwindet die geoddtische Krimmung kg := |c” T’:

Satz 3 (Johann Bernoulli 1698, Euler 1728). Eine Kurve ¢ = f o~y ist ¢ geoddtisch genau
dann, wenn fiir alle t die zweite Ableitung von f o~ senkrecht auf dem Tangentialraum T f
steht, d.h. fir alle t € |a,b] ist

d(t) e Nywf <<= T =0.

Beispiel. Seien P, € S" mit P L Q. Dann ist ¢(t) := Pcost + @sint ein Grofikreis.
Wegen ¢(t) = —c(t) ist ¢’T = 0, also sind GroBkreise geoditisch.

Zur Geschichte des Satzes siche [HT], S.107-110. Zum Beweis benétigen wir eine Hilfsaus-
sage. Die Rechnung

%|C/‘2 _ 2<C’,CN _ 2<C/, (C”)T> -0
zeigt:

Lemma 4. Jede Kurve ¢ = f o~y mit (c”(t))T = 0 hat konstante Geschwindigkeit.

Beweis des Satzes. “<=": Die Aussage folgt aus (4) und dem Lemma.

“=7": Der Fall |/| = 0 ist trivial. Anderenfalls zeigen wir nun indirekt, dass fiir eine
Geodaétische ¢ die zweite Ableitung im Normalraum liegt. Durch orthogonale Zerlegung
definieren wir: ,

d

El e =df - X&)+ N(t) € T f & Ny f

Wir zeigen: Ist X (o) # 0 fiir ty € (a,b), so gibt es ein Variationsfeld V' mit dy L(c) # 0.

Wir werden nun zeigen, dass die Kurve c¢ kiirzer wird, wenn wir sie in Richtung ihrer
Kriimmung variieren (wir “schneiden Kurven ab”). Leider konnen wir nicht direkt V' := X
setzen, denn X muss nicht eigentlich sein. Daher wéhlen wir eine (glatte) Hutfunktion
@: [a,b] — [0,00) mit p(a) = ¢(b) = 0 und p(ty) > 0. Setzen wir dann V(t) := ()X ()
sowie hg(t) := ~(t) + sV (t), so folgt

(4), hs eigentlich _L b '
Sy L(c) O o / (af (o)X (1)), df - X (1)) di

I L 2
:_M/a g(p(H)X (1), X (1)) dt:_llv’ll/a PO X (@) dt <0,

denn ¢ wie ||.X|| sind stetig und daher in einer ganzen Umgebung von ¢, von 0 verschieden.
0J

Beispiele. 1. In R™ erfiillen Geodétische ¢’ = 0 und sind daher mit konstanter Geschwin-

digkeit parametrisierte Geraden. Teilstiicke beliebiger Lénge sind Kiirzeste.

2. Rotationsflichen: Siche Ubungen.
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Bemerkungen. 1. Physikalisch ist Kraft/Masse = Beschleunigung = Kriimmung. Daher hat
man folgende Interpretation des Satzes: Fiir einen Massepunkt, der sich auf einer Flache
bewegt, ist die Normalkriimmung die Zwangskraft, die nétig ist, um den Punkt innerhalb
der Fliche zu halten. Wenn wir dariiber hinaus keine Kréfte auf den Massepunkt einwirken
lassen, so ist seine Bahn geodétisch. In diesem Sinn ist eine Geodétische die Bahn einer

unbeschleunigten Bewegung auf einer Flache.

2. Im Lemma der 1. Variation haben wir durch die beiden Schritte (i) Vertauschen der
Ableitungen und (#2) partielle Integration eine Integralbedingung angegeben, aus der wir
im letzten Lemma die punktweise Bedingung ¢’ T=o0 hergeleitet haben. Man sagt, wir
haben aus dem Variationsintegral (1) eine Fulergleichung hergeleitet. Diese Methoden fafit
man unter dem Begriff der Variationsrechnung zusammen.

3. Wir kénnen Kurven c¢ als Elemente aus einem Banachraum auffassen (z.B. H'2([0, 1])).
Ein Tangentialvektor an ¢ ist dann ein Vektorfeld ldngs c¢. Die erste Variation dy L stellt
dann eine Richtungsableitung des Funktionals L auf dem Banachraum der Kurven dar.

12. Vorlesung, Montag 5.7.04

1.3. Orthogonale Zerlegung von d?f und Christoffel-Symbole. Die etwas techni-
schen Resultate dieses Abschnitts werden wir benutzen, um eine Differentialgleichung fiir
Geodaétische aufzustellen. Sie werden weiterhin zum Theorema egregium fiihren.

Fiir eine beliebige Kurve ¢ = f o~ kénnen wir schreiben

() = L(For(t) = Lar )t = jt(zﬂ)gi(()))
'L /'L y 82
_Z ’ 8@ +Z angxj (V(t))’

bzw. ' = df - " + d*f(',7). Wir suchen einen Ausdruck fiir "". Der erste Summand

(6)

des Resultats ist ohnehin tangential; um den Tangentialanteil des zweiten behandeln zu

konnen, schreiben wir ihn beziiglich der Basis (6‘%) von T'f:

Definition. Die Christoffel-Symbole zu f: U — R™ sind die Funktionen Ffj: U — R fiir
1 <1,7,k < n, definiert durch

) (G ) =X M55, )

Nach dem Satz von Schwarz ist I'}; = I'};.

Beispiele. 1. Aus unseren Formeln sieht man: Samtliche Christoffel-Symbole verschwinden
genau dann, wenn samtliche Ableitungen 0¢g der Metrik verschwinden. Dies ist zum Beispiel
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der Fall fiir lineare Parametrisierungen einer Hyperebene, etwa durch f: R® — R"xRF, f =
(A,0) mit A € GL(n). Unter Verbiegungen der Bildebene, jedoch nicht unter Verzerrungen,
bleibt dieser Tatbestand erhalten.

2. Wihlt man eine gekriimmte (nichtlineare) Parametrisierung der Ebene R? wie etwa
(z,y) — (sinhz,y(y* + 1)), so verschwinden die Christoffelsymbole nicht.

In Sinne dieser Beispiele sind die Christoffelsymbole Korrekturterme, die man in der
Geodétischengleichung dann braucht, wenn man nicht-linear parametrisiert.

Die erste Variation 0y L(c) gehort klarerweise zur inneren Geometrie. Wir iiberzeugen uns
nun davon, dass auch die rechte Seite der Variationsformel (4) zur inneren Geometrie
gehort, indem wir fiir die Christoffel-Symbole zeigen:

Lemma 5. Die Christoffel-Symbole Ffj sind allein durch die erste Fundamentalform be-
stimmt:

N 9 9 9 o
(8) Féj = 3 Zglk<8a7-gjk + %gik — a—xkgij) firl<i,5,l<n
k=1 v J

Beweis. Wir schreiben 0; = a% und berechnen die Terme der rechten Seite:

0igjk = 00, f, O f) = (0ij f, Ok f) + (0; f, O f)
0igki = (O f,0if) + (Onf, 05 f)
—Okgij = —(Okif, 0; f) — (Oif, Os f)

Als Summe erhalten wir

N | —

(95951 +0;9ik — Oni;) = (O3 f+ O f) HWEH (B )", 0nf) = <Z#F%auf, hf) = Z U39y

Es folgt

2.

(Bigin + 09ik — Orgij) g™ = Z Y gurg™ = Z o, =T
k k,p H

DO | —

O

Beispiel. Eine Fliche heifit abwickelbar, wenn jeder Punkt eine Umgebung hat, die sogar
langentreu durch f: U — R™ parametrisiert wird. Eine solche Abbildung wird beispiels-
weise durch das Verbiegen eines Blatts Papier (mit Standardkoordinaten) realisiert. Also
sind Zylinder und Kegel (ohne Spitze) abwickelbar. Die Léingentreue bedeutet, dass die er-
ste Fundamentalform g gerade die von Standardkoordinaten in der Ebene R? (bzw. R™) ist,
also g = 0. Nach dem Lemma verschwinden die Christoffel-Symbole abwickelbarer Fléchen.
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1.4. Differentialgleichung fiir Geoditische. Fine Geoditische ¢ = f o~ ist nach dem
Satz von Bernoulli dadurch charakterisiert, dass ihre Beschleunigung keine Tangentialkom-

nT

ponente hat, ¢ = 0. Wir wollen diese Bedingung als gewohnliche Differentialgleichung

deuten.

Im euklidischen Raum mit Standard-Koordinaten werden Geodétische durch die Bedingung

¢’ = 0 charakterisiert. Im allgemeinen Fall muss man einen Korrekturterm hinzufiigen:

Satz 6. Fine Kurve ¢ = fo~: [a,b] — R™, die proportional zur Bogenlinge parametrisiert
ist (||| konstant), ist geodditisch genau dann, wenn fir alle t € [a,b] gilt

(9) YO+ TGO O W =0 firk=1,...n.

Beweis. Nach dem Satz von Bernoulli gilt
0= C”T = Z ’y“k + Z’Y/i’)//j (Fk o /y) ﬁ
K i ? O

In dieser Linearkombination sind die n Vektoren %(p) linear unabhéngig in 7, f C R™.

Daraus folgt das Verschwinden der Koeffizienten. O

Wir koénnen jetzt die lokale Existenz von Geodétischen zeigen.

Satz 7. Es seienp € U, X € R", ty € R gegeben. Dann gibt es ein € > 0 und eine eindeutiqg
bestimmte Geoddtische v =y, x: (to — e,to +¢€) — U mit v(ty) = p und v'(to) = X.

Beweis. Das System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung (9) erfiillt eine lokale
Lipschitzbedingung in 7, denn die Christoffelsymbole sind glatt (genauer?). Nach dem Satz
von Picard-Lindelof existiert daher genau eine Losung ~(f) zu Anfangswerten (ty) = p
und 7/(ty) = X, definiert in einer Umgebung von ty. Dies bedeutet (¢/)T = 0 fiir ¢ = f 0.
Nach dem Satz von Bernoulli ist daher ¢ geodétisch. 0

Die globale Existenz von Geodétischen ist ein anderes Problem, das wir erst in der Vorle-
sung Riemannsche Geometrie im Kontext von Mannigfaltigkeiten behandeln werden.

Beispiel. Fiir S™ seien gegeben P € S® und V' € TpS™ \ {0}. Wegen P | V liegt der Grof3-
kreis cpy (t) := cos(t|V]) P + sin(t|V]) |—¥| in S”, weiter erfiillt er die Anfangsbedingungen
cpy(0) = Pund ¢p,(0) = V. Natiirlich gilt wegen ¢ (£) = —|V|2cpy(t), dass ¢’ = 0 ist,
d.h. cpy ist Geodéatische. Nach der Eindeutigkeitsaussage des Satzes gibt es keine weiteren

Geodaétischen auf S"; insbesondere ist jede Kiirzeste ein Teilstiick eines Grofikreises.
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2. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN INNERER UND AUSSERER GEOMETRIE

2.1. Hyperflachengleichungen. Eine ebene Kurve ¢ mit Normale v ist in Bogenldngen-
parametrisierung allein durch x bestimmt. Tatsdchlich hatten wir gesehen, dass ¢, v ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen erfiillt, dessen Losung zu gegebenen Anfangs-
bedingungen eindeutig (sogar explizit) ist. Durch Umparametrisierung konnen wir natiirlich

auch eine ebene Kurve finden, fiir die wir die beiden Gréflen ||,  festlegen.

Ist f ein Hyperflichenstiick mit Normale v, so haben wir den GréBen |/|, k entsprechende
Ausdriicke definiert:

e Die erste Fundamentalform g. Die ersten Ableitungen von ¢ definieren Christoffel-Symbole
I’ geméB (8).

e Die zweite Fundamentalform b. Wenn wir g schon kennen, ist dies dquivalent zur Kenntnis

der Weingartenabbildung S.

So wie fiir Kurven wollen wir nun fiir Hyperflichen ein System von Differentialgleichungen

angeben —diesmal partiell-, das zu gegebenen Fundamentalformen g, b von f, v erfiillt wird:

Satz 8. Sei f: U — R"*! ein parametrisiertes Hyperflichenstiick mit Normale v, und
gij = (0if, 0; ), b == (O f,v)  firl<i,j<n;

weiterhin benutzen wir als abkiirzende Schreibweise Féj = %glk (@gjk + 0jgir — 3kgij).
Dann gilt das folgende System von partiellen Differentialgleichungen fir f,v aufU, genannt
Hyperflichengleichungen: Die (Gaufische) Ableitungsgleichung

(10) 0iif =Y T 0uf + bijv fir1<i,j<n
k

und die Weingartenformel

(11) O ==Y g*by0if  firl<j<n
i,k

Beweis. Die Gaufische Ableitungsgleichung stellt eine orthogonale Zerlegung von d?f in
Tf@® Nf dar. In (7) hatten wir die Christoffelsymbole durch die Tangentialkomponen-
te der zweiten Ableitungen definiert, und in II(10) die zweite Fundamentalform mit der
Normalkomponente dargestellt.

Die definierende Gleichung fiir S ist dv = —df - S, bzw. dv(e;) = —df - S(e;) = =, S@@if.
Durch Verwendung von II(15) entsteht daraus die Weingartenformel. U

Sind g und b gegeben, so kann man nach der Losbarkeit der Hyperflichengleichungen fra-

gen, genauer:
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e Eindeutigkeit: Ist die Losung f, v eindeutig zu gegebenen Anfangsbedingungen, d.h. ha-
ben wir mit g, b alle Invarianten von parametrisierten Flachenstiicken gefunden?

e Existenz: Gibt es stets eine Losung oder sind g, b noch durch weitere notwendige Bedin-
gungen verkniipft?

Die Antwort auf die erste Frage liefert ein Eindeutigkeitssatz:

Satz 9. FEs seien gegeben ein Gebiet U C R", p € U, sowie matrixwertige Funktionen
g,b: U — R™. Gibt es eine Lisung f: U — R"™ v: U — S" der Hyperflichengleichungen
(10), (11), so ist diese eindeutig bestimmt durch die Anfangswerte f(p), df,, v(p).

Natiirlich kann es nur dann eine Lésung geben, wenn beispielsweise g, b symmetrisch sind
und konsistent mit den Anfangsdaten, also

(12) g(X.Y)=(df, X.dfy-Y), [v(p)| =1, v(p) Ldf(X) firalle X,Y R

Da keine Bewegung des R"*! solche Anfangsdaten invariant 1a8t, kann man die Aussage
des Satzes umformulieren: Losungen der Hyperflachengleichungen sind bis auf Bewegungen
des R*™! eindeutig bestimmt.

Tatséchlich sind die Hyperflachengleichungen unter Bewegungen invariant, denn ¢, b blei-
ben unter Bewegungen invariant: Ist A € SO(n + 1), und f := Af, v := Av, so folgt

G(X,Y) = (Adf - X, Adf - Y) = (df - X,df - Y) = g(X,Y)
b(X,Y)=—(dv-X,df -Y) = —(Adv - X, Adf - Y) = b(X,Y).

13. Vorlesung, Montag 12.7.04

Beweis. Es sei ¢ € U beliebig. Da U ein Gebiet ist, kénnen wir eine glatte Kurve v: [0, 1] —
U fixieren, die von 7(0) = p nach y(1) = ¢ lauft. Weiterhin sei ein parametrisiertes
Flichenstiick f: U — R™™!, v: U — S™ mit Daten g, b, und damit auch I, gegeben.

Wir verwenden nun die Hyperflachengleichungen ldngs . Die Einschrankungen

N(t):=v(y(®),  X](t) =8 f (1))

erfiillen

k i (11) i ' i '
N =37 (9 0q) 77 ' =T gty 0y = =3 g by xE A

; i il
(13) XT=) (az'jfk o 7) V= (Zz I XF+ bz’ij>7”a
: j

J
(f © 7), = ZXZ"}/Z‘?
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wobei auf den rechten Seiten die gegebenen Funktionen g, b, I" in der Kurve v auszuwerten
sind. Dies stellt ein System linearer gewthnlicher Differentialgleichungen fiir N, X, f dar,

dessen Koeffizienten g oy, bo~y, I' oy, v glatt sind.

Nach dem Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f wird jede Losung N, X, f oy des Systems
(13) auf dem Intervall [0, 1] eindeutig durch ihre Anfangswerte in ¢ = 0 bestimmt, d.h. durch

N(0) = v(p), X(0) = df,, f(7(0)) = f(p). Insbesondere ist f(q) = f(v(1)), v(q) = N(1)
die einzige Losung der Hyperflichengleichungen im Punkt q. 0

2.2. Integrabilititsbedingungen und Hauptsatz der Flichentheorie. Wir beant-
worten nun die zweite im vorigen Abschnitt gestellte Frage. Tatséchlich erhélt man die
Existenz von Hyperflachenstiicken (f, ) nur dann, wenn zusétzlich zu (10) (11) noch wei-
tere Gleichungen erfiillt sind.

Aus dem Satz von Schwarz folgt, dass in jedem Punkt von U gelten muss
Oijif = Ojin.f fir alle 1 <4,7,k < n.

Diese Bedingungen folgen jedoch nicht aus den Hyperflichengleichungen. Vielmehr stellen
sie notwendige Bedingungen dar, die die Fundamentalformen g, b erfiillen miissen, wenn sie
die Daten einer Fléche sein sollen.

Satz 10. Fir jede Léosung (f,v) der Hyperflichengleichungen (10)(11) gelten die Gau$-
Gleichung

n

r=1

r=1

sowie die (Mainardi-)Codazzi-Gleichung

(15) 0= Oibjr — Ojbix + Y _Tipbis — Tipbje fiir 1<, j, k <.

s=1

In der GauB-Gleichung haben wir die Terme so angeordnet, dass die Gleichung eine inter-
essante Interpretation erlaubt: Die linke Seite héngt nur von g ab, und gehort damit der
inneren Geometrie an, wiahrend die rechte Seite alle Terme enthélt, die von b abhéngen.
Damit verkniipft die GauB-Gleichung innere und &uflere Geometrie.
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Bewezs.
90;if ) ( Z I%. 0. f + bjku>
=D <3iF§k Osf + Tjk&sf) + Oibjk v + by Opv
(10&11) Z &F 0 f + Z r: < . 158 f + bwy> + 0, b]k v — Zbﬂf ngrsa f)

=y (a D+ 3, (0I5, = birbirg” ))a f+ (ZS s ebis + aibjk>u
Um den entsprechenden Ausdruck fiir 0;0;, f zu erhalten, miissen wir nur ¢ und j vertau-
schen. Man erhélt dann 0 = 0;0;;f — 0;0;.f, ausgedriickt als eine Linearkombination der
Basisvektoren 0, f,...,0,f,v. Also verschwinden die Koeffizienten. Die Koeffizienten von
Osf stellen aber die Gauf3-Gleichung dar, die Koeffizienten von v die Codazzi-Gleichung.
Wir halten also fest: die Gaufl-Gleichung ist die Tangentialkomponente eines Kommuta-
tors von dritten Ableitungen von f, wihrend die Codazzi-Gleichung die Normalkomponente

darstellt. O

Fiir die GauB-Abbildung muss nach dem Satz von Schwarz gelten 0;;v = 0;v. Man kann
nachrechnen, dass diese Gleichung keine weiteren Bedingungen ergibt. Auch die Vertausch-
barkeit der dritten und hoheren Ableitungen von f liefert keine neuen Bedingungen, son-
dern nur Ableitungen der Gleichungen von Gaufl und Codazzi. Daher erwartet man das
folgende Existenzresultat:

Satz 11 (Hauptsatz der Flachentheorie, Bonnet 1867). Es sei U C R™ (mit n > 2) einfach
zusammenhdngend, p € U. Weiter seien symmetrische Matrizenfunktionen g,b: U — R™
gegeben, wobei g zusdtzlich positiv definit sei; sie sollen den Gleichungen von Gaufl (14)
und Codazzi (15) geniigen. Dann existert eine Lisung f: U — R v: U — S der
Hyperflichengleichungen (10) (11). Sie ist eindeutig zu gegebenen Anfangswerten f(p),
df,, v(p), die (12) erfiillen.

Wir lassen den Beweis aus, geben aber die Idee dazu an. Um f(q) zu bestimmen, integriert
man, wie im Beweis des Eindeutigkeitssatzes, das Differentialgleichungssystem (13) langs
einer Kurve v von p nach ¢ € U. Man benutzt die Gauf- und Codazzi-Gleichungen (14)
(15), um zu zeigen, dass f(¢g) unabhéngig von der gewéhlten Kurve ist; aus diesem Grund
nennt man diese Gleichungen auch Integrabilititsbedinungen. Man kann fiir alle Schritte
bis hierher aber auch einen allgemeinen Satz zitieren (dies tun beispielsweise [dC,K]): Der
Satz von Frobenius sagt, dass fiir die Integrabilitéit des Systems erster Ordnung fiir f, X, N
die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von X = 0f und v hinreichend ist (siehe
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[S] I, Kapitel 6). Abschlieend muss man nachpriifen, dass tatséchlich v die Gaufabbildung

von f und dass ¢g,b die Fundamentalformen von f sind.

2.3. Theorema egregrium. Dieser (wortlich:) herausragende Satz ist die Aussage, dass
die GauB-Kriimmung einer zweidimensionalen Fléche, auch wenn sie als Produkt der beiden
Hauptkriimmungen definiert ist, gleichwohl zur inneren Geometrie gehort. Anderes gilt fiir
die mittlere Kriimmung: Zylinder bzw. Ebene sind innergeometrisch nicht zu unterscheiden,
jedoch haben sie H = % bzw. H = 0.

Das Theorema egregium ist als Aussage erstaunlich: Indizien, warum es gelten sollte, sind
schwer zu benennen. Auch unser Beweis erkliart diesen Sachverhalt nicht; er folgt aber

unmittelbar aus der fiir Satz 10 geleisteten Arbeit.

Satz 12 (Theorema egregium, Gauf§ 1827). Die Gauf-Krimmung K eines parametrisier-
ten Flichenstiicks f: U C R* — R3 hingt nur von seiner ersten Fundamentalform und

ihren ersten beiden Ableitungen ab.

Beweis. Wir bezeichnen mit Rj;; die linke Seite der Gauf-Gleichung (14), und multipli-

zieren sie mit gy. Wegen ) ¢"°gs; = 0] erhalten wir

> gaRy = by — buby,  fir 1<, j kt <n.

s=1
Fiir n = 2 wollen wir die rechte Seite als Determinante schreiben und setzen dazu ¢ =¢ =1
und j =k =2:
(16) 91131122 + 921R2122 = baab11 — b%2 = det b.

Also erhalten wir fiir die Gaul-Kriimmung nach Satz I1.7
_ det b _ g1 Ry + 921 Ry
det g det g '

Nach (14) héngt die rechte Seite nur von g, I' und ersten Ableitungen von I' ab. Zusammen

(17)

mit Lemma 5 folgt die Behauptung. U

Bemerkung. Die linke Seite von (16) erscheint willkiirlich, und ist scheinbar unsymmetrisch in
den Indices. Man fasst die linke Seite daher als eine Spurbildung beziiglich g auf, indem man de-
finiert Rypay =, gutRfmy. Damit vereinfacht sich (17) auf K = Rj991/ det g. Ein anschaulicher
(intrinsischer) Kriimmungsbegriff in héheren Dimensionen n > 2 wird durch eine Verallgemeine-
rung von diesem Ausdruck, die sogenannte Schnittkrimmung, gegeben; dies ist Gegenstand der

Riemannschen Geometrie.

Die GauBsche Kriimmung ist damit eine Biegeinvariante: sie bleibt unter allen Verbiegun-
gen einer Fliache erhalten. Im Gegensatz zu Fldchen besitzen Kurven keine Biegeinvarian-
ten, denn die Bogenlédngenfunktion bildet sie (lokal) stets langentreu auf R ab.
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Beispiele. 1. Abwickelbare Flachen (Zylinder, Kegel, ...) haben g = (-,-) und daher auch
K =0.

2. Die 2-Sphére hat K = 1. Wére eine Teilmenge das lingentreue Bild eines Gebietes der
Ebene, so miiite wie im ersten Beispiel K = 0 sein. Dies zeigt die klassische Tatsache: Es
gibt keine verzerrungstreue Erdkarte. (Dies folgt aber auch bereits daraus, dass in R? und

S? Dreiecke mit gleich langen Seiten verschiedene Winkel haben, vergleiche Ubungen.)

3. Katenoid und Helikoid haben in geeigneten Parametrisierungen f, f: U — R3 diesel-
ben ersten Fundamentalformen g = § (siche Aufgabe II.1). Deshalb stimmen die Gau$-
Kriimmungen hier in den entsprechenden Punkten iiberein, K (p) = K (p); eine Rechnung
zeigt, dass sie nicht konstant sind.

Wir beschlieBen die Vorlesung mit einem kurzen Ausblick auf Material, das wir nicht mehr
behandeln kénnen. Wenn die Gaufl-Kriimmung eine innergeometrische Grofle ist, so muss
es dafiir auch entsprechende Deutungen geben. Wir geben zwei an (n = 2):

1. Wir betrachten einen Riemannschen Kreis vom Radius r > 0, d.h. die Menge
Sr(p) == {z € U | dist(p,x) = r};

dabei soll es fiir jedes z eine kiirzeste Kurve von p nach = geben, deren Linge gerade die
Riemannsche Distanz dist(p, z) definiert. (Fiir gentigend kleines r ist das tatséchlich der
Fall.) Es gilt dann die Entwicklung fiir die Lange

L(f(Sr(p))) = 27TT<1 — @7@ + O(r3)>;

beachten Sie, dass sich diese Funktion nach r € R gerade fortsetzen 1i8t. Fiir S? gilt
beispielsweise L(ST (p)) = 97rsinr = 27 (r _ %r?’ + O('r5)).

2. Nach einem Satz von Gauf3 gilt fiir ein von drei Geodétischen berandetes Dreieck A C U

mit Riemannschen Winkeln o, (3, v

/KdS:Oé—i—ﬂ‘i"}/—ﬂ'.
A

Die GauBlkriitmmung mifit also den Winkelexzess des Dreiecks gegeniiber der flachen Si-
tuation. Es gilt auf einer kompakten 2-Mannigfaltigkeit M sogar global (Satz von Gauf-
Bonnet) [,, KdS = 2nx(M), wobei x(M) die Eulercharakteristik ist. Es gilt x(M) =
#Ecken — #Kanten + #Flidchen fiir eine beliebige Triangulierung oder Polygonalisierung
(x(S?) =812+ 6 = 2, x(T?) = 0, etc.), so dass die Zahl y(M) eine topologische Inva-
riante von M ist! Meine Kaffeetasse hat einen Henkel, also ist sie topologisch ein Torus,
also weiB ich [ o . KdS = 0. Insbesondere ist [, K dS invariant gegeniiber stetiger
Verformung: Wird S? stetig verformt (,eingedellt“), so bleibt fiir die entstehende Metrik
| K dS = 4x erhalten.



11 3.1 — STAND: 7. SEPTEMBER 2010 73

Der GauB-Kriimmung kommt aber noch aus einem anderen Grund enorme Bedeutung
zu: Wie bereits Riemann im 19. Jahrhundert erkannt hat, ist sie der richtige Ausgangs-
punkt, um einen intrinsisch definierten Kriimmungsbegriff auch in héheren Dimensionen
einzufithren. Fiir eine abstrakte Mannigfaltigkeit, auf der man die erste Fundamentalform g
gegeben hat (eine sogenannte Riemannsche Mannigfaltigkeit), definiert man die Kriimmung
als Gauf-Kriimmung auf zweidimensionalen Unterrdumen des Tangentialraumes, bzw. man
schneidet aus der hoherdimensionalen Mannigfaltigkeit eine geeignete zweidimensionale
Mannigfaltigkeit heraus, und nimmt deren Gauf-Kriimmung gemé&$ (17); wegen (14) und
(8) bestimmt sie sich allein aus der Vorgabe von g.

15. Vorlesung, Donnerstag 13.6.02

3. PARALLELITAT UND KOVARIANTE ABLEITUNG (NUR 2002)

Wir wollen eine weitere Deutung der notwendigen Bedingung ¢” T = 0 fiir Geoditische
geben. Sie lautet, dass die Tangentialvektoren ¢'(t) € Ty f ldngs der Kurve ¢ durch
Parallelverschiebung auseinander hervorgehen. Der Begriff der Parallelverschiebung wird
gewohnlich nicht als besonders intuitiv empfunden, er hat sich aber als entscheidend her-
ausgestellt fiir das tiefere Verstdndnis der Kriimmung als Gréfle der inneren Geometrie. Zur
Parallelitéit gehort auch ein quantitativer Begriff, die kovariante Ableitung, der die Rich-
tungsableitung verallgemeinert. Er bildet die Grundlage der axiomatischen Einfiihrung der

Differentialgeometrie.

3.1. Parallelverschiebung lings Kurven. Ein Vektorfeld X : R™ — R" betrachten wir
als parallel, wenn es konstant ist; dann verschwindet die Ableitung ldngs jeder Kurve,
4(X 07)(t) = 0. Wie kénnen wir aber auf einer Fliche ein Vektorfeld parallel verschieben?
Betrachten wir das Beispiel S%: Es sei X (0) ein tangentialer Vektor am Nordpol, d.h. X (0)
ist horizontal. Jetzt schieben wir X (0) vom Nordpol weg. Damit X = X(t) tangential
bleibt, miissen wir es in den Tangentialraum zuriickstellen, indem wir (infinitesimal be-
trachtet) nur die Vertikalkomponente &ndern. Exakt gesprochen heisst das, die Ableitung
X’(0) muss im Normalraum liegen. Natiirlich kénnten wir zusétzlich auch noch X’(0) eine
Horizontalkomponente geben; aber das ist nicht nétig, um X tangential zu halten. Wenn
wir nur die notige Bewegung ausfiihren, also keine tangentiale Rotation haben, dann wollen

wir ein tangentiales Vektorfeld fiir parallel erkléren:

Definition. Ein Vektorfeld X bzw. df (X) lings einer Kurve ¢ = f o« in einem Fléchen-
stiick f: U — R™ heif3t parallel lings v, wenn

(dfyw) - X)'(t) € Ny f-

Wir nennen X (t) auch eine Parallelverschiebung von X (to).
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Die Eindeutigkeit zeigen wir erst weiter unten in Satz 14.

Beispiele. 1. Fiir R" stimmt dieser Parallelitdtsbegriff mit dem bekannten iiberein: Bei-
spielsweise fiir die z, y-Ebene des R? sind genau die horizontalen Vektorfelder (mit X3 = 0)
tangential. Die Bedingung X’||e3 bedeutet daher, dass X’', X’* = 0. Also ist X tatsiichlich
konstant.

2. fory: [0,2n] — S? parametrisiere einen Grofkreis nach Bogenlinge. Es sei X (0) € T
gegeben. Ist X (0) L ~/(0), so ist df - X(t) := df - X(0) € T Parallelverschiebung. Fiir
X(0) :=~/(0) ist offenbar auch X () := +/(¢) parallel. Entlang jedes anderen Breitenkreises
sind aber weder Tangente noch Kurvennormale parallel; was ist ndmlich der Ableitungs-
vektor?

3. ¢ geoditisch <= ¢ parallel.

Bemerkung. Man kann diesen Parallelitétsbegriff auch physikalisch motivieren. Wir be-
trachten ein (Foucaultsches) Pendel auf der Erdoberfliche S?, wobei wir von der Erdrota-
tion absehen; wir kénnen auch jede andere Flache betrachten, auf der die Gravitation nur
in Normalenrichtung wirkt. Léngs einer gegebenen Kurve ¢(t) wollen wir nun das Pendel
verschieben. Die Pendelebene wird aufgespannt durch den Normalenvektor an die Erdober-
fliche und einen Tangentialvektor. Letzterer definiert ein stetiges Einheitsvektorfeld X ()
langs c(t). Weil die Gravitation nur in Normalenrichtung auf das Pendel einwirkt, es in
Tangentialrichtung aber kréftefrei belafit, wird X (¢) parallel verschoben ldngs c.

Lemma 13. Sind X,Y parallel lings c, so ist g(X,Y) konstant. Insbesondere bleibt kon-

stant: die Linge | X| und der fir X,Y # 0 definierte Winkel o :== Z(X,Y) mit cosa =
9(X,Y)
XY

Beweis. Wir rechnen nach:

%g(X, Y) = <%df X, df V) {df - X, %df YY)
= (x0T )+ (o X (L vy =0

—_—— —_——

Eine Folgerung ist, dass der Parallelitétsbegriff kurvenabhéngig ist, d.h. das Ergebnis einer
Parallelverschiebung hiangt vom Weg ab. Als Beispiel betrachten wir zwei verschiedene
GroBkreise vom Nord- zum Siidpol von S%. Der Tangentialvektor des einen Kreises ist
parallel. Aber vom anderen Kreis aus gesehen liegt dieser Vektor im Nordpol auf einer
anderen Seite (vielleicht: links) des Kreises als im Siidpol (vielleicht: rechts). Nach dem
letzten Lemma macht aber die Parallelverschiebung des Vektors mit dem Tangentialvektor
des zweiten Kreises einen konstanten Winkel. Also erhélt man durch Parallelverschiebung
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langs des zweiten Kreises einen anderen Vektor im Siidpol. (Ein anderes Beispiel ist durch

ein Dreieck mit drei rechten Winkeln in S? gegeben, seine Kantenlingen sind 5

3.2. Kovariante Ableitung lings Kurven. Es sei X () = X'(t)e; ein Vektorfeld lings
einer Kurve 7. Um die Parallelitdtsbedingung rechnerisch handhaben zu kénnen, wieder-
holen wir die Rechnung (6):

19 glrX) = 55 = X g aw) e 0w ()
~—_———

ETc(t)f

Ist X parallel, so verschwindet die Tangentialkomponente. Wir geben dieser Tangential-
komponente einen Namen und schreiben sie mit Hilfe der Christoffel-Symbole:

Definition. Sei X = X¥ey: [a,b] — R"™ Vektorfeld lings c. Dann ist die kovariante Ablei-
tung von X lings c das eindeutig bestimmte Vektorfeld %X: [a,b] — R™ lings ¢ mit

g g X(0) = (b X)) = (X0 +TEON OX0) 22 ()

Es gilt demnach

D s
(19) %X = (X'k + 5" X7) e,

Fiir ein Vektorfeld X (1) = X*(t)e;, ldngs c(t) folgt:

D
X parallel — —X=0
(20) dt

= X'O)+TE(O)Y (X)) =0 firk=1,...,n
Beispiele. 1. In einer Hyperfliche f: U — R""! ist die Tangentialprojektion gegeben durch
YT =Y —(Y,v)r,dh esgilt df 2X = L4f . X — (Ldf - X, v)v.
| X || = |df - X| konstant, so ist

%HXHQ - 2<%df X, df - X> - 2<(%df - X)T,df - X> - 29(%)(, X)

Also steht %X in diesem Fall g-senkrecht auf X. Hat speziell v konstante Geschwindigkeit
so steht 24/ senkrecht auf /.

Die kovariante Ableitung mifit die Anderung von X lings ¢, und zwar gegeniiber parallelen
Feldern. Genauer gilt folgendes. Es sei (v1(0), . ..,v,(0)) eine g,-Orthonormalbasis des R™;
sie existiert nach Satz 14 weiter unten. Léngs einer Kurve ~: [0,0] — U mit v(0) = p
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sei (v1(t),...,v,(t)) die parallele Fortsetzung der Basis. Nach Lemma 13 bleibt dies eine
g-Orthonormalbasis fiir alle ¢. Dann ist

df - %X _ (%df(X’“’uk))T _ X’k( ar-o )T + X* (%df . Uk>T = df (X" *uy),

tangential
=0 da vy, parallel

d.h. %X = X’*y,. Insbesondere ist eine feste Linearkombination paralleler Felder wieder
parallel.

Parallele Vektorfelder erhalten wir als Losung eines Differentialgleichungssystems. Anders
als fiir Geodétische (Satz 7) ist in diesem Fall aber Gleichung (20) linear in X. Daher

erhalten wir nicht nur eine lokale, sondern eine léings der ganzen Kurve definierte Losung.

Satz 14. Fir ein Flichenstick f: U — R™ seien ~v: [a,b] — U, Xy € R™ gegeben. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes paralleles Vektorfeld X (t) lings ¢ = f o~y mit X(a) = Xo.
Wir nennen X (t) die Parallelverschiebung von X langs c.

Mit der kovariaten Ableitung kénnen wir schreiben:
1. ¢ = f oy geoditisch < %’y’ =0.
2. Hat ¢ = f oy konstante Geschwindigkeit ||7'|| # 0, so lautet die erste Variation

1 b 1 b D
= —9(V.7)| - —/ g(V, —7’) dt.
PV L\

Damit haben wir die erste Variation als intrinsische Formel geschrieben. Fiir eine allge-

(5vL(C)

meine Kurve ¢ = f oy kann man %7’ verstehen als tangentiale Beschleunigung (d.h. als

Kriimmungsvektor) der Kurve.

Beispiel. Finen Kegel kann man durch “Aufrollen” eines ebenen Sektors mit Winkel v > 0
erhalten. Bezeichnen wir mit U C R? den Sektor, so ist hierdurch eine Parametrisie-
rung f: U — R3 des Kegels gegeben. Auf dem Segment U haben wir die Standard-
Fundamentalform (-,-). Weil das Aufrollen die Langen nicht &dndert, ist auch in der Pa-
rametrisierung f die erste Fundamentalform g = (-,-) und die Christoffel-Symbole ver-
schwinden. Die Bilder konstanter Vektoren X ergeben unter f parallele Vektorfelder auf
dem Kegel. Ein Breitenkreis des Kegels wird durch ein Kreissegment um die Ecke von U
parametrisiert. Relativ zum Tangentialvektor dieses Kreises dreht X mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Dies geschieht so, dass ein paralleles Feld X bei einem ganzen Umlauf um

den Breitenkreis gerade um den Winkel o gedreht zuriickkommt.

16. Vorlesung, Mittwoch 19.6.02

Wir wollen das Beispiel auch benutzen, um die Parallelverschiebung ldngs eines Breiten-
kreises b von S? zu behandeln. Dazu wihlen wir einen an den Breitenkreis tangentialen
Kegel K und benutzen:
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Satz 15. Liegt eine Kurve ¢ in zwei Flichenstiicken fi, fo und stimmt deren Tangen-
tialebene fiir jeden Punkt aus c tberein, so stimmt auch die Parallelverschiebung lings c

tberein.

Beweis. Ist Y (t) := df; - X1(t) = dfy - Xa(t), so sind wegen N f; = N f, die beiden Paralle-
litdtsbedingungen Y’ € N f; und Y’ € N f; dquivalent. O

Beispiel. Ein Breitenkreis von S?, der die Héhe 0 < h < 1 iiber dem Aquator hat, fithrt zu
einem tangentialen Kegel, der auf ein Winkelsegment der Ebene vom Winkel 27h abwickelt
(Elementargeometrie). Auf dem Segment, und genauso auf dem Kegel, rotiert ein paralleles
Feld um 27h (in Richtung “von der Kegelspitze weg”). Dies ist nach dem Satz auch der

Drehwinkel ldngs des Breitenkreises.

Wir halten noch folgendes fiir spatere Verwendung fest.

Lemma 16. (i) X(t) ist parallel lings v(t), genau dann wenn X(s) = X (v(s)) auch
parallel lings v := fy(w(s)) fiir jede Parametertransformation v der Kurve.
(i) Fir eine requldre Kurve v in U ist das Finheitstangentialfeld ﬁ genau dann parallel,

wenn die Umparametrisierung von vy nach Bogenlinge geoditisch ist.

Beweis. (i) Dies folgt aus der Kettenregel. Wenn wir (18) fiir X berechnen, so kénnen
wir wegen %X(s) = X'(¢(s))v'(s) und £3(s) = +/(¢(s))y'(s) auf der rechten Seite den
Ausdruck ¢'(s) ausklammern. Ist ¢/(s) # 0, folgt daraus die beahuptete Aquivalenz.

(ii) 7 ist geoditisch, genau dann wenn X (s) := 4/(s) parallel ist. Nach Teil (i) ist dieser

Tatbestand unabhéngig von der Parametrisierung. 0

18. Vorlesung, Mittwoch 26.6.02

4. DEUTUNGEN DER GAUSS-KRUMMUNG ALS INNERGEOMETRISCHE GROSSE (NUR
2002)

Auch wenn das Theorema egregium die GauB-Kriimmung zu einer Gréfie der inneren Geo-
metrie macht, 148t sich doch den Formeln (17) bzw. (14) schwer eine geometrische Deu-
tung geben. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir uns auf den zweidimensionalen Fall
beschrénken, um ohne allzuviel weiteren Formalismus ganz konkrete Deutungen der Gauf3-
Kriimmung zu geben. Um diese Deutungen geben zu konnen, wollen wir zunéchst statt
einer gegebenen Parametrisierung f eine Umparametrisierung f konstruieren, die allein in

Groflen der inneren Geometrie definiert ist.
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4.1. Die Exponentialabbildung. In Erweiterung der bisher verwendeten Definition wol-

len wir von nun an auch die konstanten Kurven als Geodéatische bezeichnen.

Wir haben mit Satz 7 schon gezeigt, dass fiir jedes p € U und X € R" eine Geodétische
Ypx: (—€,€) — U existiert, die Anfangspunkt v, x(0) = p und Anfangsrichtung 7, (0) =
X hat. Aus der Eindeutigkeitsaussage folgt, dass

(21) Vp, X (at) = Yp,aX (t)

gilt fiir jedes @ > 0. In der Tat haben beide Kurven denselben Anfangspunkt, und wegen
%vpyx(atﬂt:o = a’y]’D,X(at)h:O = aX bzw. %Wpﬂx(zﬁ)]t:o = %@X(O) = aX auch dieselbe
Anfangsrichtung. Insbesondere ist v, x (1) definiert fir ||X|| hinreichend klein:

Definition. Sei f: U — R™ und p € U gegeben. Die beziiglich f gegebene Abbildung
X = exp,(X) i=yx(1) €U

nennt man Fzxponentialabbildung.

Die Exponentialabbildung bildet also einen Strahl {tX € R™ | 0 <t < ¢y} auf die Geodati-
sche v,1x(1) = v, x () ab.

Im Falle von Matrizengruppen stimmt die definierte Exponentialabbildung mit der Expo-
nentialreihe iberein (siche Aufgabe 16); dies erklirt den Namen.

Beispiel. Wir kénnen R™ = R" x {0} auf S* C R""! folgendermafien abbilden: Ist N der
Nordpol, so bildet Exp(X) := (cos |X|)N + (sin ]X|)% Strahlen auf Geodétische durch den
Nordpol ab. Die Exponentialabbildung beziiglich einer Parametrisierung f von S" ergibt

sich daraus durch Exp = f o exp.

Satz 17. Fiir jedes p € U gilt exp,(0) = p, und die Exponentialabbildung ist auf einer
offenen Umgebung BY := {X € R" | || X||, < r} von 0 definiert. Sie ist differenzierbar und
erfillt d(exp,)o = id.

Beweis. Wir rechnen zuerst die letzte Behauptung nach. Weil die Kurve ¢t — X + tY fiir
t = 0 durch X mit Ableitung Y lduft, kann man folgendermafien rechnen:

(21) d
dt”YpY( )

d d
d(exp,)o(Y) = — exp, (0 + tY)‘ = Eﬁymy(l) -

dt

Die anderen Aussagen ergeben sich aus allgemeinen Sitzen {iber die Losungen gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen. Die Menge M der (p, X, t), so dass

0=7"" 1)+ I THOMWN 07 (1) firk=1,...n,

7 (0) =X, ~(0)=p
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auf [0,t] losbar ist, ist (relativ) offen in U x R™ x Rf. Wegen (p,0,0) € M gilt zunichst
(p, B3, 10,2¢)) C M fiir p,e > 0. Aus (21) folgt (p, Bg/e, [0,2)) C M, so dass wir den behaupteten

Definitionsbereich fiir r := g erhalten.

Weiterhin hangt die Losung exp,(X) = 7,,x (1) differenzierbar vom Anfangswert 7/(0) = X
ab; die Abhéngigkeit ist sogar glatt, da die Koeffizienten glatt sind. 0J

Weil d(exp,)o den vollen Rang hat, ergibt der Umkehrsatz die Umkehrbarkeit von exp, auf

einem moglicherweise verkleinerten Ball:

Korollar 18. Es gibt ein p > 0, so dass exp,: By — U Diffeomorphismus auf sein Bild
15t.

19. Vorlesung, Donnerstag 26.6.02

4.2. Geoditische Polarkoordinaten auf zweidimensionalen Flichen. Wir wollen
uns von nun an auf den Fall n = 2 beschrianken. Die Ergebnisse dieses Abschnitts bleiben

in hoherer Dimension aber noch giiltig.

Polarkoordinaten der Ebene sind durch die Abbildung (r, ) — (r cos ¢, rsing) gegeben,
die fiir » # 0 eine Immersion darstellt. Wir suchen entsprechende Koordinaten auf einer
Fliche f: U € R? — R™ in der Umgebung eines Punktes p € U. Dabei ersetzen wir die
Ursprungsgeraden r — (7 cos ¢, rsin ¢) durch Geoditische durch p. Dazu sei vy, vy eine
gp-Orthonormalbasis, und

(22) hy(t) := exp, t(cos g vy + sinp va) = exp, tv(y),
wobei ¢ € R. Damit ist h,(t) die eindeutig bestimmte Geodétische mit
0
Anfangspunkt h,(0) = p, Anfangsrichtung ahw(O) = cos vy + sinp vy =: v(p).

Nach Korollar 18 ist h, auf (—p,p) definiert. Weiter ist die Geschwindigkeit konstant
(Lemma 4):

(23) 1B, @) = [|RLO)]]° = llv(p)]| =1

Definition. Ist f: U? — R™ und p € U, so nennen wir

Fr0,p) xR—=R™  f(t,p) = f(hy(t)) = f(exp,tv(p))

eine Reparametrisierung von f durch geoddtische Polarkoordinaten.

Die erste Fundamentalform ebener Polarkoordinaten ist durch g;; = 1, g12 = go1 = 0 und
go2 = 12 gegeben. Beim Ubergang zu geoditischen Polarkoordinaten ergibt sich lediglich
bei goo eine Storung von hoherer Ordnung:
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Lemma 19. Es seip > 0 wie in Korollar 18. Dann ist f: (0,p) xR — R™ eine Immersion,

deren erste Fundamentalform Gaufische Form besitzt:
=1 gi2=0, und gas(t, ) = G*(t,¢) fiir G: (0,p) x R — Ry,

Weiterhin sind folgende Erginzungen stetig: G(0,¢) := 0 und &1G(0,¢) = 1.

Beachten Sie, dass fiir t = 0 die Abbildung f zwar noch definiert ist, sie dort aber kei-
ne Immersion mehr darstellt. Weil wir jedoch spéter eine Taylor-Entwicklung der Gauf3-
Kriimmung beziiglich des Punktes p (mit Polarkoordinaten (0, ¢)) betrachten wollen, sind
wir an den angegebenen Grenzwerten von G und 0,G fiir t — 0 interessiert.

Beispiel. Geoditische Polarkoordinaten von S? erhalten wir durch f(t,¢) = cost N +
sint (cos per +sinpey). Es gilt

of 2
ga2(t, ) = %(tu @)‘ = sin’t [~ (sinp)e; + (cos S0>62}2 = sin’t,
also G(t,¢) = sint. Das Lemma stimmt fiir S? also nur, solange p < 7.

Beweis. Fiir 0 <t < r und ¢ € R ist (t,¢) — tv(e) eine Immersion fiir mit Bild in BY.

Nach Korollar 18 ist exp, Immersion auf diesem Ball. Daher ist auch f dort Immersion.

Wir rechnen aus:

of 2 d 2 2
ult¢) = ‘a_{(t’ )| = |5/ (he(1)) G =

— '#(%%(0)

Zu 0 < r < p betrachten wir nun das feste Zeitintervall ¢ € [0,7]. Fiir jede Geodétische
t — y(t) := hy(t) konnen wir h,(t) mit ¢ € [0,r] als Variation von 7 ansehen. Dabei

variieren wir durch Geodatische, die alle die Léange
(24) L(fohg)=r

besitzen, denn jede Kurve ¢ — h(t) ist Geoditische mit Einheits-Geschwindigkeit; die
Bogenlédnge ist also gleich dem Parameterwert. Es folgt %L( f oh,) = 0. Weiterhin hat
h, das Variationsfeld V(t) := %hw(t). Es verschwindet fiir ¢t = 0, denn h,(0) = p ist
unabhéngig von ¢, aber es verschwindet im allgemeinen nicht fiir ¢t = r. Weil v geoditisch
ist, reduziert sich die erste Variationsformel auf:

24)

02 suL(for) = g(Viy)|) "L g(V(r), A (1))

= (ar(me) ar (50) ) = <§—£< 0. % 0) = o)

Wir erhalten also g12(r, ) = 0 fiir jedes r € (0, p), ¢ € R.
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Fiir 0 <t < p setzen wir

(. 9) 1= Vialt: 9 = |3 0.0 = o (o)

Der Ausdruck rechts ist stetig in ¢. Wegen h,(0) = p hat er den Grenzwert G(0,¢) = 0.
Weiter ist G(t, p) # 0 fiir 0 < t < r, wegen 12 = go1 = 0 und f Immersion.

Wir benutzen nun die abkiirzende Schreibweise -2-v(p) = —sing v, + cospvy =: Ju(p).

O
Aus G(0, ) = 0 folgt:
10
t Op

10 o1
a5 (i 5 ex0, 00(9)) | = |, (1 aCexp, ot 7))

. d Diff.quot. ,. G(t, 90) T
ling 51 (o) = i — = = ling

dfn, ) (

(1)

(22)

= [dfy (i d(exp, e T0(2)) | = |, - dlexp,)o - To(i)]

Satz 17
0 df, - To(e)| = | To(e)] =1

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass vy, vy eine Orthonormalbasis ist, so dass ||[v
| Jv||? = 1 gilt. Dies bedeutet 0,G(t,p) — 1 fiir t — 0. Wegen G(t, ) — 0 folgt daraus
G(t,) > 0 fir kleine ¢ > 0. Wenn notig, verkleinern wir p so, dass dies gilt; dann ist g

I” =

positiv definit und f Immersion. O

Der angegebene Beweis ist etwas miithsam. Der Grund liegt darin, dass wir nicht viel in
den Hénden haben, was wir benutzen konnen: Geodétische Polarkoordinaten sind durch
exp definiert, sie stellen also die abstrakte Losung einer gewhnlichen Differentialgleichung
dar. Als einziges handfestes Resultat dafiir wissen wir nur, dass d exp in 0 die Identitét ist.

Dies mussten wir verwenden.

Am Wege liegt nun noch ein wichtiges Resultat. Wir hatten schon gezeigt, dass kiirzeste
Kurven Geoditische sind. Wir wissen auch, dass die Umkehrung im allgemeinen nicht
richtig ist: Auf den Sphéren sind Geodétische, die langer als 7 sind, nicht mehr Kiirzeste.
Wir konnen die Umkehrung jedoch zeigen, wenn wir uns auf hinreichend kurze Geodétische
beschrénken.

Genauer wollen wir zeigen, dass fiir alle Punkte, die im Bild der Polarkoordinaten liegen,
die Geodétischen ¢ — h,(t) tatséchlich die kiirzesten Kurven von p nach h,(p) darstellen.
Dazu fiihren wir folgende Bezeichnungen fiir die geoddtische Kreisscheibe bzw. fiir den

geoddtischen Kreis um p ein:

B,.(p) ={q€U|qg=nh,t) furt <r, p € R},
Sr(p) ={q€U|q=hy(r) mit ¢ € R}
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Dass g2 = 0 ist, kénnen wir folgendermafien deuten: Fiir » < p stehen die geodétischen
Kreise senkrecht auf den radialen Geodétischen; diese Tatsache wird auch als Gaufl-Lemma

bezeichnet.

Satz 20. Es sei0 < r < p. Auf dem Flichenstiick f: U — R™ ist keine Kurvey: [a,b] — U
von p nach q = hy(r) # p kirzer als die Geoddtische {h,(t) | t € [0,7]}. Tatsdchlich ist
die Kurve v sogar linger, sofern sie keine Umparametrisierung der Geoddtischen darstellt.

20. Vorlesung, Mittwoch 3.7.02

Beweis. (i) Wir behandeln zuerst den Fall, dass v ganz in B,(p) liegt; wir nehmen zusétz-
lich an, dass v(s) # p fir s > a gilt. Wie im Liftungslemma I-8 kénnen wir dann
V() = hy(s) (t(s)) schreiben, wobei ¢, ¢ glatte Funktionen auf (a, b] mit lim.gt(a+¢) = 0
und £(b) = r sind. Interpretieren Sie die folgende Rechnung als eine Zerlegung des Tangen-
tialvektors von c(s) = (f o v)(s) = f(t(s), ¢(s)) in Polarkoordinaten:

L(f o 7‘[a+€,b]) = L(.f o hso(t)|s€[a+s,b]) = L(]E(ta 90)|s€[a+5,b})

b b
- / \/%«p( (&), (&) ) ds = Van(t, @)t + 2512t ©)'’ + Gao(t, )’y ds
a+e a+e

b b b
—/ \/t’t’+G2(t,go)g0’<p’d82/ \t’\dsz/ t'ds = t(b) — t(a + &) = t(b)

+e +e +e
Im letzten Schritt haben wir lim._oy(a 4+ €) = p benutzt. Im Fall, dass v(s) = p fiir ein
s > a gilt, sei sy maximal mit dieser Eigenschaft. Auf der Teilkurve 7([30, b]) gilt immer
noch die obige Abschéitzung und damit folgt erst recht das Ergebnis fiir die ganze Kurve.

(ii) VerlaBt v den Ball B,, so sei sy € (a,b] maximal mit v([a,sy)) C B,. Die obige
Abschétzung ergibt dann

L(f OV) - L(f 07|[a,so}) +L(f ofy|[so,b}) > P = L(f ° héo([()?p]))

N J/ J/

2p 26
Die obige Langenabschiatzung ist sogar strikt, wenn ¢’ # 0 ist. Daraus folgt die zweite

Behauptung des Satzes. U

Bemerkung. Lemma und Satz gelten auch in n > 2 Dimensionen; man mufl dazu entspre-

chende Polarkoordinaten einfiihren, d.h. eine Parametrisierung durch R, x S"~1.

4.3. Der Umfang von geoditischen Kreisen in Flichen. Das Theorema egregrium
sagt zwar, dass die GauB-Kriimmung eine intrinsisch definierte Grofle ist, gibt aber nur
die unhandliche Formel (17) als Grund dafiir an. Wir koénnen aber ein viel konkreteres
intrinsisches “Messverfahren” fiir die Gaufl-Kriimmung angeben: Es reicht, die Bogenldngen
von S, (p) fiir 7 in einer Umgebung von 0 zu kennen:
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Satz 21 (Bertrand/Puiseux 1848). In einer zwei-dimensionalen Fliche f: U* — R mit

Gaufs-Kriimmung K gilt fir den Umfang von geoddtischen Kreisen vom Radius 0 < r < p:
K
Ur) = L(f o S,(p)) = 277 (1~ —ép) 2+ 00%).

Beispiel. In R? gilt natiirlich ¢(r) = 277, in S? gilt £(r) = 27 sinr; beides in Ubereinstim-
mung mit der Formel. Die Rotationsfliche der Traktrix, die Pseudosphdre, hat K = —1
(sieche Aufgabe I1.15); man kann zeigen, dass ¢(r) = 27 sinhr die Kreislédnge ist. Bei nega-
tiver GauB-Kriimmung hat man also den “meisten Platz” auf der Fléche.

Lemma 22. Fiir die Gaufs-Kriimmung in Polarkoordinaten gilt
- onG(r, p)

25 K(r,p) = ————+

(25) (r, ) Gl o)

fir 0 < r < p, ¢ € R. Insbesondere wird —21E durch K(p) = K(0,¢) stetig in (0,¢)
erqganzt.

Beweis. Wie in Ubung 25 berechnen wir als Christoffel-Symbole fiir die Polarkoordinaten-
Parametrisierung f

- 1 5
F;Q = —551922 = —-G0,G,

(26)
2 Lo G s Ly, OG
[5 = 592282922 - 2?7 I, =135 = 592251922 = 1?
Die verbleibenden vier Symbole verschwinden. Aus (17) erhalten wir
~deth 1 - 1/ _ - . N
K= det g e] deth = @(@/Rllu +£2’2/R2112> = R2112.

=0 =G2

Nun setzen wir (14) ein:

K =0, f‘%l _811?2 + f‘il f‘%Q - f‘%2 f‘%l + f%l f%z - f%2f§1
— — - —

=0 =0 =0 =0
L aG 06\ G
=0 (&) =%

Wir erhalten die behauptete Formel fiir K (t,p) fir 0 < t < p. Die GauB-Kriimmung ist
stetig und daher wird die linke Seite durch K (p) in ¢ = 0 stetig ergénzt; also existiert auch

der Grenzwert der rechten Seite fir ¢ — 0. ]

Beweis des Satzes. Den geoditischen Kreis vom Radius r parametrisieren wir als ¢
f(r, ) mit ¢ € [0,27]. Er hat die Léinge

g—i(n 90)) dp = /027r G(r, ) dep.

Ur) = L(f(r, [0, 27T])) = /o '
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Nun entwickeln wir G(r, ¢) um r = 0 als Taylorreihe. Nach Lemma 19 und (25) ist
(27) G(0,p) =0, 01G(0,p) =1, 011G(0,¢p) = =K(p)G(0, ) = 0.
Weiterhin ist fiir jedes (r, )

oG = 0,(0nG) = -0 (GK) = —(0G)K — GO, K.

Durch Einsetzen von (0, ) erhilt man wegen (27) den Grenzwert 011:G(0,9) = —K(p).
Es folgt

und daher, wie behauptet, auch

lr) = /0 WT — @r:ﬁ +O(r*) dp = 2mr — 2#@7’3 +O(r). -

21. Vorlesung, Donnerstag 4.7.02
Wir wollen nun prézisieren, was eine “verzerrungsfreie Abbildung” ist.

Definition. Zwei parametrisierte Flichenstiicke fi: U; — R™ und fy: Uy — R* heiflen
1sometrisch, wenn es Umparametrisierungen flz U, — R™ von f1 und fgz Us — R* von fa
gibt, so dass g; = g gilt.

Es wiirde natiirlich reichen, nur fiir eine Fliche eine Umparametrisierung zu wéhlen.

Beispiel. 1. Zylinder, Ebene und Kegel sind lokal isometrisch.
2. Katenoid und Helikoid sind lokal isometrisch.

In beiden Beispielen setzt sich die Isometrie nicht zu einer (globalen) Bijektion der Bild-
mengen f1(U;) und fo(Us) fort.

Das Theorema egregium sagt, dass zwei isometrische Flachen auch dieselben Gauf3-Kriim-
mungen in den entsprechenden Punkten besitzen. Will man die Umkehrung dieser Aussage
diskutieren, so kann man zu gegebener Gaufi-Kriimmung K die Gleichung (25) als Differen-
tialgleichung fiir G mit Anfangswerten G(0, ) = 0, 9;G(0, p) = 1 auffassen. Hat man also
beziiglich Polarkoordinaten dieselben Gauf-Kriimmungen K;(r,¢) = K(r, ), so erhélt
man G4(r,p) = Ga(r,¢), und damit sind die betreffenden Flichen f; und fo isometrisch

nach Eingeschrankung auf Polarkoordinatenbélle.

Fiir den Fall konstanter Kriimmung K kann man die Differentialgleichung G(r, p)K =
—011G(r, ) explizit 16sen:
\/LE sin (\/Er) fiir K > 0,
G(r,p)=<r fir K =0,

\/+7 sinh (\/—KT) fiir K < 0.
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Satz 23. Zwei Flichen derselben konstanten Gauf-Krimmung K sind lokal isometrisch,
d.h. je zwei Punkte auf den Flichen besitzen Umgebungen, auf denen die Flichen isome-

trisch sind.

Der Hauptsatz der Kurventheorie enthélt die allgemeinere Aussage, dass gleiche Frenet-
Kriimmungen zu kongruenten Kurven fithren. Bei Flachen kann man eine solche Aussa-
ge nicht treffen, weil man keine Parametrisierung nach Bogenldnge zur Verfiigung hat.
Auch die Polarkoordinatenparametrisierung steht in der Regel nur lokal, nicht global, zur
Verfiigung.

4.4. Winkelsumme kleiner geodatischer Dreiecke. Wir kommen nun zu einer ande-
ren intrinsischen Deutung der GauB-Kriimmung.

Eine abgeschlossene Menge A C U, , heifit geoddatisches Dreieck, wenn 0A aus drei (nicht-
konstanten) geodétischen Teilkurven a, b, ¢ besteht und das Innere von A homéomorph zur
Kreisscheibe ist. Wie iiblich bezeichnen wir die a, b, c gegeniiberliegenden Eckpunkte mit
A, B,C, und die Winkel dieser Ecken mit 0 < «, 3,7 < 27.

Weil wir gleich das Integral der Gau-Kriimmung verwenden wollen, méchten wir an das

Flachenelement erinnern. Im zweidimensionalen Fall mif3t

area (f(U)) ZZ/U|31f X 0o f|

den Inhalt einer eingebetteten Fliche. Wegen |01 f X O f|? + (01 f, Oof)? = |01 f|?|0of? gilt

area (f(U)) = /U \/ 911922 — g1 dx dy.

Tatséchlich gibt fU \/det(g;;)dx . .. dx, in jeder Dimension den Flécheninhalt an. Natiirlich
ist die Definition des Inhalts nur sinnvoll, weil sie parametrisierungsunabhéngig ist.

Wir miissen zunéchst die geodétischen Bélle noch weiter verkleinern.

Definition. Eine geoditische Kreisscheibe B,(p) heiBit konver, wenn exp,,: BJ — U Diffeo-
morphismus ist und fiir die Polarkoordinatendarstellung gilt 0,G(t, ¢) > O fiiralle0 < ¢t < p
und ¢ € R.

Geodétische Kreisscheiben von kleinem Radius sind konvex, denn 0, G ist stetig und 0,G(0, ¢) =
1. In R? sind alle Kreisscheiben konvex, fiir S? kann man bis zur Hemissphiire gehen. Der
Name “konvex” bezieht sich darauf, dass zwei Punkte in einer geodétischen Kreisscheibe
durch eine Geodétische verbunden werden, die ganz innerhalb der Kreisscheibe verlduft;
wir zeigen dies hier allerdings nicht.
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Satz 24 (GauB 1827). Liegt ein Dreieck A ganz in einer konvexen geodditischen Kreis-

scheibe B, um einen der drei Eckpunkte des Dreiecks, so gilt

(28) 04+ﬂ+’y—77:/KdA.
A

Das Integral [ A K dA nennt man auch die Totalkrimmung iiber das Dreieck A.

Beispiele. Fiir Dreiecke in R? ist dies die bekannte Formel fiir die Winkelsumme. In S?
erhdlt man o + § + v — 7 = area(A); fiir die Pseudosphiire steht rechts — area(A).
Weil K stetig ist, erhélt man insbesondere den Grenzwert

_Loat+fB+y—m
K(p)_kl_%) area(A)

dabei sagen wir A; — p, wenn die Dreiecke A; noch in geodétischen Kreisscheiben B,.;) 3 p
liegen, wobei 7(i) — 0.

Beweis. Wir nehmen an A C B,(A) und fithren durch (t,¢) — f(t, ) Polarkoordinaten
um A; das Dreieck wird dann durch eine Teilmenge A € U := (0, p) x R parametrisiert.
Wir miissen o+ S +v—7 = fA KG dtdy zeigen.

Wahrend b, ¢ radiale Geodétische sind, haben wir fiir a die Polarkoordinatendarstellung
(29) a:[0,0] = U, a(p) = (t(), ¢), a(0) =B, a(a)=C.

Hierbei hat a nicht unbedingt konstante Geschwindigkeit: ¢ — a(p) ist vielmehr Um-
parametrisierung einer Geodétischen. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Geodétische kann
die Kurve a nicht tangential an eine radiale Geodétische werden; also ist ¢ monoton ldngs a,

und wir konnen tatséchlich a als Funktion von ¢ schreiben.

Aus Lemma 19 folgt, dass durch
1 1
U B e (01
o 3{6:) Glt.p) G(t,¢)
eine g-Orthonormalbasis auf U erklért wird. Dabei hat e; ein Radialfeld als Bild unter df,
wahrend Fs tangential an die geodétischen Kreise ist.

Wir benétigen die kovariante Ableitung von E, lings a(¢) = (¢(¢), ). Zunéchst ist
DFE.
L= 1B = (B, Br) = g (= ) =0,

d.h. die zweite Komponente von fl—i? verschwindet. Die erste Komponente berechnen wir

mit Hilfe der Christoffel-Symbole (siehe (26)) zu
(DEQ
dg

! 11 ~l 122 1
> = B! + [pa” B} = —GoiG = ~0,G,
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Es gilt also insgesamt

DFE,

(30) i

== —81G €1.

Wir halten noch ein Nebenergebnis fest. Die Rechnung gilt speziell fiir die Kreislinienpa-
rametrisierungen a(p) := (¢, ) fir jedes feste 0 < t < p. Weil das Einheitstangentialfeld
nicht parallel ist, sofern ;G # 0 gilt (Konvexitdtsannahme), sind nach Lemma 16 die
geodéatischen Kreise nicht geodétisch. Wegen des Eindeutigkeitssatzes bedeutet dies fiir die
urspriingliche Geodétische a(y), dass sie nicht auf einem offenen Intervall mit einem Kreis

tibereinstimmen kann. Daher gilt #'(¢) = 0 nur in isolierten Punkten.

Beziiglich der Orthonormalbasis kénnen wir a'(¢) fiir jedes ¢ als eine Linearkombination
d(p) = (t,1) =t(p)er + ealt, ) = t'(p)er + G(t, @) Ea(t(0), ) # 0

darstellen. Nun betrachten wir eine stetige Wahl des Winkels

(31) 0:00,0] = R, 9(p) = Zy(d' (), 1),

es ist egal, ob wir den Winkel beziiglich ¢ oder ¢ messen. Im folgenden lassen wir die
Stellen weg, d.h. ¢ steht fiir ¥(¢) und G fiir G(t(¢), ¢), der Strich bezeichnet weiter die
p-Ableitung. Dann ist

!/

|d'|| cos? = g(er,a’) =t und  sind = §<E2, ||a_'||>
a

WEeil a die Reparametrisierung einer Geodétischen ist, ist die Einheitstangentialrichtung
ﬁ parallel (Lemma 16). Daher gilt

d al a; par. DE2 a/
'Y = ||d’|| cos ¥ ¥ = ||d’]|(sin?) = ||’ —§<E 7_> R 1 57(—’_)
/| I/ lsin ) = o' 523 (B g Il o\ =25 T

(2) g(—alG €1, t'el + GEQ) = —81Gt'.

Da t’ # 0 auf einer dichten Menge gilt, folgt ¢ = —0,G.

22. Vorlesung, Mittwoch 10.7.02
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Durch 9(0) := 7 — (3 legen wir die 2m-Unbestimmtheit von 9(p) fest. Weil @ immer trans-
versal zu den radialen Geodéatischen bleibt, ergibt sich daraus 19(@) = ~. Es folgt:

:_/Oa [81G(0,90)+/ nG(s, ) dS}d

0

(25

) a t(e)
= —/ [1 - K(s,9)G(s, ¢) dS} dy
0 0
a  rtle)
= —a+/ / K(s,0)G(s,p) dsdp
0 0

Dies ist die Behauptung. 0

Da der Beweis lang war, folgt eine kurze Interpretation. Der entscheidende Schritt war,
in (32) das Integral von ¢ zu berechnen. Im Parameterbereich (¢, ) erscheint A als ein
Viereck: Die Ecke A wird durch (0, [0, a]) parametrisiert, die radialen Geodétischen haben
beide konstante p-Werte. Definiert man entlang aller Randkurven A den Winkel ¢ wie
in (31), so erhélt man ¥ = 0 lings der beiden radialen Geodétischen b und c¢. Der Randterm
in (32) sagt, dass lings der Ecke A der Wert von ¢ asymptotisch um « dreht. Léngs der
Geodétischen a haben wir ¥ als Integral iiber die radialen Geodétischen ausgedriickt, und

jeweils KdA als Beitrag festgestellt.

Wir geben nun eine wichtige Interpretation der Aussage des Satzes, die auch noch fiir den
verallgemeinerten (inneren) Kriimmungsbegriff in mehreren Dimensionen giiltig ist. Wir
wollen eine Parallelverschiebung eines Vektors X ldngs OA betrachten. Wir vergleichen
mit dem Tangentialvektor T'. Es sei £ eine stetige Wahl des Winkels von X und 7 eine
von 1. Weil wir nur die Differenz & — 7 betrachten wollen, kommt es auf den absoluten
Wert der Winkel nicht an: er sei irgendwie gewéhlt. Langs ¢ setzen wir beispielsweise
X =T, dh. £ = 7. Hinter der Ecke B gilt dann £ + (7 — ) = 7 oder { = 7+ — 7.
Nun betrachten wir die nach einem ganzen Umlauf langs ¢ erhaltenen Felder. Um sie von
X und T zu unterscheiden, nennen wir sie X’ und 7", und bezeichnen ihre Winkel mit &’
und 7’. Weil der Effekt der Ecken C' und A genauso wie der von B ist, erhalten wir

{=7+(a-m)+@B-m)+ (7).

Andererseits gilt 7 = 7 + 27, denn wie bei jeder einfachen geschlossenen Kurve dreht der
Tangentialvektor um 27 pro Umlauf (vergleiche den Hopfschen Umlaufsatz). Wir erhalten

f—t=(r+2m+(@-mM+B-m)+(y—m)—T=a+f+y—,

und damit die linke Seite von (28). Also kénnen wir sagen:
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Korollar 25. Bei Parallelverschiebung um das Dreieck A dreht ein paralleles Vektorfeld
genau um den Winkel fAKdA. Die Parallelverschiebung lings Dreiecken ist also genau

dann von der Wahl des Dreiecks unabhingig, wenn K =0 gilt.

Statt der letzten Aussage kann man quantitativ sagen: Die GauB-Kriimmung mifit die
Stéirke der Weg-Abhéngigkeit der Parallelverschiebung.

4.5. Der Satz von Gauf3-Bonnet. Erlaubt ein (grofles) geodétisches Dreieck eine Unter-
teilung in zwei (kleine) geodétische Dreiecke, auf die man den Satz 24 von Gaufl anwenden
kann, so erhélt man durch Summation die gleiche Aussage. Ergénzen sich beispielsweise

und v zu 7, und «, o, G+ 3’ sind Winkel des grofien Dreiecks, so gilt

KiA=a+08+y—n+d +03 +7y —rm=a+B+5)+d —m,
AUA’
d.h. man gewinnt (28) fiir das grofe Dreieck. Man kann entsprechend fortfahren. Um-
gekehrt gilt die Aussage von Satz 24 tatséchlich fiir beliebig grofle geodétische Dreiecke,
die homoomorph zur Kreisscheibe sind: Hierzu muss man zeigen, dass es unterteilende
Geodétische gibt, die das Dreieck in hinreichend kleine Dreiecke zerlegen.

Beispiel. Auf S? gibt es geoditische Zweiecke. Auf einer Fliche mit K < 0 kann es sie aber
nicht geben. Durch Unterteilung in Dreiecke sieht man n&mlich, dass ein geodétisches Zweieck
mit Winkeln «, 3 erfiillt o + 8 = [ K dA. Fiir K < 0 ist dies unmdglich.

Was passiert, wenn wir entsprechend eine kompakte Fldche ohne Rand vollstdndig mit
Dreiecken pflastern? Wir betrachten dazu allgemeine 2-dimensionale Untermannigfaltigkei-
ten M in R™. Eine Triangulierung von M ist eine endliche Familie von Dreiecken (A;)1<i<F,
so daf

(i) UL, Ay = M und

(74) A; N A; ist entweder eine Kante, eine Ecke, oder leer.

Definition. Besitzt M eine geoditische Triangulierung mit F Fcken, K Kanten und F
Fléachen, so heilt x := F — K + F' die Fuler-Charakteristik.

Beispiele. x fiir S? mit Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaeder-Triangulierung ist 2. Fiir den Torus
ist x = 0; verwendet man beispielsweise vier Dreiecke, so erhédlt man y = 2 — 6 + 4.

Die folgenden topologische Tatsache benutzen wir ohne Beweis fiir die globale Version des
Satzes von GauB-Bonnet: Jede kompakte Untermannigfaltigkeit besitzt eine Triangulierung
mit geodatischen Dreiecken. Dabei kann man verlangen, dass die Dreiecke so klein sind,
dass sie noch in den geoditischen Kreisscheiben um eine ihrer Ecken liegen.
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Satz 26 (GauB-Bonnet). Sei M eine kompakte orientierbare 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit in R™. Dann gilt

1
M)=— | KdA
X(M) 2%/M

fiir jede Triangulierung von M.

Dabei ist das Integral rechts durch Summation iiber geeignete Teilmengen definiert. Insbe-
sondere ist die Euler-Charakteristik (/) unabhéngig von der gewéhlten Triangulierung.
Dies kann man auch direkt beweisen.

Bemerkung. Die Euler-Charakteristik ist aber auch invariant unter “stetigen Verformun-
gen”, denn man kann dafiir auch die Triangulierung stetig anpassen, so dass ¥ — K + F
unveradndert bleibt. Dies macht man in der Topologie exakt, und sagt dann die Euler-
Charakteristik ist eine topologische Invariante. Es ist dem Integral [ 1 K dA nicht direkt
anzusehen, dass es “verformungsinvariant” ist: Fiir Autoreifen und Kaffeetasse fillt die

Totalkriimmung gleich gross aus!

Beweis. Wie zuvor erwihnt gibt es eine Triangulierung {A; | i = 1,..., F}, so dass fiir
jedes Dreieck A; Satz 24 anwendbar ist. Wir summieren iiber alle Dreiecke und beachten,
dass sich die Winkel in jeder der E' Ecken zu 27 addieren:

F F
/ KdA:Z/ KdA=Y (oi+ B+~ —m)=2rE—7F
M i=1 7 A i=1

Nun wollen wir noch F' anders ausdriicken. Jedes Dreieck hat 3 Kanten, aber mit 3F
zéhlen wir jede Kante der gesamten Triangulierung doppelt, denn jede Kante berandet zwei
verschiedene Dreiecke. Daher ist 3F = 2K, oder —F = 2F —2K. Es folgt die Behauptung.

O

Ein Resultat der Differentialtopologie ist der Flachenklassifikationssatz. Die Euler-Charak-
teristik einer kompakten orientierbaren 2-dimensionalen (Unter-)Mannigfaltigkeit nimmt
nur die Werte 2 = x(S?), 0 = x(T?), —2 = x(Fliche mit 2 Lochern), ... an, d.h. x(M) =
—2¢g + 2 mit g € Ny dem Geschlecht (Locherzahl) der Fliche. Ist weiter x (M) = x(M'),

so ist M homoomorph zu M’. Diese Aussagen beweist man mit Morse-Theorie (siehe z.B.
[M], Kapitel 12).

Nehmen wir den Flachenklassifikationssatz an, so erhalten wir:

Korollar 27. Sei M eine kompakte orientierbare 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit kon-
stanter Gaufs-Krimmung K.

(i) Ist K >0, so ist M diffeomorph zu S* (g =0).

(ii) Ist K =0, so ist M diffeomorph zum Torus (g =1).



11 4.5 — STAND: 7. SEPTEMBER 2010 91

(iii) Ist K < 0, so ist M diffeomorph zu einer Fliche vom Geschlecht g > 1 vom Inhalt
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5. UBUNGSAUFGABEN

5.1. Geodéitische.

Aufgabe 1 — Existenz von Flichen bei vorgegebenen Geoddtischen (GB 02):

Finden Sie Flichen f: U — R? mit den folgenden Eigenschaften:

a) U :=R?\ {0} und alle Ursprungskreise sind Geod:itische.
b) Wie in a), jedoch soll kein Strahl durch 0 Geodétische sein.

Aufgabe 2 — Geoditische und Asymptotenlinien (Bergner 04):

Zeigen Sie: Eine Kurve ¢ = f o« ist genau dann sowohl Geodétische als auch Asymptotenlinie,

wenn diese Kurve ein Stiick einer Geraden ist.

Aufgabe 3 — Ebene Kurven, Geoditische und Krimmungslinien (GB 02):

Wir betrachten eine Kurve ¢ = f o~ in einer Fliche f: U — R3, mit zwei der drei Eigenschaften:
(i) ¢ ist geoditisch,
(ii) ¢ ist Kriimmungslinie,
(7ii) c ist eben (also in einer Ebene des R? enthalten).
a) Beweisen Sie, dass (#7) aus (7) und (4) folgt.
Tipp: Leiten Sie ¢’ x n ab.

b) Geben Sie Gegenbeispiele dafiir an, dass weder (i) noch (4) von den beiden anderen beiden

Eigenschaften impliziert werden.

Aufgabe 4 — Langentreue Parametrisierung (Bergner 04):

Die Parametrisierung f € C?(U,R?) einer Fliche nennt man lingentreu, falls sie Lingen von
Kurven erhilt, d.h. fiir jede Kurve v : [a,b] — U mit ¢ := f o~ gilt L(y) = L(c¢) fiir die Langen

dieser Kurven.

a) Geben Sie eine lingentreue Parametrisierung des Zylinders an.

b) Zeigen Sie: Eine Parametrisierung ist genau dann langentreu, falls g;; = d;; gilt, also die erste
Fundamentalform mit der Einheitsmatrix {ibereinstimmt.

c) Zeigen Sie nun, dass das Bild einer Geraden unter einer lingentreuen Abbildung eine Geodéti-

sche ist.

Aufgabe 5 — Flichentreue Parametrisierung (Bergner 04):

Eine Parametrisierung f € C%(U,R?) nennt man fliichentreu, falls fiir die erste Fundamentalform
det(g;;) = 1 gilt. Wir wollen zeigen, dass sich durch geeignete Umparametrisierung jede Fliche

lokal flichentreu parametrisieren l&sst.
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a) Betrachten Sie zu f € C?(U,R3) die umparametrisierte Fliche

f(u’v) = f(go(u,v), U)

mit einer gewissen Funktion ¢(u,v) : R? — R. Berechnen Sie die erste Fundamentalform Jij
von f sowie det(gij).

b) Leiten Sie aus der Bedingung det(g;;) = 1 eine gewohnliche Differentialgleichung fiir ¢ = ¢(u)
her, in der v als Parameter eingeht. Zeigen Sie, dass diese bei geeignet gestellten Anfangswerten

l6sbar ist.

Aufgabe 6 — Lasso und Kegel (GB 02):

Wir betrachten einen Rotationskegel, den man auf ein Segment in der Ebene vom Winkel 0 <
o < 360° abrollen lassen kann; sein Offnungswinkel 0 < ¢ < 90° erfiillt sin ¢ = 5 Wir fangen die
Kegelspitze mit einem Lasso ein. Unser (nicht ganz fachgerechtes) Lasso soll aus einer Schlinge
der festen Linge L bestehen, an die mit einer Ose ein weiteres Seilstiick angehéingt ist. Wir sehen
von Dicke und Gewicht des Seiles ab, und nehmen an dass es reibungslos auf dem Kegel gleitet.
Wenn wir das Seilstiick genau radial von der Kegelspitze wegziehen, fiir welche Werte von ¢ kann
das Lasso eine feste Lage erhalten, und fiir welche rutscht es stets zur Spitze hin ab?

Aufgabe 7 — Fliche in Gaufscher Form (Bergner 04):

Gegeben sei ein Flichenstiick f € C2(U, R?) parametrisiert in Gauscher Form, d.h. es gilt g;; = 1
sowie g1o = 0 fiir die erste Fundamentalform.

a) Zeigen Sie, dass die Kurven c(s) := f(s,t) fiir festes ¢t Geodétische sind.

b) Zu nach Bogenlénge parametrisierter Kurve (r, h)(t) betrachten wir die Rotationsfliche

f(t, @) = (r(t) cosp,r(t)sinp, h(t)) .

Zeigen Sie, dass f eine Parametrisierung in Gaufischer Form ist und folgern Sie, dass die
Meridiankurve c(t) := f(t, ) fiir festes ¢ eine Geoditische ist.

Aufgabe 8 — Christoffelsymbole einer Fliche in Gaufscher Form (Bergner 04):

a) Gegeben sei ein Flichenstiick f € C?(U,R?) parametrisiert in Gauscher Form, d.h. g3 = 1
sowie g12 = 0. Berechnen Sie alle acht Christoffelsymbole in Abhéngigkeit von G(p) := g22(p).

b) Wenden Sie a) speziell auf eine Rotationsflache f(t, ) = (r(t) cos ¢, r(t) sin @, h(t)) mit nach
Bogenlidnge parametrisierter Meridiankurve (r, h)(t) an. Es sei y(s) = (¢(s), ¢(s)) eine Kurve,
so dass ¢ := f o~y eine Geodétische ist. Leiten Sie die Differentialgleichungen

T/ / / _ " r/(t(s)) / /
0=1t"(s) —r(t(s))r' () (P (s))® , 0=y"(s)+ 2w (s)#'(s)

her.
¢) Wann sind die Meridiankurven ¢(t) := f(t, ¢) und Breitenkreise c¢(p) := f(t, ) Geoditische?
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Aufgabe 9 — Geoditische auf Rotationsflichen (GB 02):

Wir betrachten die Rotationsfliche f(t, ) := (r(t) cos p, r(t) sin p, h(t)) zu nach Bogenlidnge pa-
rametrisierter Kurve (r, h)(t). Es sei y(s) = (£(s), ¢(s)) eine regulire Kurve und ¢ := fo~. Weiter
sei ¥(s) der Winkel zwischen der Kurve ¢(s) und dem Breitenkreis durch ¢(s), d.h.
/
COS’&(S) _ <CI(S)’ an(IY(S)» '
()12 ((s))]

a) Zeigen Sie die Hilfsaussage
/
comiy = THEDEE)
(s)]
b) Zeigen Sie: Ist v geoditisch in f (also insbesondere || konstant), so ist der Ausdruck

r(t(s)) cosV(s)

konstant als Funkion von s. Dies wird der Satz von Clairaut genannt.
Hinweis: Benutzen Sie a) sowie die beiden Differentialgleichungen fiir Geoditische aus Teil b)
der letzten Aufgabe.

c) Wir setzen nun voraus, dass |¢/| konstant ist sowie t(s) # 0. Zeigen Sie: Ist der Ausdruck
r(t(s)) cosV(s) konstant in s, so ist v eine Geodétische in f.
Hinweis: Zeigen Sie, dass beide Differentialgleichungen von Teil b) der letzten Aufgabe erfiillt
sind.

Aufgabe 10 — Sinussatz der sphirischen Geometrie (GB 02):

Auf der Spire S? betrachten wir ein Dreieck, d.h. drei Punkte jeweils verbunden durch Geodiiti-
sche. Die Seitenldngen bezeichnen wir mit a,b,c¢ < m und die den entsprechenden Seiten ge-
geniiberliegenden Winkel mit «, 3, € [0, 27]. Zeigen Sie

sinaw  sinf8  sinvy

sina  sinb  sinc
Tipp: Legen Sie eine Ecke des Dreiecks auf die Drehachse der Kugel und wenden Sie den Satz
von Clairaut aus der letzten Aufgabe auf die gegeniiberliegende Seite an.

Aufgabe 11 — Asymptotik von Geoditischen auf Rotationsflichen (GB 02):

Zu einer reguldren Meridiankurve (r,h): [a,b] — R4 x R betrachten wir die Rotationsfliche
f(t, ) = (r(t) cosp,r(t)sinp, h(t)). Dabei sei r(a) = R, r(b) = p und r(t) > p > 0 fiir ¢ € [a,b).
Es parametrisiere n: ¢ — (b, ¢) den Breitenkreis e = f o vom Radius p auf der Fliche.

Wir betrachten eine nach Bogenlénge parametrisierte Geodétische y(s) = (¢(s), ¢(s)) in der Rota-
tionsfléiche, deren Definitionsbereich [0, 5] maximal gewéhlt sei. Fiir y soll gelten: r(¢(0)) cos ¥(0) =
p sowie t(0) = a (der Startradius ist also R).

Benutzen Sie den Satz von Clairaut (Aufgabe 9), um die folgenden Aufgabenteile zu behan-
deln.
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a) Konnen sich die Geodétische ¢ = f oy und der Breitenkreis e = f o n schneiden? Versuchen

Sie diese Situation zu verstehen (keine Rechnung nétig).
b) Zeigen Sie, dass in jedem Fall ¢ dem Breitenkreis e beliebig nahe kommt.

c¢) Falls e geoditisch ist, schneiden sich ¢ und e nicht, so dafl ¢ asymptotisch zum geoditischen

Breitenkreis e wird.

Aufgabe 12 — Geodditische auf dem Rotationstorus (GB 02):

a) Benutzen Sie die letzte Aufgabe, um die Geodétischen auf dem Rotationstorus mit r(t) = B+
bcost, h(t) = bsint fur B > b > 0 zu diskutieren. Bestimmen Sie drei qualitativ verschiedene
Fille, je nach Vorzeichen von (B — b) — p, und finden Sie sie auf dem abgebildeten Torus.

b) Geben Sie eine Rotationsfliche an, fiir die eine Geodétische c(s) asymptotisch zu zwei ver-

schiedenen Breitenkreisen wird (fiir s — $00).

Aufgabe 13 — Rotationsparaboloid (Schueth 00):

Wir betrachten das Rotationsparaboloid
f:U:=R; xR —R3, (t.) — (r(t)cosep, r(t)sing, h(t)) € R?

mit 7(t) = t, h(t) := ¢* fiir t > 0. Sei v(s) = (&(s),¢(s)) eine auf R definierte Geoditische
mit |7/(¢)|| = 1. Wir nehmen an, dass v kein Meridian ist, so dass nach dem Satz von Clairaut
(Aufgabe 9) die Konstante

p:=r(t(s)) cosd(s) = r(t(s))zgol(s) 2 (5)¢ ()

von 0 verschieden ist. Nach eventueller Anderung der Durchlaufrichtung von ~ kénnen wir p > 0

annehmen.

a) Zeigen Sie, dass ¢ = f o den Breitenkreis r = p zu genau einem Zeitpunkt sy beriihrt;
auferdem gilt ¢'(s) < 0 fiir s < so und #/(s) > 0 fiir s > so.

b) Beweisen Sie ¢(s) — oo fiir s — oo und ¢(s) — —oo fiir s — —o0.
Tipp: Zeigen Sie [;~ ¢'(s)ds = p [3° m ds und h(t(s)) < h(t(0)) + |s|.

c¢) Folgern Sie aus a) und b), daf ¢ sich unendlich oft selbst schneidet. Insbesondere findet man
auf jeder Geodéatischen, die nicht Meridian ist, Teilstiicke, die beziiglich ihrer Endpunkte nicht

die kiirzeste Kurve darstellen.

Aufgabe 14 — Vollstindigkeit von Geoddtischen (Bergner 04):

Sei f = f(x1,22) € C3(R?,R?) ein Flichenstiick mit gleichmiBig beschrinkten Ableitungen bis
dritter Ordnung, d.h.

82 83
6:5,-8%» f(p)| + ‘&Tial‘jaa?k

0 .

mit einer Konstanten M € R. Ferner gebe es ein £ > 0, so dass det g;;(p) > ¢ fiir p € R? gilt.
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a) Zeigen Sie: Alle Geodiitischen existieren global, d.h. der Definitionsbereich jeder Geodétischen

lasst sich auf R ausdehnen.

b) Bleibt die Aussage aus a) auch richtig, wenn man eine der beiden Voraussetzungen wegléisst?

Aufgabe 15 — O(n) ist Untermannigfaltigkeit von R (GB 02):

a) Wir bezeichnen den Vektorraum der n x n-Matrizen mit M(n) C R"". Zeigen Sie: Sind A, B €
M(n), so kann man das von R™ gegebene Standardskalarprodukt schreiben als (A, B) =
Spur(AB?).

b) Wir bezeichnen den Vektorraum der schiefsymmetrischen n x n-Matrizen mit o(n), und den
der symmetrischen mit Sym(n). Zeigen Sie, dass man beziiglich (-, -) die orthogonale Zerlegung
M(n) = Sym(n) & o(n) hat. Welche Dimensionen haben die Summanden?

¢) Wir definieren nun eine Abbildung

n? n(nt1) t
¢: M(n) =R"™ — Sym(n) =R~ 2 | p(A) = A"A.
Zeigen Sie: Kern(dyi,,) = o(n) und Bild(dy;,, ) = Sym(n). (Leiten Sie s +— (1 + sA) ab!)

d) Wir wollen zeigen, dass die Gruppe O(n) := {P € M(n) | ¢(P) = 1,,} eine Untermannigfaltig-
keit von M(n) = R™ ist. Dazu miissen wir beweisen, dass Rang dp in jedem Punkt den Wert
@ hat. (Tipp: Berechnen Sie dpp(A) mittels der Kurve ¢(s) := P+ sA fiir A € M(n) und
P € O(n); zeigen Sie Kern(dgp) = {P~'A € o(n)} = Po(n)).

Bemerkung: Eine (Unter-)Mannigfaltigkeit, die zugleich Gruppe ist (oder umgekehrt!), nennt
man eine Lie-Gruppe.

e) Es sei P € O(n). Was sind Tangentialraum 7pO(n) und Normalraum NpO(n)?

f) Zusatz: O(n) ist beschriinkt und abgeschlossen in R™”, also eine kompakte Untermannigfaltig-
keit von M(n). Weiterhin hat O(n) (wenigstens) zwei Zusammenhangskomponenten.

Aufgabe 16 — Geoditische der Lie-Gruppe SO(n) (GB 02):

Fiir eine Matrix A € M(n) definieren wir

=1
exp A := ZHA’C’
k=0

wobei A% :=1,,.

a) Sofern Sie es nicht schon kennen, zeigen Sie: Die Reihe exp A konvergiert fiir jedes A € M(n),
so dass exp: M(n) — M(n) (nehmen Sie dazu am besten |a;;| < % an).

b) Wir definieren durch c(t) := exp(tA) = 37, £ (tA)* eine Kurve c: R — M(n) = R, und
wollen die Identitdt c(s+t) = ¢(s)c(t) beweisen. Dazu kann man nachweisen, dass beide Seiten
dieselbe Differentialgleichung erfiillen und denselben Anfangswert haben. Wir fixieren s und
setzen fs(t) := c(s)c(t) und gs(t) := c(s+t). Zeigen Sie zuerst, dass dieselbe Anfangsbedingung
15(0) = g5(0) gilt. Berechnen Sie dann ¢’ und benutzen Sie dies, um f, und g5 nach ¢ abzuleiten.
Bestétigen Sie, dass beide Funktionen die gleiche Differentialgleichung erfiillen. Wieso folgt
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daraus die behauptete Identitét? (Sie kénnen die Identitéit auch anders zeigen — denken Sie
daran, wie Sie im Grundstudium die Funktionalgleichung der e-Funktion bewiesen haben.)

c¢) Wir betrachten von nun an die Exponentialabbildung fiir A € o(n). Zeigen Sie zuerst (exp A)~! =
(exp A)t, also exp A € O(n). Mit Hilfe der Abbildung s + exp(sA) zeigen Sie dann sogar
exp A € SO(n).

d) Benutzen Sie die Gleichung fiir ¢’ aus b), um zu zeigen, dass c¢(s) = exp(sA) fiir A € o(n)
konstante Geschwindigkeit |¢/| in R hat. (Tipp: Schreiben Sie das Standardskalarprodukt
auf R” wie in der letzten Aufgabe als (4, B) = Spur(AB")).

e) Als kronenden Abschluss zeigen Sie nun, dass ¢(s) := exp(sA) fiir A € o(n) eine Geodétische
der Untermannigfaltigkeit SO(n) darstellt. (Tipp: Berechnen Sie dazu ¢’ und benutzen Sie
die Beschreibung des Tangential- und Normalraums der Untermannigfaltigkeit O(n) aus der
letzten Aufgabe.)

5.2. Integrabilitdtsbedingungen und theorema egregium.

Aufgabe 17 — Gaupkrimmung einer Fliche in Gaufscher Form (Bergner 04):

Gegeben sei eine Fliche f € C3(U,R?) parametrisiert in GauBscher Form, also g1 = 1, g1 = 0
sowie G2(p) := g2o(p) mit G > 0. Zeigen Sie fiir die GauBkriimmung die Formel
G’U/LL

o

Welche Formel erhilt man speziell fiir Rotationsflichen mit nach Bogenldnge parametrisierter

K(u,v) = —

Meridiankurve?

Aufgabe 18 — Mégliche Fundamentalformen (Bergner 04):

Es sei die erste Fundamentalform gleich der Einheitsmatrix, g;; = d;;, und fiir die zweite Funda-
mentalform gelte b1; = bia = by; = 0 sowie bao(x,y) = b(x,y).

a) Wann sind sowohl Gau$- also auch Codazzigleichung erfiillt?

b) Nach dem Hauptsatz der Flichentheorie ldsst sich dann eine Flidche finden, deren erste und
zweite Fundamentalform mit der gegebenen {ibereinstimmen. Was ist die Gaukriimmung
dieser Flidche?

c) Geben Sie zwei Beispiele solcher Flichen an (oder charakterisieren Sie sémtliche Fléchen).

Aufgabe 19 — Unmdgliche Fundamentalformen (GB 02):

Es sei die erste Fundamentalform gleich der Einheitsmatrix, g;; = d;;. Wir betrachten zwei ver-
schiedene zweite Fundamentalformen, beide mit b1 = be; = 0 und mit (i) by = 1, by = —1 bzw.
(ii) mit byy (7, y) = baa(z,y) = (1 + 22 + y?). Zeigen Sie, dass es keine Flichen f: U — R3 mit
den beiden Fundamentalformen geben kann:

a) Was miifite die GauB-Kriimmung sein?
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b) Sind Gau- und Codazzi-Gleichung erfiillt?

Aufgabe 20 — Die hyperpolische Halbebene (Bergner 04):

Auf H := {(z,y) € R?|y > 0} definiert man eine erste Fundamentalform (oder Metrik) g durch

g (z,y) = g(z,y) = y% sowie g12 = g21 = 0.

a) Berechnen Sie die Christoffelsymbole mit Hilfe der Formel aus der Vorlesung und lésen Sie
danach die Differentialgleichung der Geodétischen.

Hinweis: Die Geodétischen in H ergeben sich als der Durchschnitt von H mit Geraden parallel
zur y-Achse sowie Kreisen mit dem Mittelpunkt auf der z-Achse.

b) Berechnen Sie die GauBkriimmung der Halbebene.

c) Zwei Geoditische nennt man parallel, falls ihr Durchschnitt leer ist.
Zeigen Sie: Zu jeder Geodéatischen v und jedem nicht auf «y liegenden Punkt p gibt es unendlich
viele zu ~ parallele Geodatische durch p.

Bemerkung: Die hyperbolische Halbebene bildet eine Geometrie, in welcher das Parallelenaxiom
verletzt ist. Eine Immersion f: H — R3 mit der angegebenen ersten Fundamentalform 1&8t
sich zwar nicht finden (Satz von Hilbert), fiir geeignete Teilmengen von H gelingt es aber: Die

Rotationsflache der Traktix ist ein solches Beispiel.
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