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Die Fahrplan-Algebra

In dieser Ubung beschiiftigen wir uns mit der Linearen Algebra der Busverbindungen n

Darmstadt. Es gilt, ein Streckennetz mitsamt Fahrzeiten fiir jede Einzelstrecke zu finden,
s0 dass Anschl und Mindestumsteigzei fert werden kiinnen.

Das Projekt ist in drei Teile unterteilt: ,Die Li'ax-PIus-Mgebra", Modellierung des Fahr-
plans* und ,Berechnung eines Fahrplans®

Gruppeniibungen

Aufgabe G1 Die Max-Plus-Algebra

Um das Problem elegant mathematiseh 2u modellieren, benutzen wir die Mear-Plus-Algebra.
Wir betrachten als Grundmenge die reellen Zahlen vercint mit dem Symbaol —oo, also
RuU{—oa}.

Mit der Vorschrift —co < a fiir alle o € R werde die , <"-Relation von R zu einer Anordnung
auf R U {~oco)} fortgesetat,

1. Eine Addition auf B {—oo} wird definiert durch

&:(RU{-00}) x (RU{-ox]}) — R
{a,b) — a@®b:=max{a b).

Zeigen Sie, dass diese Verkniipfung iativ und ativ ist. Finden Sie das
neutrale Element. Gibt es ein Inverses zu gegebenem ¢ € RU {—o0}?

2, Eine Multiplikation auf R {—co} wird definiert durch

& (RU{-oo}) x (RU{-oe}) = R
_ a+b falsae Rundbe R,
{a,b) = =¢ 0 3 fallka=b=—ra,
—co - sonst.
Weisen Sie Assozistivitit und Kommutativitat nach. Finden Sie das neutrale Element
und ein Inverses zu gegebenem a € KU {—co}.
Uberpriifen Sie das Distributivgeseti.
Welche algebraischen Strukturen entdecken Sie in R U {~co} mit den obigen Ver-
kniipfungen?
5. Defini Sie entsprechende Verkniipf fiir Mat{n = n, RU {~0c}) und kontrol-
lieren Sie, welche Rechenregeln gelten. Wie schen neutrale und inverse Elemente aus?

o

Hausiibungen
Abgabe am: 8 062006

Aufgabe H1 Modellierung des Fahrplans

Wir verdeutlichen die mathematische Modellierung des Zugfahrplanes an einem Beispiel.
Das Rahnnetz geben wir durch einen gewichieten Digraphen, d.h. einen Graphen, dessen
Kanten jeweils mit einer Richtung und einem Gewicht versehen sind.
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Die beiden Knoten (auch Ecken) dieses Graphen stehen fiir zwei Haltestellen bzw. Bahnhife.
Eine gerichtete Kante zeigt eine geplante Zugverbindung an, ihr Gewicht ist die Fahrzeit.
Nun soll ein Fahrplan gefunden werden. Dabei soll jeder Zug auf alle Anschlussziige war
ten. Umsteigezeiten sind in die Fahrtzeiten eingerechnet. Der Fahrplan soll sich periodisch
wiederholen,

Im Bahnhol By mégen zwei Ziige, im Bahnhof B; mége ein Zug warten. Es begzeichnet
z;(k} die k—te gemeinsame Abfahriszeit aller Ziige am Bahnhof B;. In unserem Beispiel
muss am ersten Bahnhof gewartet werden, bis sawohl der Zug vom Balinhof By als auch

der vereinfacht abgebildete Zug durch des H land von By } ist. Db, es muwss
gelten
xi{k+ 1) = max(z (k) + 5, z2(k) + 6) = 50 2, (k) &5 6 @ za(k)
und analog
ok + 1) = 8@ = (k).
Fiir

w=(1)

ist das vollstandige System also

2k +1) = A@ (k) = (g _‘:ﬁ) oalk).

Formal ist die Matrix A die transponierte Adjazensmatriz des Digraphen, d.h. der Eintrag
Ay ist das Gewicht der Kante von Knoten 7 zu Knoten i, bzw, —o0, wenn keine Kante
exigtiert. '

1. Definiere ¢ € (R U {—co})? als (g) Berechnet: Sie

A= do-..04 k=12
ke smal




A e k=1,2...
Was fallt lhnen aul? Betrachten Sie dazu die geraden und ungeraden Potenzen und
halten Sie Ihr Ergebnis in einer Formel fest.
Fiir einen ‘Testlauf fahren alle Ziige gum Zeitpunkt 0 los. Was ist die Bedeutung von
A @e?
3. Sellen Sie das Gleichungssy filr den nachstehenden Ausschnitt des Darmstédter
Nahverkehrsnetzes auf, schloss
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4. Wir wollen nun einen einheitlichen Rhythmus fiir die Abfahrtszeitpunkte finden, z(k + 1)

muss also aus z(k) durch Addition einer Konstanten A € B hervorgehen. In der Max-
Plus-Algebra formuliert sich das mit der zum Streckenetz gehérigen Matrix als

AGz=AOzx.
Was filr eine Art Problem ist das? Welche Bedeutung haben = und A fiir den Fahrplan?

Aufgabe H2 Berechnung eines Fahrplans

Wir haben in der letzten Aufgabe die Berechnung des Fahrplanes auf ein Eigenwertproblem
reduziert. Da man Matrizen iiber der Max-Plus-Algebra nicht substrahieren kann, ist es
nicht mit den iiblichen Methoden méglich, Ei te und Eigenvel zu besti

Wir benutzen cinige Tatsachen ohne Beweis.

Fine Matrix A, die zu einem Streckennetz gehéirt, in dem man von jeder Haltestelle zu jeder
anderen gelangen kann, ist im folgenden Sinne zyklisch: )

Es gibt K,d € N und A € RU {—oo}, so dass fur alle k > K gilt A% = AT4%, Mit diesen
Hezeichnungen ist A der eindeutig bestimmte Eigenwert von A, d heifit Perodizitdt von A.
Fiir die Beispiel-2 x 2-Matrix aus Aufgabe H1 gilt ab K = 2 die Gleichung A*** = 14@ A%,
also ist d = 2 und A = 7. Daher ist 7 Eigenwert der Matrix.

1. Berecl Sie den Eig t des Ausschnittes des Darmstadier Nahverkehrsnetzes
aus Aufgabe HI.
Den Eigenwert kann man im Graphen des Streck blesen: Man sucht dezu ei-

ne Rundiahrt, d.h, eine Fahrt mit gleichem Start- und Endbahnhof, die keine Station
miehrfach bedient, fiir die der Quotient aus G fahrtzeit und Anzahl der Halte-
stellen maximal ist. Solch eine Fahrt heilit kritische Strecke. Der grifite gemeinsame

Teiler der Anzahlen der Hal llen aller kritischen Strecken ist die Pertodizitdt d der -

honden Adi ix A

%«v-m«}"'  Jeisenplat®

mit Periodizitit 3, Ei t 4 und mindestens 5

2, Konstruieren Sie ein St
Haltestellen.

Nun gilt es noch, einen Eigenvektor zu ermitteln. Ist A ein Eigenwert von A, $0 be-
trachten wir 4; == A~' 9 A. Es gibt in unserer Situation immer ¢in o € N, so dass

gilt

-
A =PA = ME- @A

kul

In jeder Spalte von AT, die zu einer Haltestelle auf einer kritischen Strecke gehort,
steht ein Eigenvektor von 4 zum einzigen Eig LA
Im kleinen Beispiel aus Anfgabe HI ist:

-2 -1 0 -3 -2 -1 0 =3
Aa=(1 —m)‘di=(—-l 0).;4?\:(1 _2),.4::(_1 U)'

also
0 -1
B =
- 7)

Beide Spaltenvektoren sind in diesem Fall Eigenvektoren.
. Berechnen Sie cinen Eigenvektor fiir den Abschnitt des Darmstidter Nachverkehrsnet-
zes sus Aufgabe HI.
Der Nahverkehr soll morgens um fiinf Uhr aufgenommen werden. Erstellen Sie die
Aushinge der Fahrzeiten fir die vier Haltestellen sus dem Beispiel.
. Freizeitvergniigen: Berechnen Sie den Fahrplan fiir das gesamte Darmstiidver Nah-

verkehrsnetz.
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