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Einführung in die Mathematische Statistik
6. Tutorium - Lösungsvorschlag

Aufgabe 1
(a) Da X1, . . . , Xn iid B(1, θ)-verteilt sind, gilt

Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = x1) =
n∏

i=1

θxi(1− θ)1−xi = Lθ(x1, . . . , xn).

Also folgt

1 =
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = x1) =
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Lθ(x1, . . . , xn).

(b) Aufgrund der Erwartungstreue ist

θ = Eθ(Tn(X1, . . . , Xn)).

Weiterhin ist

Eθ(Tn(X1, . . . , Xn)) =
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Tn(x1, . . . , xn)
n∏

i=1

Pθ(Xi = xi)

=
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Tn(x1, . . . , xn) · Lθ(x1, . . . , xn).

(c) Es ist

Eθ

(
∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

)
=

∑
(x1,...,xn)∈{0,1}n

∂

∂θ
ln(Lθ(x1, . . . , xn)) ·

n∏
i=1

Pθ(Xi = xi)

=
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

∂

∂θ
ln(Lθ(x1, . . . , xn)) · Lθ(x1, . . . , xn).

Da
∂

∂θ
ln(Lθ(x1, . . . , xn)) =

∂
∂θ

Lθ(x1, . . . , xn)

Lθ(x1, . . . , xn)

ist, folgt

Eθ

(
∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

)
=

∑
(x1,...,xn)∈{0,1}n

∂

∂θ
Lθ(x1, . . . , xn).

Nach (a) gilt ∑
(x1,...,xn)∈{0,1}n

Lθ(x1, . . . , xn) = 1,



also erhält man durch Differenzieren nach θ∑
(x1,...,xn)∈{0,1}n

∂

∂θ
Lθ(x1, . . . , xn) = 0.

Aufgabe 2 Differenzieren nach θ ergibt

1 =
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Tn(x1, . . . , xn) · ∂

∂θ
Lθ(x1, . . . , xn).

Da
∂

∂θ
ln(Lθ(x1, . . . , xn)) =

∂
∂θ

Lθ(x1, . . . , xn)

Lθ(x1, . . . , xn)
,

folgt

1 =
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Tn(x1, . . . , xn) · ∂

∂θ
Lθ(x1, . . . , xn)

=
∑

(x1,...,xn)∈{0,1}n

Tn(x1, . . . , xn) · Lθ(x1, . . . , xn) · ∂

∂θ
ln(Lθ(x1, . . . , xn))

= Eθ

(
Tn(X1, . . . , Xn)

∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

)
.

Weiterhin ist

Eθ

(
∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

)
= 0

nach Aufgabe 1. Somit ergibt sich

Eθ

(
(Tn(X1, . . . , Xn)− τ(θ)) · ∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

)
= 1.

Anwendung von Satz 3 und die Erwartungstreue von Tn ergeben

1 =

(
Eθ

(
(Tn(X1, . . . , Xn)− τ(θ)) · ∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

))2

≤ Varθ (Tn(X1, . . . , Xn)) · Eθ

∣∣∣∣ ∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

∣∣∣∣2 .

Aufgabe 3 Es ist

∂

∂θ
ln(Lθ(x1, . . . , xn)) =

n∑
i=1

(
xi

θ
− 1− xi

1− θ

)
=

n∑
i=1

xi − θ

θ(1− θ)
.

Also gilt

Eθ

∣∣∣∣ ∂

∂θ
ln(Lθ(X1, . . . , Xn))

∣∣∣∣2 = Eθ

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Xi − θ

θ(1− θ)

∣∣∣∣∣
2

=
1

θ2(1− θ)2
Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n

θ(1− θ)
.

Weiterhin ist

Varθ(T
∗
n(X1, . . . , Xn)) =

1

n2
Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)
=

θ(1− θ)

n
.


