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Einfiihrung in die Mathematische Statistik

5. Tutorium - Loésungsvorschlag

Aufgabe 1 (Starkes und schwaches Gesetz der groflen Zahlen)

e Starkes Gesetz der groBen Zahlen: Hier gilt P(A) = 1 fiir die Menge
A= {w €Q: lim X,(w) = E(X)}
={weQ:Ve>0 INgeN Vn> N, [X,(w)—EX) <e}.

Also:
P({weQ:¥e>0 3N eN Vn >Ny [Xo(w) —EX)|<e}) =1.

e Schwaches Gesetz der groflen Zahlen: Hier gilt fiir jedes € > 0 die Beziehung
lim P (AP) =1

n—oo

fiir die Mengen

A® = {weQ:|X,(w) —EX)| <e}.

Also:
Ve'>0 INgeN Vn >Ny P({weQ:[X,(w)—EX) <e})>1-¢.
Insbesondere ist das starke Gesetz der grofien Zahlen eine Aussage iiber die Wahrschein-
lichkeit, dal der Grenzwert einer Folge von Zufallsvariablen gleich einer bestimmten Zahl

ist, wahrend das schwache Gesetz der grofien Zahlen eine Aussage iiber die Grenzwerte
verschiedener Folgen von Wahrscheinlichkeiten ist.

Aufgabe 2 (Beispiel einer Folge, die das starke Gesetz der groflen Zahlen aber
nicht den zentralen Grenzwertsatz erfiillt)

1. Esist Xy = (—1)*1X fiir k¥ € N und somit folgt

B & | X; fiir ungerades n €N,
Sn = ;Xk N { 0 sonst.

Daher gilt fiir jedes w € €2

und somit ist

P(wEQ:limM:O):L

n—00 n



2. Wahle £ = 0. Dann ist

1 P(X; <0)=21 fiir ungerades n €N
.9 <0) = = 2 )
P (\/ﬁ Sn < O) { P( 1 sonst.

Also existiert

nicht. Die Zufallsvariablen X7, X5, ... sind nicht unabhéngig; sie sind sogar linear
abhéngig.

Aufgabe 3 (Beispiel einer Folge, die zwar den zentralen Grenzwertsatz, aber
nicht das schwache Gesetz der grofien Zahlen erfiillt)

1. Nach Folgerung 1, Seite 82 (Lehn/Wegmann) ist

> Vi~ N(0,> (2k—1)) = N(0,n°) (Hinweis).

Somit ist % >~ Y, standard-normalverteilt. Wegen of + ...+ 02 =n? und y; = ...
k=1
= 0 gilt

Vit .o+ Y — (4.4 pn) 1 &
P( ! . . <z|=P EZYka = &(x)
k=1

oi+...+02

fiir alle x € R.
2. Sei € > 0 beliebig. Dann gilt wegen % > Y~ N(0,1)
k=1

1 n
P(E;Yk

und somit

k=1

§5> :P<—5§ %iYkgs) =P(e) —P(—¢e) =2P(e) — 1

LY

lim P (

Die Zufallsvariablen Y7, Y5, ... sind nicht identisch verteilt.

§5> =20(e) —1<1, dad(e)<l.

Zusatz. (WeierstraBsches Approximationstheorem)
Siehe File 'ws.jpg’. Betrachtet man S, = >~ | X; mit X;, ¢ € N unabhéingig und identisch
B(1, p)-verteilt, dann ist S,, ~ B(n,p) und es gilt

P(|Sy/n—pl>e)= Y  Chprq"*
(ke[ /m)—pl2<}

mit g =1—p, Ck = (Z) Nach der Tschebyscheff-Ungleichung gilt aber auch

n

pq
P(|S,/n—p|>¢e) < —=%
(1Su/n—pl > 2) < 2
Da pg < 1/4 ist, folgt somit
ka k n—k <
> Ot s

{k:|(k/n)—p|>e}
und das ist Gleichung (5) in ’ws.jpg’, fiir die auch die Bezeichnung “schwaches Gesetz der
groflen Zahlen fiir B(1, p)-verteilte Zufallsvariablen” verwendet wird.



