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Einfiihrung in die Mathematische Statistik

4./7. Tutorium - Lésungsvorschlag

Aufgabe 1
Die Zufallsvariable | X |? ist nichtnegativ. Somit gilt nach Lehn/Wegmann Satz 2.42, Folge-
rungen 1 und 2

B|X]7 = / P(X]* > 2) da.
0

Weiterhin ist
/ P(X]* > 2) dz > / P(X]" > 2)dz > a - P(X]* > a9).
0 0
Somit folgt

1 [ 1
P(X| 2 @)= P(X['2 0" < & [ P(X]" 2 0)do = EIXI
Oéq 0 O[q

Aufgabe 2
Wende Satz 1 auf X =Y — E(Y) an. Hier ist E|X|*> = Var(Y) = n/4 = 250. Also erhilt
man 550

P{]Y —E(Y)| > 50}) < i 0.1.

Aufgabe 3 (nicht im Tutorium fiir 1. Semester)
Taylorentwicklung in r = 0:

L(r) = L(0) + L'(0)r + %L”(g)r% >0

mit £ €10, r[. Fiir L(r) = nln(1 — p+ pexp(r)) gilt

L(0) =0,

/ o peXp(T) / o
L<T)_n1—p+peXp<T)’ L(O)_n D,
L'(r) = n pexp(r) (1 pexp(r) ) |

l—p+pexp(r) ' 1—p+pexp(r)

Nun gilt es noch L”(r) nach oben abzuschétzen. Es gilt

oo o)

< <1
1 —p+pexp(r)



Da ebenso fiir ¢ € [0, 1] die Ungleichung |c(1 — ¢)| < 1/4 gilt, folgt somit

L7 (r)] <

=3

Also ergibt sich aus der Taylorentwicklung

2

O§L(r)§np7’—l—%

und die Behauptung folgt.

Aufgabe 4 (Aufgabe 3 im Tutorium fiir 1. Semester)
(1) Es ist E(X) = np und insbesondere X > 0. Mit Satz 1 fiir ¢ = 1 gilt

P(X —E(X) > a) =P (exp(rX) > exp(r(a+np))) < exp(—r(a+np)) - Eexp(rX).
Da X sich darstellen 148t als .
X=) 7

i=1

mit Z;, i =1,...,n, iid B(1, p)-verteilt, ist
Eexp(rX) = (1 —p+pexp(r))".
Anwendung von Lemma 1 ergibt folglich
() P(X —E(X) > a) <exp(—r(a+np)) - exp(rnp + nr?/8) = exp(nr?/8 — ra).
(2) Nun ist f(r) = nr?/8 — ra noch beziiglich r zu minimieren. Es gilt
f'(r) =nr/4—a, f'(r)=n/4>0.
Also ist 7* = 4a/n die gesuchte Minimalstelle. Einsetzen von r* in (x) ergibt
(k) P(X — E(X) > a) <exp(—2-a?/n).

Noch bleibt noch P(X —E(X)
B

< —a) abzuschitzen. Nun gilt aber fiir eine B(1, p)-verteilte
Zufallsvariable X und eine ,

(n,1 — p)-verteilte Zufallsvariable Y die Beziehung
P(X=k)=PY =n—k), k=0,1,...,n.

Somit ist

PIX-EX)<—-a)=PX<np—a)=PY >n—np+a«a)
— P(Y (1 —p) > a) = P(Y — B(Y) > a).

Da (xx) unabhéngig von p ist folgt somit

P(|X —E(X)| > a) < 2exp(—2-a?/n).

Aufgabe 5 (Aufgabe 4 im Tutorium fiir 1. Semester)
Es ergibt sich

P(lY —E(Y)| > 50) < 2exp(—2 - 50%/1000) = 2 exp(—5) ~ 0.0135.



