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Aufgabe 1 (Normalverteilte Zufallsvariablen)
Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Die Zufallsvariable Z sei unabhéingig
von X und diskret verteilt mit

P(Z=+1)=P(Z=-1)=1/2.

Dann ist die Zufallsvariable Y = Z - X standardnormalverteilt. Es gilt ndmlich aufgrund
der Unabhéngigkeit von X und Z

P(Y <y)= P(X <y|Z=1) P(Z=1)+ P(X > ~4|Z = —1)- P(Z = 1)
= SP(X <y)+ 3P(X > )

2

1

= 5(2(y) = (1 = 2(~y))) = 2(y)-

(Die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable wird hier mit ®(-)
bezeichnet.) Also sind X und Y zwei standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Aber:

(i) Es gilt
P(X+Y =0)
—P(X(14+2)=01Z=1)-P(Z=1)+P(X(1+ Z)=0{Z=—1)-P(Z = —1)

:P(2X:0|Z:1)-P(Z:1)+P(Z:—1):P(Z:—l):1/23&{(1)

Somit ist X + Y nicht normalverteilt.

(ii)) Annahme: (X,Y’) normalverteilt. Dann existieren nach Definition unabhéngige iid
N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen Uy, ..., U,,, eine Matrix A € R*>™ und ein Vektor

¢ € R? mit
<§£):A~U+c.

Daraus ergibt sich, daff auch X + Y normalverteilt ist, da sich X + Y als
X+Y = (a1 +a2:)Vi+ ¢
i=1

darstellen ldsst, und Uy, ..., U,, unabhéngig iid N (0, 1)-verteilt sind. Widerspruch zu

(i)!



Aufgabe 2 (Normalverteilte Zufallsvariablen)
Wir interessieren uns fiir den Abstand zwischen den Aufenthaltsorten von Elster und Amsel,
der im dreidimensionalen Raum durch

V(X1 = X0)2 + (Y1 = Ya)? + (21 — Z5)?

gegeben ist. Die Zufallsvariablen X; — X5, Y} — Y5 und Z; — Z5 sind nach Folgerung 1,
S. 82 (Lehn/Wegmann) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 169. Wegen der
Unabhéngigkeit der einzelnen Zufallsvariablen sind auch die drei durch Differenz gebildeten
Zufallsvariablen voneinander unabhéngig. Daher ist

X1 —Xo\2  (Yi—YoN\2 21— Z5\?

5 ) (57
als Summe von drei quadrierten, unabhéngigen, identisch N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
x5-verteilt. Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhilt man damit:

P(V(X1 = X2)2 + (Y1 = Y2)2 + (21 — Zo)? > 9.9)
= P((X; — X2)? + (Y1 — Y2)? + (Z1 — Z3)* > 98.01

)
— P((M)Q_i_ (Yl _Y2)Q+ (Zl —Z2>2 - @)

13 13 13 169
X1 —XoN2  Yi—=YoN2 7y — Z5\?
-1-p((Cg) g 1 () <us)
3 ) U ) Ty ) s WS
~ VQ d X%;O.l
~X3
=1-01=09

Aufgabe 3 (Cauchy-Verteilung)

(1) Es gilt
=2 [ e = Laretan(t) — arctan(a))
i 2| e = —(arctan arctan(a)).
Da weiterhin lim,_.., arctanb = 7/2 and lim,_, ., arctana = —m /2 ist, folgt
/ fhydt="=1.
oo T
(2) Es gilt
< |z <z _ b2
E|X|= de =2 dr = lim dx.
oo L+ 2 o 1+ a? b—oo Jo 14 22
Da
b9 9 9
i 1+x2dx:ln(1+b ) —In(1) =In (1 + %)
ist, folgt

/ zf(x)dx :blim In (14 0% = occ.

(3) Die Verteilungsfunktion einer Cauchy-verteilten Zufallsvariablen ist durch

1 1
Fly) = —arctan(y) +5,  yek
T



gegeben.
(i) Sei a,b € [-7/2,7/2]. Dann gilt

P(a <Y <b) = P(a < arctan(X) < b) = P(tan(a) < X < tan(b))

Da X Cauchy-verteilt ist, folgt

P(a <Y <) = P(tan(a) < X < tan(b)) = ,

fir a,b € [-7/2,7/2].
(ii) Fiir a,b € R gilt weiterhin

P(a <Y <b) = P (tan(max{a, —7/2}) < X < tan(min{b, 7/2})),

also ist Y = arctan(X) eine R([—n/2,m/2])-verteilte Zufallsvariable.



