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Gruppeniibungen

Aufgabe G25 (Erwartungstreue, Konsistenz)
Fiir ein 0 > 0 sei X, Xs,. .. eine unabhéingige Folge R(0,0) - verteilter Zufallsvariablen.

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N

Tn(X17X27'--7Xn): (X1+X2—|——|—Xn)

ein erwartungstreuer Schitzer fir 7(6) =
b) Bestimmen Sie die Varianz von T,,.
c) Zeigen Sie, dass 11,75, ... eine konsistente Schétzerfolge fiir 7(0) = 0 ist.
d) Sei

4
Tn(XlaX27 cee aXn) = ﬁ ' (Xl +X2 + - +Xn)2 = (TTL(leXQa s 7Xn))2

Zeigen Sie, dass T, nicht erwartungstreu fiir 7(6) = 62 ist.

e) Modifizieren Sie Tn(X 1, Xo, ..., X,) geeignet, so dass sich ein erwartungstreuer Schétzer
fiir 7(0) = 62 ergibt.

f) Geben Sie einen erwartungstreuen Schétzer fiir 7(0) = Vary(X;) an.
Hinweis : Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil e).

Aufgabe G26

Xq,..., X, und Yi,...,Y, seien zwei unabhéngige Stichproben mit demselben Erwar-
tungswert § und bekannten Varianzen 0% bzw. 3. Betrachten Sie die folgende Klasse von
Schétzern fiir den Parameter 6:

T(C):C-Y(m)—l—(l—c)-?(n), 0<c< 1.

(a) Zeigen Sie, dass jeder Schitzer dieser Klasse erwartungstreu ist.

(b) Welchen dieser Schéitzer wiirden Sie verwenden?



Aufgabe G27 (Schitzung des Modalwerts)

Nimmt die Dichte f einer stetig verteilten Zufallsvariablen X genau ein Maximum an, so
heifit die Maximalstelle Modalwert von X. Sie wird mit Mod(X') bezeichnet. Fiir 6 > 0 sei
die Zufallsvariable X stetig verteilt mit einer Dichte fy, wobei ¢() eine positive Konstante

o= {0 o=t

a) Berechnen Sie ¢(0).

b) Zeigen Sie, dass fp genau ein Maximum annimmt und berechnen Sie den Modalwert
M 0d9 (X ) .

¢) Bestimmen Sie Ey(X) und Vary(X).

d) Seien Xj, Xy, ... unabhéngige, identisch wie X verteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie,
dass der Schétzer

5 n
Tn<X1, “ e ;Xn) - G—NZX,L
i=1

erwartungstreu fiir 7(0) = Mod(X) ist.
e) Ist die Schitzerfolge T7,T5, . .. konsistent fir 7 7

Hausiibungen

Aufgabe H25
Xq,..., X, seien unabhingig und identisch verteilt mit der Dichte

2 <z<
f(,(x):{%/e fls0<z<6 o

0 sonst

wobei der Paramter 6 > 0 unbekannt ist.

(a) Berechnen Sie Ey(X;) und Varg(Xy).

(b) Zeigen Sie, dass der Schétzer T,, = X, fiir 6 nicht erwartungstreu ist. Ist er asym-
ptotisch erwartungstreu?

(c) Modifizieren Sie T,, in geeigneter Weise, so dass Sie einen fiir  erwartungstreuen
Schétzer T,, erhalten.

(d) Uberpriifen Sie den Schitzer T,, auf Konsistenz.

Aufgabe H26 (Bias)

Fiir ein @ > 0 und £ > 1 sei X, Xs,... eine Folge von unabhéngigen, identisch R(0, k0)—
verteilten Zufallsvariablen.

(a) Bestimmen Sie den Bias des folgenden Schitzers fiir 7(6) = 0*

n

Tu(X1, .. X)) = ﬁ(%;xf

(b) Geben Sie einen erwartungstreuen Schétzer fiir 7(6) = 6 an.



Aufgabe H27 (Quadratische Abweichung)
Wir fithren die Aufgabe G24 fort.

a) Zeigen Sie, dass

- 5 i
T Xy, X)) = —> N5 X,
(X ) ?)71(71—1—1);Z

ebenfalls ein erwartungstreuer Schétzer fir 7(6) = Mody(X) ist.
b) Ist die Schitzerfolge T, T3, . .. ebenfalls konsistent fiir 7 ?

c) Welcher der beiden Schétzer ist vorzuziehen 7 Begriinden Sie Thre Antwort.

n n

‘ . n(n+1) o nn+1)2n+1)
HINWEIS: » i= — o= ;

=1 =1




