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Gruppeniibungen

Aufgabe G19

In einer belgischen Schokoladenfabrik werden Pralinen hergestellt, deren Durchmesser einen
Sollwert von 25 mm besitzen. Damit die Pralinen in die vorgefertigten Pralinenschachteln
passen, muss iiberpriift werden, ob der Sollwert hinreichend genau eingehalten wird. Zu
diesem Zweck sollen die Durchmesser einer bestimmten Anzahl von Pralinen nachgemessen
werden. Aus Erfahrung weifl man, dass die Durchmesser der Pralinen als Realisierungen von
unabhiingig, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Varianz 4 [mm?] beschrieben werden
kénnen. Wie viele Messungen sind durchzufiithren, damit die Differenz zwischen dem Er-
wartungswert und dem arithmetischen Mittel der Messwerte mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 0.99 kleiner als 0.5 mm ist?

(a) Bestimmen Sie durch Anwendung der Ungleichung von Tschebyscheff eine untere
Schranke fiir die gesuchte Anzahl.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes eine Néherung fiir die gesuchte

Anzahl.

Aufgabe G20

(a) Der zweidimensionale Zufallsvektor (X, Y’) sei normal-verteilt. Zeigen Sie, dass X +Y
und X — Y unabhéngig sind genau dann, wenn Var(X) = Var(Y).

(b) Seien X und Y unabhiingig und x2- bzw. y?-verteilt. Zeigen Sie, dass X + Y dann
X2, -verteilt ist.

Aufgabe G21

Seien X, X1, X, ... Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Zeigen Sie:
P(lim X, = X) =1

impliziert
lim P(|X, — X|>¢)=0 fiir allee>0.

n—oo

1. Hinweis: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist A; C Ay C ... eine wach-
sende Folge von Ereignissen und A deren Vereinigung, so gilt P(A) = lim,, ., P(A,).



Ist By D By D ... eine fallende Folge von Ereignissen und B deren Durchschnitt, so
gilt P(B) = lim, .o, P(B,). (Diese Eigenschaft nennt man o-Stetigkeit eines Wahr-
scheinlichkeitsmasses)

2. Hinweis: Betrachten Sie die Folge der Mengen
By ={w € Q:|X,(w) — X(w)| <€ fir alle n > N}

sowie die Folge der Komplemente B.

(b) Benutzen Sie a), um das schwache Gesetz der grofien Zahl aus dem starken Gesetz der
groflen Zahl abzuleiten.

Hausiibungen

Aufgabe H19
(a) Seien X7,..., Xo unabhingig und identisch N (0, 21)-verteilt. Mit

JR— —
2D (X = Xw)?

i=1

2 _
Sty =

n —

sei die Stichprobenvarianz bezeichnet. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass 5(221)
grofier als 22 ist.

(b) Seien Xy, ..., Xi3,Y,..., Y7 unabhéngige identisch N (u, 02)~—Vertei1te Zufallsvariablen.
5(213) bezeichne die Stichprobenvarianz zu X, ..., Xj3 und 5(27) bezeichne die Stichpro-
benvarianz zu Y, ..., Y7. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass 3(213) um mehr

als 6 % groBer ist als §(27).

Eventuell benétigte Quantile : x3506 = 20.95  Fiag0.5 = 1.06

Aufgabe H20

Zur Untersuchung von Wihlerwanderungen befragt ein Meinungsforschungsinstitut 1200
zufillig ausgewéhlte wahlberechtigte Biirger Hessens nach ihrer letzten Landtagswahlent-
scheidung. Fiir die Partei A haben bei der Wahl nur 0.3% der hessischen Wéhler ge-
stimmt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den 1200 befragten Biirgern
hochstens zwei die Partei A gewéhlt hat

(a) mit Hilfe der Binomialverteilung,
(b) durch Anwendung des Poissonschen Grenzwertsatzes,

(¢) durch Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes sowohl mit als auch ohne Stetigkeits-
korrektur.



Aufgabe H21

Die Zufallsvariablen X, Y, Z seien x2-, bzw. t,-, bzw. F, -verteilt. Dann besitzen X und
7 die Dichten

_ 1 r/2—1 _—x/2
frz(z) = {QT/Q-F(T/Q) -/ ce %2 fallsz >0
X2

0 sonst ,

L((r+s)/2) r/2 s/2 2r/2-1
fo () = L OGS e falls > 0
- 0 sonst .

Dabei bezeichnet I’ die Gammafunktion
['(x) = / t" et dt, x>0,
0

fiir die gilt I'(1) = 1 und

F(x+1) =z T'(z), x> 0.
a) Bestimmen Sie eine Dichte fiir Y.
) Zeigen Sie, dass E(Z) = s/(s — 2) fiir s > 2.
)
)

Berechnen Sie Var(Y).

(
(b
(c

(d) Seien A und B unabhingig und exponential verteilt mit Parameter 1/2. Zeigen Sie,
dass A/B eine F-Verteilung besitzt.



