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Einfilhrung in die Statistik
6. Ubung

Gruppeniibungen

Aufgabe G16

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X, Y") sei stetig verteilt mit der Dichte
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a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Randdichten die Randverteilungsfunktionen Fy und Fy
von X bzw. Y.

b) Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig?
c) Berechnen Sie die Kovarianz von X und Y.
d) Berechnen Sie P(X <Y).

Aufgabe G17

a) Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit den Dichten fy und fy. Zeigen Sie,
dass

(Fx % fr)(2) = / " e — ) fy(u) du

eine Dichte der Zufallsvariable X + Y ist. fx * fy heifit die Faltung von fx und fy.

b) Die zwei-dimensionale Variable (X,Y") besitze die Dichtefunktion f. Zeigen Sie, dass
dann

fz(z):/_OO f(z,z —x) dx, 2 e R.

eine Dichtefunktion fiir 7 = X + Y ist.

¢) Ein technisches System S bestehe aus zwei Komponenten K7 und Ks, deren Lebens-
dauern exponentialverteilt sind mit den Parametern A\; > 0 bzw. Ay > 0. Zunéchst
arbeitet S nur mit Ki; erst wenn K ausféllt, springt K ein (System mit kalter Re-
serve). Berechnen Sie unter der Annahme der Unabhéngigkeit der Lebensdauern von
K; und K, Dichte, Erwartungswert und Varianz der Lebensdauer von S.



Aufgabe G18

Die Zufallsvariablen X7,..., X, seien unabhéngig und gleichverteilt auf [0,1]. Sei M =
max(Xi,...,X,) und m = min(Xy,..., X,).

a) Bestimmen Sie die Verteilungen von M und m.

b) Berechnen sie die Erwartungswerte E(M) und E(m).

c¢) Berechnen Sie die Kovarianz von M und m im Fall n = 2.

Hausiibungen
Aufgabe H16
Eine zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y") besitze die Dichte

s+t firo<s, t<1
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a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion F'(z,y), die Verteilungsfunktionen Fy und Fy
(Randverteilungen) sowie die Randdichten fx und fy.

b) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), die Kovarianz Cov(X,Y’) und den Kor-
relationkoeffizienten o(X,Y’). Sind X und Y unabhéngig?

c¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X +Y < 1).

Aufgabe H17

Fiir eine stetige Funktion g : [0,1] — [0,1] soll das Integral J = fol g(x) dx approxi-

miert werden. Seien X, ..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Betrachten Sie die
folgenden beiden Monte Carlo Verfahren zur Approximation von J:

Ji = %ZQ(XD’ Jo = % Z(Q(Xz) +g(1 - X3)).

i=1
a) Zeigen Sie, dass E(J;) = E(Jy) = J.
b) Zeigen Sie, dass Var(.Jy) < Var(.Jy).

Aufgabe H18

In einer Urne liegen 6 schwarze, 12 rote und 18 weifle Kugeln. Die Zufallsvariablen S, R

und W beschreiben die Anzahl der gezogenen schwarzen, roten und weiflen Kugeln beim
Ziehen von 3 Kugeln mit Zuriicklegen.

a) Bestimmen Sie die Verteilung der zweidimensionalen Zufallsvariablen (S, W).
b) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten o(.S, W).

¢) Begriinden Sie anschaulich (ohne Rechnung), dass der Korrelationskoeffizient o(W, R)
einen negativen Wert haben muss.



