Lésungsvorschlag zur 10. Ubung

G28

= Y ~ N (0,0?).

b) Alle Messwerte x1,...,x, seien groBer Null. Dann gilt fiir die Likelihood-Funktion

n 1 n noq _% ?:1<9*1T;ﬂ>2
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9'"0)= -5 <0 = 0, = LS In(z;) ist das Maximum der Likelihood-Funktion.
M-L-Schitzer: 6, (X1, ..., X,) = LS In(Xy).

c) Es gilt:

3

Somit ist én erwartungstreu fiir # und da lim, Varg(é
konsistent.

) = 0 gilt, ist die Schétzerfolge 01,0, . ..



G29
a) Die Likelihood-Funktion lautet: L (A;x1,...,2,) = [[1o; 20 - e™ = e ™ AXi= % [T (2!) 7!

=1 z;!

=1 =1
, B 1 n B n
g()\)——n%—x' ;xl 0 —= A=— ;xz
) = - (f}) <0
A2 !
=1

— A= L. 5% | @ ist das Maximum der Likelihood-Funktion.
M-L-Schiitzer: Ay (X1,...,X,) = 130 X;

b) Es bezeichne X (n) das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen Xy, ..., X,,.
Dann gilt fiir A (Xq,...,Xp) = X(n) :

E\ <)\n> = By (X,) = By (X1) = A

. . A
Vam ()\n) = VCL?“)\ (X(n)) = . Var,\ (X1> = g

1
n
c¢) Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit p gilt zunéchst

p=P5(|X@0)— 5] >05) =1—P5 (4.5 < X(50) < 5.5)
:1*P5(225<X1+~--+X50<275)
=1-P5(226 < X1 4 - + X350 < 274)

Mit dem ZGS (mit Stetigkeitskorrektur) gilt

1 (q) <274+0.5 - 250> e <226 —0.5— 250))
P V250 V250
=1 — (®(1.55) — B(—1.55)) = 2 — 2®(1.55) = 0.122

d) Da der Schitzer A erwartungstreu ist und da lim,_ Vam(j\n) = limy, o0 % = 0 gilt, ist die Schétzer-
folge ;\1, 5\2, ... konsistent.

G30

a) Wir nehmen an, dass die Anzahl der defekten Sicherungen innerhalb der Stichprobe durch eine B(n,p)-
verteilte Zufallsvariable Z beschrieben werden kann. Mit ¢ = ug.995 ~ 2.58 erhilt man mit der Formel

1 c? \/Y(n—Y) c? 1 c? \/Y(n—Y) c?
- |y )y & AT
n+c2< MR i R A T

I(Y) =

d.h. es gilt

_ 1 2.582 25-475 2.582 1 2.582 25-475 2.582
I(Z) - {500—}-2‘582 (25 +=5 - 2.58 500 + 71 ) ? 500+2.582 <25 +=5 -+ 2.58 500 + 74 )]
= [0.0303,0.0816]

b) Sei z die Anzahl der defekten Sicherungen in der gezogenen Stichprobe. Dann ist die Linge L des kon-
kreten Schitzintervalls gleich I = —2<, . A/ z(n=2) + % mit ¢ = ug.995. Laut Buch (S. 123 oben, Auflage

n+c2 n




1992) gilt Z (1 — £) < 1 und somit z- (1 — £) = 2n=z) < 4 fiir z € {0,...,n}. Dann gilt

n
2¢ In 2!
L< — 4/ —4 —<0.05
~n+c? 1T s
c
- —— < 0.05
vn+c2 T

— 2<005% - (n+c?) = 399-2<n

Mit ¢ = 2.58 ergibt sich somit n > 2656.

H28
a) Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch:

1 g (zi—01)

L(917927$1,7[[’n): @
0 sonst

_ 1, .
e %2 fir 01 < min{zy,...,2,}

Mit Z; := min{z1,...,x,} gilt fiir alle f2 > 0 und alle 6; < Z;:

1 _L1sn (4 &
L(01,02; 71, ..., ) < g€ =) 3 Gy, 1)
2
Ferner gilt:
1 n
lnL(ﬁ'cl,Hg;xl,. . .,l‘n) = —n- 11’192 — 972 ZZ;(JZZ — Lfl)
n 1 < !
= (InL(Z1,00;71,...,2,)) = 0 + 2 Z(CBZ —11)=0
2072 0

<~ Oy = T(p) — 21
Die 2. Ableitung zeigt, dass Z(,) — 1 in der Tat Minimalstelle ist. Also ist
(min{ X1, ..., Xn} ) Xy —min{X1, ..., X,})" = (01,0;02,)7
ein M-L-Schitzer fiir (61, 69)%.
b) Offenbar gilt X; — 6; ~ Ex(%)
Die Verteilungsfunktion Fg von X = min{Xj,...,X,} ist dann:

1—e 2@ gy > 0

()
F€1,92,)~((‘/E) =1- (1 - F91792,X1 (x))n = {0 sonst

dh X —6; ~ Ex(g.). Dann folgt mit

Eg,.0,(X1) =61+ Eg, 9,(X1 —01) =01 + 02
X o 0
E91,92(X) =0+ EQI’QQ(X — 91) =0 + f
dass

92 n—oo

Ep, 0,(01) = 61 + P 61,

) 4 1\ n—oo
E61,92 ((92,11) =01+ 0 — (91 + 7’3) = 09 <1 _ > =0,

n

d.h beide Schétzer sind asymptotisch erwartungstreu.
(x) Es gilt:
Fo(z)=P(X <z)=Pmin{X;,...,X,} <2)=1—-Pmin{Xy,...,X,} > z)
=1-PX;>2)"=1-(1-P(X; <x)"



H29

Konfidenzintervalle bei Normalverteilungsannahme:

a)
I(xy,...,0p) = [i’ — 11600.975 * \/ % i T+ 116050.975 * |/ s:]
6.13% 132
[53 68 — 1.9749 - 1/ &13% . 53,68 + 1.9749 - |/ 613 }
= [52.726 ; 54.634]
b)
n—1)s> (n—1)s 160 - 6.132 160 - 6.132
I(z1,...,20) = (2 ) §(2 ) :|: ; ]
X160;0.975  X160;0.025 196.918 126.866
= [30.532; 47.391]
c)
I( )= |z = z+ 2
T1,...,Tn) = |ZT —u — T+ u C—
1ye--5%n 0.975 g 0.975 Jn
6.13 6.13
=153.68 —1.96- —; 53.68 + 1.96 - —
[ 1161 2V 161}
= [52.733 ; 54.627]
H30

a) Die Zufallsvariablen Xi,..., X, sind nicht identisch verteilt (da z.B. Var(Xy) = k- o2 ). Somit ist

keines der in der Vorlesung behandelten Verfahren anwendbar. Mit dem Hinweis gilt jedoch, dass die

Zufallsvariablen % unabhéngig und identisch N (0, 1)-verteilt sind und wir betrachten nun

(X =) = (X —po)) 1
> (V) - (2

=:Q(n)

Die Zufallsvariable %Q(n) ist Summe von n Quadraten unabhéngiger N (0, 1)-verteilter Zufallsvariablen
und somit y2-verteilt. Analog zum Beweis von Satz 3.27 (Auflage 1992) ergibt sich:

1 - ) Qu) _ »_ Qw
l-—a=1- 5 - 5 =Fy (Xn2 < ?Q(") < Xn;1—g> =Py (X?m—a <o < Co
’ 2 12
Somit ist _ _
Q Q
I(q,'l’ 7xn): [ 2(”) 7 #
Xn;l—% Xn;%
ein Konfidenzintervall fiir 2 zum Niveau 1 — a.
b)
6
Xk —15)2 (—2.5)2 (-1)2 22 (=2)?2 12  (—4)?
— — =11.
k=1
11.95 11.95
= ] = |——, ——| =10.9492, 7.3313
(@1, 26) [12.59 ’ 1.63 ] [ ’ ]



