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Lésungsvorschlag zur 9. Ubung

G25
a) BEsgilt: Y ~ R(a,b) = E(Y) =22 Var(Y) = % d.h. fiir 6 > 0 gilt hier Ep(X;) =4, i e N.
Eo(Th(Xy,...,X,)) = Ep (i(Xl, . ,Xn)> = %(Ee(Xl) +. L+ Ep(Xy)) = % on- g -9
Somit ist T, fiir jedes n € N ein erwartungstreuer Schétzer fir 7(6) = 6.
b)
4 62 62

2 4
Vareg(Th(X1,..., X)) = Vary (n (X1 —I—Xn)) =3 (Varg(X1) + ...+ Varg(X,)) = 3y T g,

c) T1,T5, ... ist eine Folge erwartungstreuer Schiitzer fiir 7(0) = 6. Zudem gilt fiir > 0 mit b):

lim Varg(T,(X1,...,X,)) = lim — =0

n—oo n—oo Sn

d.h. die Folge 13,75, ... ist konsistent fiir 7.
d)
Eo(Tp(X1,...,Xn)) = Es((T(X1, ..., X0))?) = Varg(Tu(X1, ..., Xn)) + (Eo(Th(X1 ..., Xn)))?

62 9 9 1
= — = 1 _—
gt = (14 5)

Also ist T, nicht erwartungstreu fiir 7(6) = 62.

e) Aus Teil d) folgt: Eg(Tn(Xl, o Xy)) =62 (1 + 3%)

Dann gilt:
N 1 ~
Tn(X1,..., Xp) = m (X1, Xn)
. 1 - 1 -
:>E9(Tn(X1,7Xn)):E9 an(le ,Xn)> = 1+$E9(Tn(X1, 7Xn))
1
- 02. 14+ —
1+ 5 ( T3 )
_ 92
Somit ist Ty, (X1, ..., X,) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 7(0) = 62.
f) Varg(X;) =%, ieN
Da Tn(Xl, ..., X,,) aus Teil e) ein erwartungstreuer Schitzer fiir 62 ist, ist
1 ~
T3(X1e o, Xn) = 55 - Ta(Xas o, X)

ein erwartungstreuer Schitzer fiir Vary(X;) = 6%

G26
a) Fiir alle # € R und ¢ € [0, 1] gilt:
Eg(T9) = c- Eg(X(n) + (1 —¢) - Eg(Yn)) =c-0+(1—c)-0=10

b) Wir wihlen denjenigen Schiitzer T(¢) der die kleinste Varianz Varg(T()) besitzt (gleichmiBig in ). Offenbar gilt:

- - o2 o2
Varg(T(c)) =2 Vare(Xm)) + (1 — 0)2 Varg(Yn)) = 2. El +(1- 0)2 . ;2

Minimalstelle ist:

d.h. wir wihlen T(¢") als Schitzer mit kleinster Varianz.



G27
a) Es muss fiir alle 6 > 0 gelten: [~ fo(x)dz =1

) [ 0
= 0)-t-(t—0)2dt = c(0) - 3 _9p#2 4 02
/_Oofe(t)dt /Oc() t-(t—0)*dt =c(0) /Ot 20t° + 0%t dt

9 " "
—wo. (L 231 Lg22)| _ o7 2 07
=c(0) <4t 39t +20 t 0—0(9) 1 39 + 5
9t 12
—e0) T = ) = o
b)
12 12 0
f;(t):aj(3t2—49t+92):6—4(t—9)(3t—9)é0 = h=0h=g
" 12 " 24 . .
o (t) = 07(6t_49) = fi(t1) = e >0 = t; ist Minimum
- fé/(b) = —Z%l <0 = ty ist Maximum

Somit ist Modg(X) = ¢

3

ﬁt‘l
4

)

0

0

¢)
e 12 [ 12 /65 1 92
Ey(X) = t- t)dt = — - o0 1022 dr == . [ = — Zett e .3
9<>/_mfe<> 94/0 + R .
_l2 00 8 N _ 2,
et \5 2" 3) 5
’ e ’ A T 04\ 6
12 (65 2 o 6° 1,
—w(6‘59+4)—¥
02 4 62
X)=FEo(X?) —(Es(X))?2 = — — —0%2 = —
Varg(X) = Eg(X7) — (Eg(X)) 3 259 o
d)

E¢(Th(X1,..., X)) = Ey <65 (X1 +...+Xn)> -5 (Eo(X1)+ ...+ Eo(Xn))

6n 6n

Somit ist 7, ein erwartungstreuer Schétzer fiir 7(0) = Mody(X) = §.

e)

Varg(T,(X X)) =Var i(X—i— + X,) _ 2

(4 n J RIS n - 4 6n 1 A n _36n
25 0> 6
= —ns — = —
36 n? 25  36n
Nach Teil d) ist T,, erwartunsgtreu fir 7(0) = %. Aus
02
nlgr;o Varg(Tn(X1,...,Xn)) = nh—>Holo 6m 0
folgt die Konsistenz der Schétzerfolge 17,75, . .. fir 7.
H25
a)
¢ 2 2
Eg(Xl): . X ﬁdngg
0
2z 1
2 _ 2 _ 1p2
2 \> 1
Varg(X,) = =6* - (0] = —6?
= Vary(X1) (3 ) 15

0

0

5 (Varg(X1) + ... + Var(X,))



2
E@(Tn) = EQ(X]_) = 59 75 0 fir 6 >0
d.h. T,, ist nicht erwartungstreu, offensichtlich auch nicht asymptotisch erwartungstreu.

¢) Betrachte T}, := 3T, = 3X (). Offenbar gilt Ey(T,,) = 0 fiir alle > 0, d.h. T}, ist erwartungstreu.
d) Weiter ist
9 02 6

o . 9
Vary(T,) = 7Vare(Xm)) = 7-Varg(X1) = 1 = = o=

also -
lim Varyg(T,) =0

n—o0

Zusammen mit der Erwartungstreue liefert dies die Konsistenz.

H26
: 1
X~ R(0,k-0) — Eg(Xi):9+2k 9:’“‘; 0
N (k0 —0)2  (k—1)* ,
Varg(X;) = 5 =73 0
_ k+1
e By(X) = By(xXi) = ¢ ;r )
- 1 1 (k—1)2
Varg(X) = E'Varg(Xi) =~ ( 5 ) .62
a)
E(T)*L Fp(X?) = 1 (Varg(X) + Eg(X)?)
0 A e 0 RIS 0 0
1\2 2
_ 4 1 (k1) .92+(k+1) 92
k+12\n 12 4
1 (k—1)?
2
b (n 3ET 12 )
Bias: (k 2
R N Gl R
Eo(Tn) =67 =00 305y — 0
b) Mit a, = 1. :,)((kkJrll))Q + 1ist T, a L. T, ein erwartungstreuer Schitzer fiir 7(6) = 62, da
Eo(T,) = — - Eo(T,) = — - 6% - a,, = 6>
o(Tn) o o(Tn) o a
H27
a)

5 2 . 5 2 n(n+1)
3n(n+1) b5 ;Z 3n(n+1) 5 2
:gzMOdg(X)

Also ist auch T}, erwartungstreu fiir 7(6) = Mody(X).
b)

. 5 -y
V(Z’I"Q(TH(X17 [N 7X7L)) = Varg (?m(n-’—l) . ;Z . XZ) 9n2 n 1 Z Varg

25 L. 25
=== . Vv X, .
9n2(n + 1)2 ;’ rolXs) = 5rm 1) 25 ZZ
B 62 nn+1)2n+1)  (2n+1)-6?
© 9n2(n+1)2 6 ~ bdn(n+1)



T,, ist nach a) erwartungstreu fiir 7() = g und es gilt

. - (2n 4 1)6?
nlinc}o Va/l"g(Tn(Xl, e ,Xn)) == nlinolo m =0

Somit ist die Schitzerfolge T1, Tb, . .. konsistent.

c) Ein geeignetes Vergleichskriterium ist der erwartete quadratische Fehler. Fiir erwartungstreue Schitzer ist dieser
gleich der Varianz des Schétzers:

62 - 2n+1
VCL'I"Q(TH(X17. .. 7)(n)) = 36777/’ VCL’T‘Q(Tn(Xl, e ,Xn)) = m 2

Varg(T,) < Varg(T,) <= 54(n+1) <36(2n+1) <= 54n+54 <72n+36 < 1<n

= Fiir n =1 sind T}, und Tn identisch, fiir n > 2 ist T}, besser.



